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В работе рассматривается проблема динамики сборных роторов современных турбома-

шин при нестационарных режимах работы. Показана актуальность решения контактной задачи 

в анализе динамического поведения сборных роторов турбомашин. Жесткость сборного ротора 

как динамической системы представлена сложной величиной, изменяющейся в процессе рас-

крутки. Математическая модель динамики сборных роторов построена на основе метода ко-

нечных элементов. В работе приведены основные компоненты жесткости сборного ротора, их 

связь с физическими процессами, характерными для сборных роторных систем; рассмотрены 

силы, возникающие в сборных роторных системах. Отдельно рассмотрена математическая 

модель решения контактной задачи теории упругости, укрупненно показан алгоритм ее реше-

ния методом конечных элементов. Рассмотрено возбуждение ротора силовыми и моментными 

дисбалансами дисков, составляющих его конструкцию, а также задание дисбалансов в конеч-

но-элементной модели. Для решения основного уравнения движения системы в методе конеч-

ных элементов предложен модифицированный подход численного интегрирования Ньюмарка 

с приведением матрицы масс, вектора сил и адаптивным временным шагом интегрирования. 

При этом задача решается относительно неизвестного вектора ускорений на шаге интегриро-

вания по времени. В работе показана тестовая конечно-элементная модель сборного ротора на 

упругих опорах, имеющая контактные сопряжения в зоне фланцевого соединения вала с дис-

ком и используемая для отладки программных алгоритмов, разработанных на базе представ-

ленной математической модели. Показаны результаты расчета тестовой модели в виде трех 

низших форм колебаний и графиков зависимости динамических перемещений на упругих опо-

рах ротора, проведен краткий анализ результатов расчета, а также сравнение критических ско-

ростей сборного ротора и собственных частот колебаний его монолитного аналога. 

Ключевые слова: сборный ротор, контактная задача, метод конечных элементов, мате-

матическая модель, критическая скорость вращения, динамическое поведение, метод Ньюмар-

ка, переходный процесс, колебания 

DOI: 10.17212/1814-1196-2015-3-113-129 

 

                                                      
* Статья получена 30 апреля 2015 г. 



М.А. ДУДАЕВ, А.А. ПЫХАЛОВ 114 

ВВЕДЕНИЕ 

Современное развитие роторных систем турбомашин основывается на 

принципах многокаскадности и повышения рабочих параметров [1–3]. При 

этом основополагающим подходом в определении динамических параметров 

ротора, в частности критических скоростей (частот) его вращения, остается 

натурный эксперимент, или гонка его реальных прототипов. Одной из глав-

ных причин такого подхода является то, что роторы большинства высоко-

нагруженных турбомашин являются принципиально сборной конструкцией, 

жесткость которой из-за наличия контактных сопряжений в значительной 

степени отличается от жесткости монолитного аналога и изменяется в ходе 

раскрутки ротора. Таким образом, неизвестным остается интерпретация вли-

яния условий сопряжения деталей на динамические параметры роторов со-

временных высоконагруженных и многокаскадных турбомашин. Например, 

это относится к авиационным газотурбинным двигателям [4, 5] как к наибо-

лее энергоемким механическим системам. Сборная конструкция их роторов 

отличается большим количеством сопрягаемых деталей и разнообразием кон-

структивных решений по их сопряжению. 

Для решения представленной проблемы требуется проведение подроб-

ного инженерного анализа, в особенности изменения критических частот 

вращения ротора [6], а также учет ряда физических процессов механики де-

формируемого твердого тела. В частности, к таким процессам относится кон-

тактное взаимодействие деталей ротора, гироскопический эффект, влияние на 

ротор поля центробежных сил и другие. Эти эффекты способствуют измене-

нию критической частоты вращения реального сборного ротора по сравне-

нию с математической моделью его монолитного аналога. Наиболее актуаль-

ным в этом случае является изучение опасного приближения критической 

частоты вращения к диапазону рабочих частот ротора (рис. 1), а также повы-

шение общего уровня его амплитуд колебаний. 
 

 

Рис. 1. Амплитудно-частотная характеристика роторов 

Модель сборной конструкции ротора 

Модель ротора с упругими элементами 

Модель монолитного аналога сборного ротора 
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Определенной альтернативой натурному эксперименту (в отношении 

сокращения материальных и временных затрат при проектировании и довод-

ке конструкции сборного ротора, а также для повышения уровня информа-

тивности о его работоспособности) служит развитие теоретических подходов 

и, соответственно, расчетных методов анализа динамики сборных роторных 

систем. На сегодняшний день наиболее эффективным из них является метод 

конечных элементов (МКЭ), использование которого построено с реализаци-

ей решения контактной задачи теории упругости [7, 8], позволяющей моде-

лировать и, соответственно, изучать особенности работы тех или иных кон-

структивных решений сборного ротора, т. е. контактное взаимодействие или 

условия сопряжения его деталей. Ниже представлена математическая модель 

и определенные результаты предлагаемого для решения показанной выше 

проблемы. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Основное уравнение движения упругой системы под действием внешних 

сил с применением МКЭ имеет вид [7, 8] 

           M C K F      , (1) 

где  M  – матрица масс, изменяющаяся с течением времени ввиду изменений 

инерционных характеристик ротора в ходе раскрутки;  C  – матрица коэф-

фициентов эквивалентного вязкого демпфирования;  K  – матрица жестко-

сти сборной конструкции ротора;   ,    и    – соответственно векторы 

ускорений, скоростей и перемещений узлов конечно-элементной модели, яв-

ляющиеся основными неизвестными;  F  – вектор внешних сил, приложен-

ных к узлам конечно-элементной модели и являющихся функциями времени. 

Матрица жесткости сборного ротора  K  по сравнению с матрицей 

жесткости монолитного аналога имеет более сложную структуру. Главными 

ее составляющими являются матрица конструкционной жесткости деталей 

ротора  кK  и матрица контактной жесткости  конт
K , используемая для ма-

тематического моделирования сопряжений деталей. Кроме того, в ней учиты-

вается матрица жесткости от гироскопического эффекта ротора  гK  и мат-

рица жесткости от начальных напряжений ротора  K


: 

 
         к конт г
K K K K K


    . (2) 

Величины коэффициентов матрицы жесткости сборного ротора изменя-

ются при раскрутке, например, от постепенного увеличения напряжения ро-

тора полем центробежных сил, изменения гироскопического момента, а так-

же от изменения сопряжений от состояния натяга до состояния зазора и 

наоборот. 
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Вектор узловых сил включает в себя силы от статического и динамиче-

ского дисбаланса ротора  
д

F , силы контактного взаимодействия деталей 

ротора  конт
F , центробежные  

ц
F  и гравитационные силы  гр

F : 

          д конт ц гр
F F F F F    . (3) 

Рассмотрим более подробно компоненты матрицы жесткости согласно 

уравнению (2).  

Матрица конструкционной жесткости  кK  представляет собой структу-

ру из симметричных, положительно определенных матриц деталей ротора, 

каждая из которых формируется суммированием из матриц конечных эле-

ментов (КЭ) и определяется выражениями [9, 10] 

 

 

 

 

 

1
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...
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 
 
 
 
 
 
 
  

; (4а) 

 

   
1
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e

i j
j

K K


  ;  (4б) 

 

   
e T

j
V

K B D B dV  ,  (4в) 

где  iK  – матрица конструкционной жесткости i-й детали; Ne – количество 

КЭ, составляющих i-ю деталь;  
e

j
K  – матрица жесткости j-го КЭ в детали; 

B  – матрица градиентов функций форм КЭ в полярно-цилиндрической си-

стеме координат, переводящая вектор узловых перемещений КЭ

 
T

r zu u u u  в вектор деформаций  
T

r z r z zr           

[9, 10];  D  – матрица упругих постоянных материала КЭ [11, 12];  V  – объ-

ем КЭ. 

Отдельного рассмотрения требует вопрос формирования матрицы кон-

тактной жесткости  конт
K , совместно с которой формируется вектор кон-

тактных сил  конт
F . Сопряжения деталей ротора моделируются специаль-

ным типом конечного элемента (рис. 2), который в работах [7, 8] назван кон-

тактным элементом сопряжения конструкций – КЭСК; при этом для модели-

рования сопрягаемых деталей используется подход узел-в-узел. 
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Рис. 2. Моделирование контактного взаимодействия деталей:  

с зазором (слева) и с натягом (справа) 

Исходное состояние контактного элемента характеризуется величиной 

его начального раскрытия 0i
u , устанавливаемого на этапе моделирования. 

При моделировании натяга 0 0
i

u   начальное состояние КЭСК – «закрыт», 

при моделировании зазора 0 0
i

u   состояние КЭСК – «открыт». В случае мо-

делирования сопряжения по номинальному размеру 0 0
i

u   КЭСК – «за-

крыт». В ходе решения системы уравнений МКЭ состояние каждого КЭСК 

может изменяться от состояния «открыт» до состояния «закрыт» и наоборот, 

в связи с чем решение задачи проводится итерационно и останавливается на 

k-й итерации в случае, если состояние большинства или всех КЭСК не изме-

нилось по сравнению с итерацией k – 1. 

Оценка состояния КЭСК производится на основании анализа невязки 

(неравенства) поля перемещений его узлов: 

 0i i ii A Bu u u u    , (5) 

где 
iAu  и

iBu  – перемещения узлов A и Bi-го КЭСК (рис. 2). 

При этом КЭСК «закрыт», если 0iu  , и «открыт», если 0iu  . 

Смена состояний КЭСК в ходе решения обусловливает модификацию 

глобальной матрицы жесткости  K  прямо в ходе решения за счет добавле-

ния в нее матрицы контактной жесткости: 

  
 

 

КЭСК
КЭСК

конт
1

КЭСК

,  0,

,  0,

N
i

i i

K u
K

K u






  
 

  


  (6) 
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где матрица жесткости открытого КЭСК 

 

 
   

   
КЭСК

K K
K

K K

 


 

 
 
  

,   

0

0

nK

K K

K



 





 
 
 
 
 
 

; (7) 

– закрытого КЭСК: 

 

 
   

   
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K K
K

K K

 


 

 
 
  

,   

0

0

nK

K K

K



 





 
 
 
 
 
 

, (8) 

где nK 
 
и K 

  – жесткость открытого КЭСК в осевом и тангенциальном 

направлениях соответственно – малая величина, необходимая и достаточная 

для обусловленности глобальной матрицы жесткости – величина, назначае-

мая согласно [7, 8] на два-три порядка меньше минимальной жесткости в уз-

лах КЭ детали; nK 
и K 

  – жесткость (штрафная) закрытого КЭСК соответ-

ственно в осевом и тангенциальном направлениях – величина, подбираемая 

согласно [7, 8] на два-три порядка больше максимальной жесткости в узлах 

КЭ детали. 

Вектор контактных сил вычисляется в соответствии с выражениями  

 

 
 

КЭСК

конт
1 конт

0, 0,

, 0,

N
i

ii i

u
F

F u


 
 

 
  (9а) 

 
   конт

1 0 0 1 0 0
T

n ii
F K u   . (9б) 

Контактные силы, приложенные к узлам КЭСК, имеют противополож-

ные знаки и устраняют натяг закрытого КЭСК. 

Процедура решения контактной задачи показана на рис. 3 на примере 

контакта двух пластинчатых элементов. На начальном этапе решения задачи 

пластины располагаются одна над другой с зазором 0 0u  ; перемещения уз-

лов 0A Bu u  . По формулам (9) имеем 0u  , следовательно, контактный 

элемент открыт. Жесткость контактного элемента  конт
K   

3
1 2min( ,  ) 10K K   , контактных сил нет. После решения задачи перемеще-

ния узлов 0A Bu u u   невязка поля перемещений КЭСК 0u  , что говорит 

об изменении состояния КЭСК на закрытое. В свою очередь, само по себе 

изменение состояния КЭСК говорит о необходимости следующего шага ре-

шения задачи. Теперь КЭСК считается закрытым, жесткость КЭСК 

  3
1 2конт

max( ,  ) 10K K K  , модули контактных сил    конт конт
F K u   . 
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Таким образом, контактные силы выталкивают проникшие друг в друга узлы 

конечных элементов, а большая жесткость КЭСК обеспечивает совместность 

деформации конечных элементов моделей сопрягаемых тел под действием 

внешней нагрузки. После решения задачи на шаге 2 невязка поля перемеще-

ний КЭСК 0u   (но все еще меньше нуля ввиду ограниченного значения 

жесткости КЭСК) и КЭСК находится в закрытом состоянии. Состояние 

КЭСК после решения не изменилось по сравнению с состоянием в начале 

расчета текущего шага, следовательно, решение задачи завершено. 

 

 

Рис. 3. Укрупненный алгоритм решения контактной задачи 

Матрица дополнительной жесткости, обусловленной гироскопическим 

моментом ротора [7, 13], имеет вид 
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, (10) 

где   – угловая скорость прецессии ротора;   – угловая скорость вращения 

ротора; im  – масса, сосредоточенная в i-м узле ротора от сопряженных в этом 

узле КЭ. 

Матрица дополнительной жесткости от начальных напряжений [9, 14] 

определяется выражениями 
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не меняется в ходе расчета 
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где  
i

e
K


 – матрица жесткости от начальных напряжений i-го элемента; 

i
G  – матрица производных функций форм N  конечного элемента в поляр-

но-цилиндрической системе координат: 
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;  (12) 

n – количество узлов конечного элемента; I – единичная матрица (3×3);  i  – 

матрица, составленная из компонент напряжений КЭ: 

 

 
r r rz
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I I I

I I

Sym I
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.  (13) 

Рассмотрим силы, возбуждающие колебания ротора. Основными из них 

являются силы и моменты от дисбалансов ротора [5, 8]: статического

,eD me  где m – масса ротора, e  – радиальный эксцентриситет, и динамиче-

ского D I   , где I – момент инерции ротора относительно оси симметрии; 

  – угловой эксцентриситет. Статический дисбаланс возникает ввиду смеще-

ния центра масс ротора от оси вращения (рис. 4, а), динамический – ввиду 

несовпадения главной оси инерции ротора с осью вращения (рис. 4, б). 

 

 

Рис. 4. Дисбалансы ротора 

Для задания дисбалансов в модели используется специальный экстрапо-

лирующий конечный элемент (рис. 5).  

 

а б 
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Рис. 5. Моделирование дисбалансов 

Указанный элемент соединяет узлы КЭ модели диска ротора с реперным 

узлом, расположенным строго на оси вращения. Для реперного узла задается 

статическая и динамическая неуравновешенность, которая пересчитывается 

на силы, приложенные к узлам диска в соответствии с выражением [8] вида 
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, (14) 

где im  – масса, сосредоточенная в i-м узле диска от связанных с ним КЭ;  

ie  и i  – эксцентриситеты i-го узла диска: 

 
( ) ,  i R i R R i Re e z z       ,  (15) 

e  и   – угловые координаты положения эксцентриситетов Re  и R ;  

ir  и i  – полярные координаты i-го узла диска. 

Решение уравнения (1) сводится к его численному интегрированию с 

применением метода Ньюмарка [7, 8, 15]. Основная идея метода заключается 

в разделении исследуемого временного интервала переходного режима рото-

ра (Т) на малые конечные промежутки времени t  (рис. 6, а). В таком случае, 

используя принцип Даламбера, условия динамического равновесия системы 

строго выполняются лишь в определенные моменты времени it , что приво-

дит уравнение (1) к виду 

               ,  1,
i ii i ii i

M C K F i n       , (16) 

где n – количество временных интервалов t . 

При таком подходе временной интервал t  должен быть достаточно 

мал, чтобы достоверно отразить высшую гармонику колебаний ротора. Одна-

ко в таком случае на начальном этапе переходного процесса наблюдается из-

лишнее количество точек интегрирования, что существенно увеличивает 

время счета. В работах [7, 8] доказывается, что для адекватного численного 

анализа при высоком градиенте интегрируемой функции необходимо исполь-
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зовать 12–16 шагов интегрирования на каждый период. В этом случае выгод-

нее использовать адаптивный временной интервал it  (рис. 6, б).  

 

 
а             б 

Рис. 6. Постоянный (а) и адаптивный (б) временные шаги интегрирования 

Согласно методу Ньюмарка, ускорение в пределах каждого временного 

отрезка усредняется и считается постоянной величиной (рис. 7). 

В таком случае скорости на участке интегрирования изменяются по ли-

нейному закону, а перемещения – по параболическому. Классический подход 

к методу Ньюмарка [15] предполагает сведение трех неизвестных перемен-

ных к одной, в качестве которой обычно принимается вектор перемещений 

текущего шага интегрирования, который находится из уравнения 
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где  дi
K  – динамическая матрица жесткости: 
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.  (19) 

Предложенная методика является эффективной, однако в некоторых 

случаях, в частности в случае изменения матрицы масс в ходе раскрутки ро-

тора, более удобным оказывается подход, в котором в качестве основной не-

известной уравнения движения выступает вектор ускорений 
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M  – приведенная матрица масс;  
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F  – приведенный вектор сил. 
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Выражения для  
iп

M  и  
iп

F  рассматриваются ниже. 

 

 

Рис. 7. Аппроксимация параметров движения по методу Ньюмарка 

Для реализации указанного подхода на основании дифференциальных 

зависимостей между скоростями, ускорениями и перемещениями c примене-

нием правила интегрирования трапеции (рис. 7) получены выражения 
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Величины с индексом i – 1 считаются известными, поскольку вычислены 

на предыдущем шаге интегрирования. Если среднее ускорение текущего ша-

га  
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  текущего шага интегрирования. 

Подстановка указанных величин в уравнение движения приводит его к 

виду 
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После раскрытия скобок имеем 
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Группировка известных значений справа и неизвестных слева дает 
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Таким образом, полученное уравнение имеет вид выражения (20), в ко-

тором приведенная матрица масс определяется по формуле 
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а приведенный вектор сил 
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На основании изложенного подхода проведена программная реализация 

решателя для динамического анализа сборных роторов. Анализ сходимости 

решения проводился для каждого типа КЭ и физических процессов, речь о 

которых шла выше, в отдельности. 

2. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

В качестве тестовой расчетной модели рассматривается конструкция 

сборного ротора, показанного на рис. 8. 

Ротор установлен на упругие опоры с жесткостью порядка 10
5
 Н/мм, что 

соответствует жесткостям реальных подшипниковых опор [7]. Диск ротора 

соединяется с валами посредством фланцев. Моделирование стяжных болтов 

осуществляется с применением КЭ балочного типа. Применение такого под-

хода обосновано в работе [7]. Поскольку болт в соединении подвергается 

совместному действию изгиба и сдвига, используется балочная модель Ти-

мошенко [16]. Величина радиального эксцентриситета составляет 0,05 мм, а 

углового 0,001 рад. Масса ротора в сборе составляет 232 кг. 



Контактная задача в анализе динамического поведения сборных роторов турбомашин 125 

 

Рис. 8. Тестовая модель сборного ротора:  

а – эскиз ротора; б – схема закрепления; в – сопряжения ротора 

 

 

Рис. 9. Конечно-элементная модель сборного ротора (а), низшие формы  

колебаний ротора (б) 

КЭ модель ротора представлена на рис. 9, а. Ротор раскручивается от нуля 

до 400 об/с с постоянным угловым ускорением 200 об/с
2
. Общее время рас-

крутки составляет 2 с, а число полных оборотов, совершенных за время рас-

крутки, равно 400. Подбор расчетного ускорения подробно рассмотрен в рабо-

те [8]. Снижение углового ускорения приводит к избыточному количеству  
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точек интегрирования по времени и увеличивает время счета задачи, а также 

затрудняет анализ полученных результатов. В свою очередь, чрезмерное за-

вышение величины углового ускорения приводит к потере точности и устой-

чивости расчета, быстрому прохождению резонансного режима и, как след-

ствие, к заниженным значениям амплитудно-частотной характеристики. 

В ходе раскрутки ротор проходит три низшие критические скорости. Им 

соответствуют формы колебаний, представленные на рис. 9, б. Из них первые 

две формы обусловливаются податливостью опор, в связи с чем называются 

«твердотельными» формами колебаний, а третья обусловлена дополнитель-

ной податливостью самого вала, в связи с чем называется «изгибной» фор-

мой. 

В результате расчета получены графики зависимости поступательных 

перемещений на упругих опорах ротора, представленные на рис. 10, а и б. 

 

         
 а               б 

Рис. 10. Диаграммы зависимости динамических перемещений сборного ротора  

от угловой скорости вращения: передняя опора (а) и задняя опора (б) 

При анализе приведенных графиков сложно выявляется прохождение 

низшей критической скорости, что связано с низкой частотой вращения рото-

ра при этом, и, соответственно, с низкими динамическими нагрузками. Явле-

ние резонанса выявляется при снижении углового ускорения раскрутки и «за-

тягивании» прохождения через эту критическую скорость. Полученные низ-

шие критические скорости сборного ротора составляют приблизительно 

15 об/с, 80 об/с и 250 об/с. Соответствующие собственные частоты колебаний 

монолитного аналога ротора, вычисленные с применением математического 

аппарата извлечения собственных значений матрицы [9, 15], составляют при-

близительно 25 Гц, 60 Гц и 280 Гц (см. таблицу).  
 

Критические скорости вращения моделей роторов 

Тип конструкции 

ротора 

Критические скорости вращения ротора, об/с (Гц) 

1-я 2-я  3-я  

Сборный 15 80 250 

Монолитный 25 60 280 
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Несмотря на небольшое число поверхностей сопряжения, прослежива-

ются отличия сборного ротора от его монолитного аналога, указанные в ра-

боте [7]. Третья критическая скорость вращения сборного ротора меньше 

третьей собственной частоты колебаний монолитного ротора и располагается 

ближе к рабочему диапазону. Увеличение количества поверхностей сопряже-

ния приводит к дальнейшему снижению жесткости сборного ротора и боль-

шим различиям в сравнении с результатами расчета монолитного аналога. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, анализ динамического поведения высоконагруженных 

сборных роторов требует одновременного рассмотрения контактной задачи 

теории упругости. Предложенный подход к решению задачи планируется 

применить к роторным системам, состоящим из двух и более роторов, вра-

щающихся с разными угловыми скоростями. Анализ опубликованных работ 

позволяет предположить, что взаимное влияние таких роторов недостаточно 

изучено и нуждается в дальнейшем исследовании. 
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problem is solved relative to an unknown acceleration vector at the time integration step. A test 
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of the shaft flange and disk connection is described. This model can be used for debugging 

software algorithms developed on the basis of the mathematical model proposed. The test mod-

el calculation results given as three minor oscillation forms and charts of dynamic displace-
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