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ВВЕДЕНИЕ 

Проблема выбора принципа (назовем его принципом развития), опреде-

ляющего направление и интенсивность развития конкретной системы 

(«направление тяготения»), является одной из наиболее важных для любых 

систем. Это направление тяготения может быть обозначено в виде опреде-

ленной цели или – более сложно – совокупности целей. Цели могут быть 

формализованы до уровня определенных целевых функций. В свою очередь, 

процесс достижения целевых значений этих функций часто сводят к процессу 

контроля некоторого набора (целевых) показателей, которые и определяют 

конкретное содержание действий всех субъектов, связанных с данной систе-

мой. Таким образом, содержание описанной пирамиды, всех происходящих в 

ней процессов, а также состояния, в какое придет система в результате своего 

развития, в существенной степени определяется выбранным принципом раз-

вития. Некоторые примеры принципов развития: тяготение к идеальному со-

стоянию, к некоторому уровню (или уровням) развития, максимальное уда-

ление от некоторых нежелательных состояний, обеспечение стабильности. 

Данная работа опирается на принцип тяготения к некоторому набору состоя-

ний. Этот принцип частично охватывает также принцип идеального состоя-

ния для случая, когда это идеальное состояние может быть описано некото-

рым набором уровней.  

Приведем некоторые примеры подобных систем. 

1. Система школьного обучения. Изначально ориентирована на выпол-

нение требований государственного стандарта по среднему образованию, ре-

ально нацелена на достижения определенного (среднего) уровня подготовки 

выпускников, при котором обеспечивается сдача ЕГЭ всеми выпускниками. 

Таким образом, реально средняя школа функционирует по принципу тяготе-

нию к набору состояний, соответствующих сдаче ЕГЭ всеми выпускниками 

по заданному набору дисциплин. Отметим, что аналогично обстоит дело и в 

высшей школе. 

2. Рыночная экономика функционирует на основе принципа идеального 

состояния, где под идеальным понимается состояние владения очень боль-

шой суммой денег (капиталом). Однако, государственный сектор экономики 

в значительной степени ориентирован на принцип тяготения к состоянию 

выполнения требований по заданному набору показателей. 

3. Сфера спортивной подготовки ориентирована на достижение спортс-

меном определенного уровня по ряду спортивных качеств (физическая под-

готовка, волевая подготовка, быстрота реакции, уровень спортивного мыш-

ления, физические параметры спортсмена) и спортивных достижений, спе-

цифичных для каждого вида спорта. Таким образом, в сфере спортивной под-

готовки базовым является принцип тяготению к некоторому уровню по за-

данному набору показателей. 

Ниже в качестве базового экземпляра, функционирующего по принципу 

тяготения к заданному набору состояний, рассматривается система школьно-

го обучения. Тогда основным объектом, которого касается выбранный прин-

цип тяготения, является ученик, более обще – субъект. 

Основной целью работы является построение математической модели 

развития системы, функционирующей на основе принципа тяготения к за-

данному набору состояний. 
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Работ по построению формализованных моделей функционирования си-

стем на основе определенных принципов или целевых функций крайне мало 

(см. [1]). Наиболее близкой является работа автора [2]. Данная работа посвя-

щена обобщению результатов на случай наличия нескольких показателей и 

соответствующих им уровней тяготения. Также представляют интерес по те-

ме исследования работы [3–5]. 

1. БАЗОВЫЕ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ И ОЦЕНКА ТЕКУЩЕГО 

УРОВНЯ РАЗВИТИЯ СУБЪЕКТА 

Приведем формализованное описание рассматриваемой в работе модели. 

Имеется некоторый субъект, который характеризуется определенным 

набором свойств и качеств Q1, Q2,…,QK, где количество контролируемых ка-

честв фиксировано. Например, в задаче обучения в средней школе таковыми 

качествами должны быть те качества и способности, которые школа должна 

вырабатывать и развивать у школьника в процессе его пребывания в стенах 

школы. Таковыми качествами могут быть (K = 5): 1) способность к самораз-

витию (Q1); 2) объем требуемых знаний (Q2); 3) творческая активность и спо-

собность к творческой деятельности (Q3); 4) целеустремленность (Q4); 5) со-

циальная  креативность (Q5). Здесь под социальной креативностью понимает-

ся способность выпускника достаточно быстро адаптироваться к новой соци-

альной среде по месту работы, проживания, временного пребывания. Под це-

леустремленностью понимается не только способность упорно и последова-

тельно добиваться поставленных целей, но и способность, правильно оценив 

текущую ситуацию, ставить адекватные ситуации цели или их корректи-

ровать.  

Существующая среда деятельности субъекта нацелена на развитие каж-

дого из качеств Qi. Здесь под развитием может пониматься увеличение, уси-

ление, улучшение каждого из качеств Qi. Например, в задаче обучения – уве-

личение объема знаний у субъекта, усиление способности к саморазвитию, 

развитие творческих качеств и т. д. Для того чтобы обеспечить движение 

(изменение) субъекта в соответствии с выбранным принципом тяготения, 

необходимо наличие определенных воздействий на него. Все множество воз-

можных воздействий разделим на две группы, из которых складывается ре-

зультирующее воздействие на субъекта: внешние воздействия (со стороны 

других субъектов, обстоятельств и внешних структур) и внутренние воздей-

ствия, порождаемые непосредственно субъектом. Внешние воздействия де-

лятся на три подгруппы: а) понуждение – создание дискомфортных, непри-

емлемых, нежелательных условий для субъекта или близких для него людей 

(проблемность продвижения по службе, невозможность или проблемность 

обеспечения требуемых условий для развития близких и др.); б) принужде-

ние – создание условий, крайне неуютных и даже неприемлемых для субъек-

та (в частности, физическое и моральное давление на субъекта под страхом 

наказания); в) стимулирование – формирование набора стимулов, привлека-

тельных для субъекта (экономических, моральных, разрешительных и др.). 

Внутренние механизмы воздействия можно разделить на следующие под-

группы: а) волевые качества субъекта, то есть выполнение определенных 

действий независимо от наличия/отсутствия внутренних стимулов; б) нали-
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чие внутренних стимулов и желаний; в) наличие понимания, порождающего 

необходимость движения в требуемом направлении. 

Предполагается, что уровень развития каждого из качеств Qi  у субъекта 

может быть измерен. Субъект имеет некоторый максимальный уровень раз-

вития  i  качества Qi , характеризующий полный объем его потенциальных 

возможностей по качеству Qi.  

Пусть в момент t > 0 субъект имеет уровень развития vi(t) по качеству Qi; 

очевидно, ( )i iv t   для любого  t > 0. Составим соотношения, описывающие 

изменение уровня развития за малый промежуток времени t  при условии, 

что величина суммарного воздействия на субъект в момент  t  равна  zi(t).  

Сделаем ряд предположений, лежащих в основе модели. Предположим, 

что для всех i изменение уровня развития i-го качества Qi  за промежуток t  

прямо пропорционально следующим величинам. 

1. Достигнутый уровень vi(t) развития i-го качества. Данное предполо-

жение, по-видимому, достаточно правдоподобно, когда v(t) существенно 

меньше i . 

 
1

( ) ( )
K

i ij j
j

v t r v t


   ,  (1) 

или в векторной форме ( ) ( )v t R v t   , где знак « » указывает на пропорци-

ональную (линейную) зависимость левой части от правой части, а ijr  – кон-

станты, не зависящие от уровня  t  – они определяются внутренними зависи-

мостями качеств {Qi} у субъекта, [ ; , 1; ]ijR r i j K  . В случае одного качества 

данное условие означает, что величина 
( )

100 %
( )

v t

v t


, описывающая процент 

увеличения рассматриваемых способностей за малый промежуток време-

ни t , постоянна и не зависит от уже достигнутого уровня. Применительно к 

системе школьного обучения, в частности, чем больше ученик знает (каче-

ство Q1), тем легче ему даются новые знания, и дополнительно предполагает-

ся, что понятие «легче» описывается линейной зависимостью. Коэффици-

ент rij в выражении (1) показывает степень зависимости качества Qi от каче-

ства Qj . 

2. Оставшиеся потенциальные возможности субъекта ( )i iv t   по каж-

дому из качеств Qi. По мере приближения уровня развития к максимальному 

дальнейшее развитие становится все более затруднительным и проблематич-

ным ввиду ограниченности оставшихся ресурсов, что и отражено в данном 

предположении: 

а) в величине суммарного воздействия zi(t); 

б) в длительности воздействия t .  

Некоторые замечания по приведенным предположениям. 

Предположение 1) наименее убедительно, и поэтому, так же как и 

остальные предположения, требует проверки и уточнения, например, на ос-

нове проведения психологических экспериментов в форме тестирования с 

последующим анализом полученных результатов.   
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Предположение 2а) в общем случае требует уточнения, так как при 

уровне воздействия  zi(t), большем некоторого критического значения, субъ-

ект, по-видимому, может подвергнуться определенному «разрушению», т. е. 

его уровень развития даже опустится ниже прежнего. Однако, в работе рас-

сматривается случай, когда уровень воздействия на субъекта ниже критиче-

ского, и поэтому предположение 2а) приемлемо. 

Встает вопрос, в каких единицах и как измерять воздействие. Воздей-

ствие должно измеряться результатом его реализации. Например, для каче-

ства Q2 (объем требуемых знаний) величина воздействия может измеряться 

количеством бит информации, страниц, слов и т. п., которые добавились у 

субъекта после реализации воздействия. Аналогично по остальным качествам 

в системе школьного образования. Отметим также, что целесообразно разра-

ботать процедуру оценки воздействия исходя из приведенного выше анализа 

структуры воздействия.  

При сделанных предположениях можно записать следующее соотноше-

ние ( 1;  i K ): 

 
1

( ) ( ) ( )( ( )) ( ) ( )
K

i i i ij j i i i
j

v t t v t a r v t v t z t t o t


         ,  (2) 

где ia  – коэффициент пропорциональности и
0

( )
lim 0
t

o t

t 





. Коэффициент 

пропорциональности ia , описывающий интенсивность развития качества Qi  

у субъекта, не зависит от t , но может зависеть от индивидуальных особенно-

стей субъекта, в частности от i . 

Разделив обе части выражения (1) на t  и устремив t  к нулю, прихо-

дим к следующей системе дифференциальных уравнений:   

 
1

( ) ( )( ( )) ( )
K

ii ij j i i i
j

v t a r v t v t z t


    ,            1;  .i K  (3) 

Полученная система не относится к классическим типам систем диффе-

ренциальных уравнений, и поэтому вопрос ее решения является отдельной 

задачей. 

2. АНАЛИЗ ХАРАКТЕРИСТИК КОЛЛЕКТИВОВ 

СУБЪЕКТОВ  

На основе соотношений, характеризующих уровень развития отдельных 

субъектов, выведем соотношения, описывающие уровень развития множеств 

однотипных субъектов – коллективов субъектов. Ниже рассматривается один 

из наиболее важных коллективов субъектов – субъекты, однотипные по сво-

им качествам.  

Пусть ( , , )X y t   ( 1 2( , ,..., )Ky y y y , 1 2( , ,..., )K     ) есть число субъ-

ектов,  достигших в момент  t  некоторого  уровня  развития 1 2( , ,..., )Kz z z z  

такого, что i iz y  для всех i и имеющих потенциальные возможности    
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( i iy   для всех i). Сделаем предположение относительно граничного значе-

ния функции ( , , )X y t  , а именно (0, , ) 0X t   для любого t > 0. Данное усло-

вие означает, что нет субъектов с абсолютно нулевым уровнем развития, т. е. 

всякий субъект имеет некоторый положительный уровень развития.  

Ниже предполагаются выполненными следующие условия:  

а) в начальный момент  t = 0  все субъекты имеют уровни развития по 

каждому признаку Qi, пропорциональные их полным возможностям i , с не-

которым универсальным коэффициентом пропорциональности i ; тогда из 

определения функции ( , , )X y t   выводим, что число субъектов с уровнем 

развития 1 2( , ,..., )Ku u u u , i i iu     для всех i, зависит только от 

1 2( , ,..., )K     : 

 
( ),   если   для всех ,

( ,0, )
0, если   хотя бы для одного ,

i i i

i i i

x u i
X u

u i

   
  

  
 (4) 

где i  ( 0 1i   ; 1;  i K ) – константы, ( )x   – заданная функция, описыва-

ющая распределение (количество) новорожденных детей по потенциальным 

возможностям по качествам Qi; 

б) необходимо также учесть, что каждый субъект в индивидуальной фор-

ме сопротивляется целенаправленному воздействию на него, и потому необхо-

димо учесть данное являение в модели. С этой целью введем следующую ха-

рактеристику: доля субъектов, воздействие на которые имеет «эффект воздей-

ствия (КПД)», лежащий в промежутке  ,i i d     по качеству Qi ( 0 1i   ;

1;  i K ), равна ( )dF  , где 1 2( , ,..., )K      и ( )F   – заданная функция, опи-

сывающая распределение всех субъектов по степени воспринимаемого воздей-

ствия по качествам Qi ( 1;  i K ). В этом случае для группы субъектов со степе-

нью восприятия воздействия 1 2( , ,..., )K      в соотношении (3) необходимо 

положить, что 1,i ia a  , где 1,ia  – константа (не зависит от  ); 

в) для каждого качества Qi задан некоторый уровень  bi, на который  

ориентируются все субъекты; это выражается в том, что величина воздей-

ствия zi(t) в момент t на субъект с уровнем развития vi(t) равна 

2,( ) ( ( ))i i i iz t a b v t  , где 2,ia  – некоторая абсолютная константа, различаю-

щаяся в случаях bi > vi(t)  и  ( )i ib v t .  

Отметим, что уровень bi может находиться внутри области возможных 

значений качества Qi. В этом случае у субъектов с уровнем качества Qi боль-

шем, чем bi, при функционировании на основе принципа тяготения к 

уровню bi фактически происходит деградация качества Qi. В частности, ори-

ентация школьного образования на некоторый средний уровень, который 

легко доступен сильным ученикам, приводит к деградации многих из них, 

поскольку они теряют способности саморазвиваться и совершенствоваться. 

Отметим, что уровни {bi} являются управляющими параметрами модели, с 

помощью которых можно контролировать процесс развития качеств Qi  в рас-

сматриваемом коллективе субъектов. 
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Ставится задача нахождения функции ( , , )X u t   при условии, что из-

вестны ( )x  , i , ( )F  , 1,ia , 2,ia  и bi ( 1;  i K ). Предполагается, что 

(1,  1,...,  1) 1F  . Ниже предполагается, что (0) 0F  , т. е. на часть субъектов 

воздействие в течение короткого интервала времени может не оказывать ни-

какого влияния. 

Выведем уравнения для функции ( , , )X y t  . 

Положим 1, 2,

def

i i ia a a . При ( )i ib v t  константа ai описывает скорость 

возрастания возможностей субъекта по качеству Qi, а при ( )i ib v t , что вле-

чет 0a  , – скорость его деградации по качеству Qi. 

В момент  t t   субъекты с полными возможностями   имеют уровень 

развития ,y b  т. е. i iy b  для всех i (число таких субъектов равно  

( , , ))yd X y t t    в следующих случаях: 

1) либо в момент t эти субъекты имеют уровень развития  y  и за время  

t  приложенное воздействие не оказало на них никакого влияния (доля та-

ких субъектов равна F(0)). Число таких субъектов  (0) ( , , );yF d X y t   

2) либо в момент времени  t  эти субъекты были среди тех, воздействие 

на которых имеют КПД 0i   по качеству Qi (доля таких субъектов равна  

( ( ))d F  , эти субъекты имели уровень развития iv  по качеству Qi и за время 

t  достигли уровня развития iy . Ясно, что  iv  зависит от , ,i iy t  , т. е. 

( , , ) ( , , , ) ( )i i i i i i i iv v y t v y t t v t       . Число таких субъектов равно  

( ( , , ), , ) ( )yd X v y t t dF    , где  

1 1 1 2 2 2( , , ) ( ( , , ),   ( , , ),...,   ( , , ))K K Kv y t v y t v y t v y t         . 

Из вышесказанного, суммируя по возможным значениям 0i   ( 1;  i K ), 

получаем соотношение 

( , , ) (0) ( , , )y yd X y t t F d X y t      

 

1 2

1 1 1

0 0 0

... ( ( , , ), , ) ( ),

K

yd X v y t t dF

        

        (5) 

причем в силу выражения (2) и условия (в) имеет место равенство 

 
1

( , , ) ( )( ( , , ))( ( , , )) ( )
K

i i i i i i ij j i i
j

y v y t a r v t v y t b v y t t o t


               . (6) 

Из выражения (5), интегрируя по iy  от 0 до ( )i iz b  ( 1;i K ), получаем 

0

( , , ) ( , , )
lim
t

X z t t X z t

t 

    



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1 2

1 1 1

0
0 0 0

1
lim ... ( ( , , ), , ) ( ) (1 (0) ( , , )

K
t

X v y t t dF F X z t
t 

        

 
 

         
   

    

 

1 2

1 1 1

0
0 0 0

( ( , , ), , ) ( , , )
lim ... ( )

K
t

X v z t t X z t
dF

t 
        

    
 


   . (7) 

Из равенства (6) имеем 
0

lim ( , , )i i i
t

v z t z
 

     и  

0 1

( , , )
lim ( )( ( , , ))( ( , , ))

K
i i i i

i i ij j i i
t j

z v z t
a r v t v y t b v y t

t  

  
        


 .  

Отсюда выводим 

1 2 1 2 1 2 1 1

0

( , ,..., , , ,..., , , ) ( , ,..., , , ,..., , , )
lim i i i K i i i K

t

X v v v z z z t X v v v z z z t

t

   

 

  




1 2 1 2 1 2 1 1

0

0

( , ,..., , , ,..., , , ) ( , ,..., , , ,..., , , )
lim

( , , )

( , , ), , )
lim

i i i K i i i K

t
i i i i

i i i

t

X v v v z z z t X v v v z z z t

v z t z

v x t t z

t

   

 

 

  
 

  

   
 



 

 
1

( , , )
( )( ( , , ))( ( , , ))

K

i i ij j i i
ji

X z t
a r v t v y t b v y t

z 

  
          
   

 . (8) 

На основе представления 

1 2 1 2 1 2 1 1
2

( ( , , ), , ) ( , , )

( , ,..., , , ,..., , , ) ( , ,..., , , ,..., , , )
K

i i i K i i i K
i

X v z t t X z t

X v v v z z z t X v v v z z z t   


     

   
 

и соотношения (8) получаем 

0

2 1

( ( , , ), , ) ( , , )
lim

( , , )
( )( ( , , ))( ( , , ))

t

K K

i i ij j i i i i
i ji

X v x t t X z t

t

X z t
a r v t v y t b v y t

z

 

 

    




  
          
   

 

 

Подставив последнее соотношение в (7), окончательно получаем 

1 2

1 1 1

2 10 0 0

( , , )

( , , )
... ( )( ) ( )

K

K K

i i ij j i i i i
i ji

X z t

t

X z t
a r z z b z dF

z         

 




  
       
   

   
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или 

 
2 1

( , , ) ( , , )
( )( ) 0

K K

i i ij j i i i i
i ji

X z t X z t
a r z z b z

t z 

    
      
    

  , (9) 

где  
1

0

( )i idF     – средняя величина воздействия по качеству Qi. 

Просмотрев вывод (9), нетрудно убедиться в его справедливости и в 

случае, когда для некоторых i выполнено условие i i ib y   . 

Таким образом, решение уравнения в частных производных (9) при 

начальном условии (4) и граничном условии (0, , ) 0X t   для любого t > 0 

позволяет найти функцию ( , , )X z t  , где функции { ( )jv t } находятся как ре-

шения системы (3). Уравнение (9) относится к классу линейных дифференци-

альных уравнений с частными производными и может быть исследовано на 

основе разработанных в этом направлении методов [12, 16]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе получены базовые соотношения для распределения субъектов 

по уровню развития их различных способностей. Решение полученных соот-

ношений и анализ свойств полученных решений требует проведения даль-

нейших исследований. Также требуют анализа исходные предположения, 

функции и параметры ( )x  , i , i , 1,ia , 2,ia , на основе которых получены 

результирующие уравнения (3) и (9). Таким образом, для завершения постав-

ленной в работе задачи необходимо проведение дополнительных теоретиче-

ских и экспериментальных исследований.  

Решение поставленной в работе задачи открывает возможности для по-

становки оптимизационных задач, связанных с выбором оптимальных управ-

лений, обеспечивающих наибольший суммарный объем требуемых качеств в 

любом из возможных аспектов, в частности, на определенный момент време-

ни, по всей или определенной части совокупности субъектов, по суммарным 

характеристикам.  
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A formalized model of system development, based on the principle  

of gravitation to specific levels*
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The work is devoted to the mathematical formalization of the process of system function-

ing based on the principle of gravitation to specified levels with a fixed set of indicators. The 

system of school education focused on developing a given set of abilities and qualities is given 

as a basic example of such a system. Basic assumptions concerning the mechanism of for-

mation of a given quality in a subject are formulated and formalized Based on these assump-

tions a system of differential equations describing the level of development of a given set of 

qualities at an arbitrary time is derived. The number of subjects who attained a certain level of 
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development of a whole set of indicators is taken as he main characteristic of system develop-

ment. Initial and boundary conditions of this function and the conditions of gravitation of the 

subject in the development of each of the specified qualities with respect to some specified lev-

el are formulated. All required development levels are controlled system parameters. When all 

the assumptions are made, a partial differential equation is derived for the above function. The 

function describing the distribution of subjects with different levels of desired characteristics, 

the intensity of training subjects and an average intensity of perception of the educational influ-

ence of the subject are input system parameters. The solution of the resulting equations will 

solve the problem of choosing an optimal set of development levels on which the total level of 

development of all specified qualities in all subjects will be maximized. 

Keywords: principle of gravitation to the desired level, formal model, differential equa-

tion for the of system development level, impact on the subject, developed qualities and abili-

ties, controlled levels of development, characteristics of subject groups 
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