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Процедуры активной параметрической идентификации заключаются в сочетании тради-

ционных методов параметрического оценивания с методами планирования эксперимента. При 

заданной структуре математической модели процедура активной параметрической идентифи-

кации предполагает выполнение следующих этапов: вычисление  оценок неизвестных пара-

метров по измерительным данным, соответствующим некоторому плану эксперимента; синтез 

на основе полученных оценок оптимального плана эксперимента; пересчет оценок параметров 

по измерительным данным, соответствующим оптимальному плану. Применение идей и мето-

дов современной теории планирования эксперимента при построении математических моделей 

стохастических динамических систем способствует повышению эффективности и качества 

проводимых научных исследований. При этом центральное место в процедурах активной па-

раметрической идентификации занимает вычисление информационной матрицы Фишера, фи-

гурирующей в соответствующих критериях оптимальности плана. В данной работе проводится 

теоретический анализ выражения информационной матрицы Фишера для моделей гауссовских 

линейных дискретных и непрерывно-дискретных систем, в результате которого устанавлива-

ется, что при определенных параметризациях модельных структур (неизвестные параметры 

входят в различных комбинациях в ковариационные матрицы шума системы, шума измерения 

и вектора начальных условий) информационная матрицы Фишера, оставаясь постоянной, не 

зависит от входного сигнала и математического ожидания вектора начальных условий. Авторы 

приходят к важному для практики выводу о параметризациях моделей дискретных и непре-

рывно-дискретных систем, при которых планирование входных сигналов и начальных условий 

не позволяет повысить качество параметрического оценивания. В этом случае применение 

процедуры активной параметрической идентификации не дает положительного эффекта по 

сравнению с традиционным оцениванием неизвестных параметров. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящий момент эффективность и целесообразность планирования 

эксперимента при построении моделей динамических систем в пространстве 

состояний продемонстрирована во многих работах (см., например, [1–12]).  

Одно из центральных мест в теории планирования эксперимента занима-

ет информационная матрица Фишера (ИМФ), использующаяся при построе-

нии информационной матрицы всего плана и фигурирующая в алгоритмах 

численного построения оптимальных планов. 

В данной статье авторы проводят теоретический анализ формальных со-

отношений для ИМФ и приходят к важному для практики выводу о парамет-

ризациях моделей дискретных и непрерывно-дискретных систем, при кото-

рых планирование эксперимента не позволяет повысить качество параметри-

ческого оценивания.  

1. СТРУКТУРНО-ВЕРОЯТНОСТНОЕ ОПИСАНИЕ 

МОДЕЛЕЙ  

Будем рассматривать следующие модели идентифицируемых, управляе-

мых и наблюдаемых стохастических дискретных и непрерывно-дискретных 

систем. 

А. Гауссовская линейная дискретная модель 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kx t F t x t t u t t w t    ,   (1) 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ), 0,  1,...,  1,k k k ky t H t x t v t k N        (2) 

где ( )kx t  – вектор состояния; ( )ku t  – вектор управления (входа); ( )kw t  – 

вектор шума системы; 1( )ky t   – вектор измерения (выхода); 1( )kv t   – вектор 

шума измерения. 

Предположим следующее: 

 случайные векторы ( )kw t  и 1( )kv t   образуют стационарные белые 

гауссовские последовательности, для которых  

 ( ) 0kE w t  ,   ( ) ( )T
k i kiE w t w t Q   

 
 

( [ ]E  оператор математического ожидания, ki  – символ Кронекера), 

 ( ) 0kE v t  ,  1 1( ) ( )T
k i kiE v t v t R 

   
 

,   ( ) ( ) 0T
k iE v t w t  

 
, 

,  0,  1, ,  1;k i N   

 начальное состояние 0( )x t  имеет нормальное распределение с пара-

метрами 

 0 0( ) ( )E x t x t ,      0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

E x t x t x t x t P t    

и не коррелирует с ( )kw t  и 1( )kv t   
при любых значениях переменной k . 
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Б. Гауссовская линейная непрерывно-дискретная модель 

 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), [ ,  ]Nx t F t x t t u t t w t t t t    ,  (3) 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ), 0,  1,...,  1,k k k ky t H t x t v t k N        (4) 

где ( )x t  – вектор состояния; ( )u t  – вектор управления (входа); ( )w t
 
– вектор 

шума системы; 1( )ky l   – вектор измерения (выхода); 1( )kv l   – вектор шума 

измерения. 

Предположим следующее: 

 случайные векторы ( )w t  и 1( )kv l   являются стационарными белыми 

гауссовскими шумами, для которых  

 ( ) 0E w t  , ( ) ( ) ( )TE w t w Q t     
 

 

( ( )t    – дельта-функция Дирака), 

 1( ) 0kE v t   ,   1 1( ) ( )T
k i kiE v t v t R 

   
 

,   1( ) ( ) 0T
kE v t w

  
 

,  

, ,kt      0 ,  Nt t ,   , 0,1, , 1;k i N   

 начальное состояние 0( )x t  имеет нормальное распределение с пара-

метрами 

 0 0( ) ( )E x t x t ,      0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

E x t x t x t x t P t    

и не коррелирует с ( )w t  и 1( )kv t   
при любых значениях переменной  t  и  k. 

В моделях (1), (2) и (3), (4) матрицы Q, R и 0( )P t
 
могут зависеть от не-

известных параметров 1 2( ,  , ,  )s      . Проанализируем выражения 

для ИМФ при указанных параметризациях моделей. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВЫРАЖЕНИЙ ДЛЯ ИМФ  

Если планировать входные сигналы и начальные условия, то в соответ-

ствии с [13–15] элементы ИМФ, зависящие в данном случае от неизвестных 

параметров  , определяются равенством 

 
 2

0
0

ln ,  ( );  
,  ( );  , ,  1,  2,...,  ij

Y
i j

L U x t
U x t E i j s

  
     
   

, 

в котором усреднение берется по выборочному пространству и 

 0,  ( );  L U x t   – функция правдоподобия. 
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Как показано в работе [10], при наиболее общем характере вхождения не-

известных параметров для математической модели (1) и (2) при высказанных 

априорных предположениях элементы ИМФ могут быть представлены в виде 

      0 0,  ( );  ,  ( );  ,ij ij ijU x t W U x t V       (5) 

где (см. дополнительно работу [16]) 

 0,  ( );  ijW U x t    

1
11 1

0 1 1 0 1
0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

TN T T k k
A Ak k k

k j i

H t H t
Sp C x t x t C B t


 

  


   
  

    

  

1 1
0 1 1 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T T k
A Ak k j k k

i

H t
Sp C x t x t C H t B t 

   
 

  
 

 

11
1 1 0 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T k
A Ai k k k k

j

H t
Sp C x t x t C B t H t

   
 

  
  

 

 1
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

T T T
A Ai k k j k k kSp C x t x t C H t B t H t

    
 
  

 (6) 

1
11 1

0 1 0 1
0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

TN
T k k

ij A k k
k j i

H t H t
V Sp C t C B t


 

 


   
    

    

  

1 1
0 1 1 1

( )
( ) ( ) ( )T T k

A k j k k

i

H t
Sp C t C H t B t 

  

 
   

    

11
1 0 1 1

( )
( ) ( ) ( )T k

i A k k k

j

H t
Sp C t C B t H t

  

 
   
    

11
1 0 1 1

( )
( ) ( ) ( )T k

i A k k k

j

H t
Sp C t C B t H t

  

 
   
    

1
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T

i A k j k k kSp C t C H t B t H t
   

   
 

 

 

1
1 11 1

1 1
0

( ) ( )1
( ) ( ) .

2

N
k k

k k
k i j

B t B t
Sp B t B t


  

 


  
 
   

   (7) 
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Здесь 

,...,  ,  ,  ,...,  ;i

i

C O O I O O
 
 
 
 

 

 1

( )

( )

( ) ;
...

( )

k

k

A k

k

s

K t

K t

K t

K t

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

  (8) 

 
1

( )

( )

( ) ;
...

( )

k

k

A k

k

s

t

t

t

t

 
 

 
 
  
 
 
 
  

  (9) 

(

( (
( ) ( ( ) (

( (
( ) ( ( ) (

)

) )
) )

1 1
( )

) )
) )

k

k k
k k k k

k k
k k k k

A k

F t О О

F t H t
K t F t K t H t О

F t H t
K t О F t K t H t

F t

s s

 
 

 


 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

; 

(10) 

( ) ( ) ( )k k kK t F t K t ; 

 

1
0 0 0 0

1
0 0

0 01
1 1 1

1
0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ), 1,  2,...,  1,
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
( )

( ) ( )
( ) ( )

A k A k A k k
k

k

A k

k

s
s s

F t x t t u t k N
x t

F t x t t u t
x t

F t x t
x t F t

x t

x t
F t x t

x t F t









   
 

  

   

 
    
 
 
   

  
 

, 0.k





 
  
  
 
 
 
  

 (11)  
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1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( )                                                     1,  2,...,  1.

, 0.

T T
A k A k A k A k k A k

A k

F t t F t K t B t K t

t k N

О k



  


   
 


 

Матрицы 1( )kK t   и 1( )kB t   определяются по следующим рекуррентным 

уравнениям дискретного фильтра Калмана: 

   
1

1 1 1 1( ) | ( ) ( )T
k k k k kK t P t t H t B t


    ; 

 1 1 1 1( ) ( ) | ( )T
k k k k kB t H t P t t H t R     ; 

   1 | ( ) | ( ) ( ) ( )T T
k k k k k k k kP t t F t P t t F t t Q t    ; 

     1 1 1 1 1| ( ) ( ) | .k k k k k kP t t K t H t P t t        

Поскольку в нашем случае неизвестные параметры в матрицу 1( )kH t   

не входят, то выражение (6) существенно упрощается и приобретает вид 

 0,  ( );  ijW U x t    

 
1

1
1 1 1 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
N T T T

A Ai k k j k k k
k

Sp C x t x t C H t B t H t



    



 
 

  (12) 

Покажем теперь, что  0,  ( );  ijW U x t O  .  

В силу того, что параметры не входят также в матрицы ( ),  ( )k kF t t , 

выражения (9)–(11) можно переписать так: 

 

( )

( ) ;
...

k

A k

t

O
t

O

 
 
  
 
 
 

 (13) 

 

(

( ( ) (

( ( ) (

)

) )
( )

) )

k

k k k

k k k

A k

F t О О

O F t K t H t О

O О F t K t H t

F t






 
 
 
 
 
 

; (14) 

 

0 0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ), 1,  2,...,  1;

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0
, 0.

. . . . . . . . . . . . . . .

0

A k A k A k k

A k

F t x t t u t k N

F t x t t u t

x t
k



  


  
     
 
 

 (15) 
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Воспользовавшись методом математической индукции, установим, что 

вектор 1( )A kx t   имеет следующую структуру: 

 

1

1

( )

0
( ) .

0

k

A k

x t

x t





 
 
 
 
 
 

 (16) 

Действительно, для 0k   

0 0 0 0 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
( )

. . . . . . . . . . . . .

0 0

A

F t x t t u t x t

x t

   
   
    
   
   
   

.  

Предположим, что для 1k n   верно равенство 

( )

0
( ) .

0

n

A n

x t

x t

 
 
 
 
 
 

 

Тогда для k n  из (9)–(11) следует, что  

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )A n A n A n A n nx t F t x t t u t     

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

n n n n nF t x t t u t x t    
   
    
   
   
   

. 

Принимая во внимание соотношение (16) и особенность структуры мат-

риц iC , получаем 

1

1

( )

0
( ) ,..., , , ,..., ,

0

k

i A k

i

x t

C x t O O I O O O





 
  
   
  

   
 

 

 

что в соответствии с выражением (12) влечет за собой   0,  ( );  ijW U x t O   

и, следовательно,   0,  ( );  ( ), ,  1,  2,...,  ij ijU x t V i j s      .  
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Таким образом, показано, что ИМФ не зависит от входного сигнала и 

вектора начальных условий в случае, если неизвестные параметры содержат-

ся в матрицах Q, R и 0( )P t . 

Перейдем к анализу выражения ИМФ для гауссовских линейных непре-

рывно-дискретных моделей. Как установлено в [17], для математической мо-

дели (3) и (4) при наиболее общем характере вхождения неизвестных пара-

метров  с учетом сделанных априорных предположений элементы ИМФ мо-

гут быть также представлены в виде выражения (5). Такими же остаются вы-

ражения для  0,  ( );  ijW U x t   и ( )ijV 
 
(см., соответственно, формулы (6) и 

(7)), но 1( )A kx t   и 1( )A kt 
 
в этом случае вычисляются иначе [18]: 

1( )A kx t  
  

1

0

1

0

1 1

1 0 0 1

1 0 0 1
0 1 0 1

1 1 1 1

( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ),   если 1,  2,...,  1;

Ф( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ) ( )

Ф( ,  ) ( ) Ф( ,  ) ( )
( ) Ф( ,  ) ( ) ( ) Ф( ,  ) ( )

. . . . . . . .

A k k A k A k k k

t

t

t

t

t t x t t t u t k N

t t x t t u d

t t x t t
x t t t u t u d

    

      

      
         

      





1

0

1 0 0 1
0 1 0 1

;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ,  ) ( ) Ф( ,  ) ( )
( ) Ф( ,  ) ( ) ( ) Ф( ,  ) ( 0

           если 0.

t

ts s s s

Ф t t x t t
x t t t u t u d

k



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                 
      

 



    

(17) 

1( )A kt    

1 1 1 1( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ,  ) ( ) ( ,  ),

    1,  2,...,  1;

, 0;

T T
A k k A k A k k A k k k A k kt t t t t K t t B t K t t

k N

О k

   
   


  
 
  

1( ,  )A k kt t   

 

1

1
1 1

1 1

1
1 1

( ,  )

( ,  ) ( )
( ,  ) ( ,  )

( ,  ) ( )
( ,  ) ( ,  )

k k

k k k
k k A k k

k k k
k k A k k

s s

t t О О

t t H t
K t t t t О

t t H t
K t t О t t




 


 

 
 
 
  
  
 
 
  
  
   

;  (18) 
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1

1

1

1

1
1

1 1 1

1
1

( ,  ) ( ) ( )

( ,  ) ( )
( ) ( ) ( ,  ) ( )

( ,  )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ,  ) ( )
( ) ( ) ( ,  ) ( )

k

k

k

k

k

k

t

k

t

t
k

k
A k k t

t
k

k

t s s

t u d

t
u t u d

a t t

t
u t u d


















     

    
       

    

    
       

   







;


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (19) 

1

1

1
1

1

( ,  )

( ,  )

( ,  ) ;

( ,  )

k k

k k

A k k

k k

s

K t t

K t t

K t t

K t t









 
 
 
 


 
 
 
 
 

 

 

1 1( ,  ) ( ,  ) ( );k k k k kK t t t t K t 
     

1 1 1( ,  ) ( ,  ) ( ,  ) ( ).A k k k k k k kt t t t K t t H t      

Здесь матрицы  

 1 1( ,  ),  [ ,  ]k k kt t t     и 1
1

( ,  )
,  1,  2,...,  ,  [ ,  ]k

k k

i

t
i s t t


     

  

  

находятся из решения следующих систем уравнений: 

1
1 1

1 1

( ,  )
( ,  ) ( ),  [ ,  ];

( ,  ) ,

k
k k k

k k

d t
t F t t

d

t t I


 

 

 
    

 
 

 

1 1
1 1

1 1

( ,  ) ( ,  ) ( )
( ) ( ,  ) ,  [ ,  ];

( ,  )
.

k k
k k k

i i i

k k

i

t td F
F t t t

d

t t
O

 
 

 

       
       

     

 

 

 

Матрицы 1( )kK t   и 1( )kB t   определяются по следующим рекуррентным 

уравнениям непрерывно-дискретного фильтра Калмана: 

  1
1 1 1 1( ) | ( ) ( )T

k k k k kK t P t t H t B t
    ; 
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 1 1 1 1( ) ( ) | ( )T
k k k k kB t H t P t t H t R     ; 

     | ( ) | | ( ) ( ) ( )T T
k k k

d
P t t F t P t t P t t F t t Q t

dt
    ,  1k kt t t   ; 

     1 1 1 1 1| ( ) ( ) | .k k k k k kt t I K t H t P t t      
 

В силу того, что неизвестные параметры в матрицу 1( )kH t   не входят, 

то выражение для  0,  ( );  ijW U x t   также приводится к виду (12). 

Далее покажем, что  0,  ( );  ijW U x t O  . 

Поскольку параметры не входят также в матрицы ( )F t  (и, как следствие, 

в 1( ,  )k kt t ), ( )t  и вектор 0( )x t , то, в соответствии с (17)–(19) можем за-

писать 

 1( )A kx t 

1

0

1 1

1 0 0 1

( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ), 1,  2,...,  1;

( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ) ( )

,  0;0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0

A k k A k A k k k

t

t

t t x t a t t u t k N

t t x t t u d

k

    

 
        
 
   
 
 
  




 (20) 

 1( ,  )A k kt t

1

1

1

( ,  )

( ,  )

( ,  )

k k

A k k

A k k

t t О О

O t t О

O О t t







 
 


 
 
 

 

;  (21) 

 

1

1

1

( ,  ) ( ) ( )

( ,  ) .

. . . . . . . . . .

k

k

t

k

t

A k k

t u d

a t t O

O







 
      
 
 
 
 
 
  



 (22) 

Воспользовавшись методом математической индукции, установим спра-

ведливость представления (16). 
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Пусть в выражении (20) 0k  , тогда  

1

0

1 0 0 1 1

1

( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ) ( ) ( )

0
( ) 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0

t

t

A

t t x t t u d x t

x t

 
          
   
    
   
   
   
  



. 

Далее будем считать, что для 1k n   верно 

( )

0
( ) .

0

n

A n

x t

x t

 
 
 
 
 
 

 

Тогда для k n  из выражений (20)–(22) имеем 

1 1 1( ) ( ,  ) ( ) ( ,  ) ( )A n A n n A n A n n nx t t t x t a t t u t      

1

1 1 1( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ) ( ) ( )

0
0

. . . . . . . . . . 0
0

n

n

t

n n n n n
t

t t x t t u d x t


  

 
          
   
    
   
   
   
  



. 

Повторяя вышеприведенные рассуждения для моделей дискретных си-

стем, приходим к тому, что и в непрерывно-дискретном случае  

 0,  ( );  ijW U x t O   и  0,  ( );  ( ),  ,   1,  2,...,  ,ij ijU x t V i j s     
 
т. е. ИМФ 

не зависит от входного сигнала и вектора начальных условий при вхождении 

неизвестных параметров в  матрицы Q, R и 0( )P t . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Показано, что в задачах планирования эксперимента для дискретных и 

непрерывно-дискретных систем, описывающихся гауссовскими линейными 

моделями в пространстве состояний, информационная матрица Фишера оста-

ется постоянной при вхождении неизвестных параметров в ковариационные 

матрицы шумов системы, измерения и вектора начальных условий. В этом 

случае планирование входного сигнала и вектора начальных условий не спо-

собствует повышению качества параметрического оценивания и нецелесооб-

разно.  
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Procedures for active parametric identification are a combination of traditional methods 

of parametric estimation and experiment design methods. Given a certain structure of the math-

ematical model active parametric identification involves the following stages: the calculation of 

the unknown parameter estimates based on measurement data corresponding to an experiment 

plan based on the estimates of an optimal experiment and conversion of parameter estimates 

based on measurement data corresponding to an optimal plan. The application of ideas and 

methods of the modern theory of experiment design in the construction of mathematical models 

of stochastic dynamical systems enhances the efficiency and quality of the research conducted. 

The calculation of the Fisher information matrix takes a central place in the procedures of ac-

tive parametric identification. The Fisher information matrix appears in the relevant optimality 

criteria of the plan. This work provides a theoretical analysis of the Fisher information matrix 

expression for Gaussian models of linear discrete and continuous-discrete systems. It is stated 

that with certain parameterizations of model structures the Fisher information matrix remains 

constant and the unknown parameters in various combinations are included in the covariance 

matrix of a system noise, noise measurements and the vector of initial conditions. Thus, being 

constant the Fisher information matrix does not depend on the input signal and the mathemati-

cal expectation of the vector of initial conditions. The authors come to a practical conclusion 

about parameterizations of discrete models and continuous-discrete systems in which the 

scheduling of input signals and initial conditions does not allow improving the quality of para-

metric estimation. In this case, the use of active parametric identification procedure does not 

provide a positive effect compared to the conventional estimation of the unknown parameters. 

Keywords: discrete system, continuous-discrete system, process noise, measurement 

noise, unknown parameters, Fisher information matrix, experiment design, Kalman filter 
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