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В работе разработана аналитическая модель источника информации IP-телефонии, пред-
ставляющая собой случайный процесс восстановления, порожденный чередованием ON/OFF 
периодов. В условиях наложенного ограничения о том, что длительность ON/OFF периодов 
является непрерывной случайной величиной, имеющей экспоненциальное распределение, бы-
ло найдено аналитическое решение системы уравнений Колмогорова–Чепмена, описывающей 
случайный процесс изменения числа начал и окончаний сеансов связи (пачек пакетов) во вре-
мени. В аналитическом виде был найден закон распределения числа сеансов связи (пачек паке-
тов) как функция от времени и интенсивностей ON/OFF периодов. Данный случайный процесс 
был классифицирован как поток Пальма с ограниченным последействием. В ходе исследова-
ния было выявлено, что если одна из интенсивностей ON/OFF периодов стремится к беско-
нечности, то данный случайный процесс вырождается в простейший поток, а в случае равен-
ства соответствующих интенсивностей – в поток Эрланга первого порядка. Полученная в ра-
боте производящая функция для данного случайного процесса позволила определить и иссле-
довать первые четыре начальных и центральных момента потока Пальма с ограниченным по-
следействием. Было выявлено, что данный поток Пальма является «менее случайным» и «ме-
нее скошенным» по сравнению с простейшим потоком, а как следствие, более комфортным с 
точки зрения обслуживающей системы. Основным результатом исследования являются ориги-
нальный закон распределения, производящая функция и числовые характеристики потока 
Пальма с ограниченным последействием, частным случаем которого являются простейший 
поток и поток Эрланга первого порядка. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время для формального описания сетей связи (СС) с ком-
мутацией пакетов (КП) находят широкое применение системы и сети массо-
вого обслуживания (СМО и СеМо) [1–3]. Модели СМО и СеМО являются 
достаточно универсальным математическим аппаратом, позволяющим осу-
ществлять выбор альтернативных вариантов, расчет и оптимизацию характе-
ристик СС с КП как на этапе их проектирования, так и на этапе их функцио-
нирования. При разработке математических моделей СМО и СеМО учиты-
ваются законы распределения потоков заявок и времени обслуживания, осо-
бенности построения систем обслуживания, способ и порядок обслуживания, 
порядок занятия свободных обслуживающих приборов и т. д. 

В условиях развития телекоммуникационных технологий существующие 
классические аналитические модели СМО и СеМО требуют усовершенство-
вания (доработки или модификации) в соответствии с реальными процесса-
ми, «протекающими» в современных СС с КП [4–12]. Неизменными остаются 
требования по оптимизации затрат на создание и эксплуатацию инфокомму-
никационной инфраструктуры в сочетании с сохранением ее высокой произ-
водительности и гарантированного качества обслуживания (QoS) пользовате-
лей. Эти факторы обусловливают необходимость повышения адекватности 
существующих моделей трафика данных и узлов коммутации, что в свою 
очередь определяет актуальность темы настоящего исследования. 

1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Объектом исследования является СС с КП, предоставляющая услугу пе-
реноса информации для такой телематической услуги, как IP-телефония. На 
рис. 1 представлен предмет исследования, а именно процесс генерирования 
пакетов IP источником информации. 
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Рис. 1. Процесс генерирования пакетов IP источником информации 

Источник информации генерирует пакеты IP с постоянной или перемен-

ной скоростью в течение периода on
it  (длительность сеанса связи или дли-

тельность пачки пакетов IP) и ничего не генерирует в течение периода off
it  

(длительность интервала времени между смежными сеансами связи или дли-
тельность интервала времени между смежными пачками пакетов IP). Иными 
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словами, это процесс восстановления, порожденный чередованием ON/OFF 
периодов. 

Ограничение. Длины активных и пассивных периодов есть независимые 
случайные величины (НСВ), имеющие следующие распределения 

    1 expoff off
i if t t    , (1) 

    2 expon on
i if t t    , (2) 

где 1( )offM t    – интенсивность пассивного периода; 
1( )onM t    – интенсивность активного периода; 

( )offM t  – математическое ожидание длительности пассивного периода; 

( )onM t  – математическое ожидание длительности активного периода. 

В ряде работ [4–12] НСВ on
it  и off

it  описываются с помощью распреде-

ления Парето. Такой подход связан с тем, что для приложений типа World 
Wide Web (WWW) характерно то, что распределение пользовательских за-
просов обладает чрезвычайной степенью флуктуаций в широком диапазоне 
временных масштабов [13]. В то же время известно, что в телефонных сетях 
связи длительности указанных периодов традиционно описываются экспо-
ненциальным распределением [2, 14–16], что позволяет и в данном исследо-
вании использовать экспоненциальное распределение для описания ON/OFF 
периодов источника информации IP-телефонии. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Описанный выше процесс перехода источника информации IP-телефо-
нии из активного в пассивное состояние и обратно предлагается описать в 
виде случайного процесса (СП), представленного на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Диаграмма интенсивностей переходов СП 

В каждый момент времени t  состояние СП описывается вектором слу-
чайных величин 0 1( ,  )k k , где 1k  – это число начал сеансов связи (число начал 

пачек пакетов IP), а 0k  – это число окончаний сеансов связи (число концов 
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пачек пакетов IP), где 0 0,k    и 1 0 0, 1k k k  . Введем также перемен-

ную k , соответствующую числу состоявшихся сеансов связи (числу сгенери-
рованных пачек пакетов IP) в момент времени t . 

Требуется найти законы распределения и числовые характеристики для 
вектора случайных величин 0 1( ,  )k k  и случайной величины k . 

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Введем следующее обозначение, описывающее вероятность того, что СП 
в момент времени t  находится в состоянии 0 1( ,  )k k : 

  0 1, 0 1( ) ( ) ( ,  )k kP t P X t k k  . (3) 

В свою очередь, вероятность перехода СП из состояния 0 1( ,  )k k  в состо-

яние  0 1,  k k   в промежутке времени ( ,  )t t t   обозначим как 

  0 1 0 1, ; , 0 1 0 1( ) ( ) ,  ( ) ( ,  )k k k kP t P X t t k k X t k k           . (4) 

Следовательно, соответствующая диаграмме интенсивностей переходов 
(см. рис. 2) система уравнений Колмогорова–Чепмена будет иметь вид 

 

0,0 0,0 0,0; 0,0

0,1 0,1 0,1; 0,1 0,0 0,0; 0,1

1,1 1,1 1,1;1,1 0,1 0,1;1,1

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );
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P t t P t P t P t P t o t

P t t P t P t P t P t o t
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

         


         



 (5) 

где ( )o t  – это величина более высокого порядка малости по отношению  

к t . 
Кроме того, будем учитывать, что в момент времени t  все возможные 

состояния СП должны удовлетворять нормирующему условию 

 
0

0 1
0 1 0

1

,
0

( ) 1
k

k k
k k k

P t


 
  . (6) 

Представим систему уравнений (5) в следующем виде 
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,

P t t P t P t t o t

P t t P t P t t P t t o t

P t t P t P t t P t t o t

        
            
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 (7) 
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Поделив левую и правую части уравнений (7) на t , перейдем к их пре-

делу при t  , при этом будем учитывать, что 
( )

lim 0
t

o t

t 





, в результа-

те получим 

 

0,0
0,0

0,1
0,1 0,0

1,1
1,1 0,1

( )
( ) ( );

( )
( ) ( ) ( ) ;

( )
( ) ( ) ( ) ;

dP t
P t

dt
dP t

P t P t
dt

dP t
P t P t

dt


  




    


     



 (8) 

Обозначим преобразование Лапласа функции 
0 1, ( )k kP t  как 

 
0 1 0 1, ,

0

( ) ( )exp ( ) .k k k kP s P t s t dt


    (9) 

Поскольку 

 
0 1 0 1, ,( ) ( )k k k kP t P s , (10) 

 0 1
0 1

,
,

( )
( )

k k
k k

dP t
s P s

dt
  , (11) 

 
0 1

0 1
,

0 1

1, если 0 0;
(0)

0, если ( 0 0),k k
k k

P
k k

  
     

 (12) 

умножим левую и правую части уравнений системы (8) на exp ( )s t  и про-

интегрируем полученное выражение от 0  до  . В результате получим 
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( ) ( ) ( ) 1;
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 

  
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

 (13) 
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Преобразуем систему уравнений (13): 

 

0 1

0 1 0 1
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( ) ;
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 (14) 

Разложим каждое уравнение системы (14) на элементарные дроби отно-
сительно переменной s : 
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

1

1

1
0

1
0 10

1
;

1 ( )

k

k j j
j

k

k k j s


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
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

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



 (15) 

где 

 
!

!( )!

k n

n k n k

 
   

. (16) 

Воспользовавшись тем, что [17] 
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, (17) 



Л.И. ПОДРЯБИНКИН, И.А. САИТОВ и др. 80

и с учетом того, что 

 
0, если 0;

( )
1, если 0,

t
t

t


   

 (18) 

представим систему уравнений (15) во временной области для случая, когда 
0t  , в следующем виде: 
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
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Окончательное выражение для расчета вероятности того, что СП в мо-
мент времени t  находится в состоянии 0 1( ,  )k k , можно записать в следую-
щем виде: 
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


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
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



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 (20)* 

где 0 0,k   ; 1 0 0, 1k k k  ; 0t  . 
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Введем следующее выражение, описывающее вероятность того, что в 
момент времени t  было передано k  пачек пакетов IP: 

  ( ) ( )kp t P Y t k  . (21) 

Учитывая выражение (20) и тот факт, что 

     ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , 1)P Y t k P X t k k P X t k k      , 

можно получить следующий результат: 

, , 1( ) ( ) ( )k k k k kp t P t P t    

 

0

exp ( ) exp ( )
, если 0 ;

11 (( ) )
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( ( ) ) ( 1) exp ( ) ( ( ) )exp ( ) ,

если ( 0) ,

k jk

j

j

t t
k

k t

k jk j

k j t k j t

k





        



                         

                


  

 (22) 

где 0,k   ; 0t  . 
На рис. 3 представлен ряд распределения случайной величины, рассчи-

танный согласно выражению (22) при 2  , 5  , 10t  , 0, 23k  , а также 
ряд распределения случайной величины, рассчитанный согласно распределе-
нию Пуассона [17]: 

 
( )

( ) exp ( )
!

k

k
t

p t t
k

    (23) 

при 1 1 1( ) 10 7       , 10t  , 0, 23k  . 
Анализ выражения (22) и графиков, представленных на рис. 3, позволяет 

сделать вывод о том, что исследуемый СП описывает поток Пальма с ограни-
ченным последействием, которое проявляется в том, что его ряд распределе-
ния является более сгруппированным возле математического ожидания по 
сравнению с простейшим потоком. 

Для нахождения начальных и центральных моментов исследуемого по-
тока Пальма целесообразно воспользоваться методом производящих функ-
ций. 
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Рис. 3. Графики законов распределения (22) и (23) 

Обозначим производящую функцию (z-преобразование) функции ( )kp t  
как 
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, (26) 
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можно представить производящую функцию (z-преобразование) функции 
( )kp t  в следующем виде: 

2

2

( ) 4 2
( ,  ) exp

( ) 4

t z z
F z t

z

                   
         
 

 

2

2 2

( ) 4 2

( ) 4 ( ) 4

z z

z z

          
 
                 
  

 



Л.И. ПОДРЯБИНКИН, И.А. САИТОВ и др. 84

2

2

( ) 4 2
exp

( ) 4

t z z

z

                   
         
 

 

 
2

2 2

( ) 4 2

( ) 4 ( ) 4

z z

z z

         

                 
  

. (29)* 

Принимая во внимание, что (см. [17]) 
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можно найти первые четыре начальных момента для ряда распределения (22) 
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Зная первые четыре начальных момента, далее целесообразно найти 
первые четыре центральных момента распределения (22), воспользовавшись 
следующими выражениями [18] 
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Для определения «степени случайности» распределения (22) можно 
применить коэффициент вариации [188] 
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k
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. (39) 

Для определения «степени скошенности» распределения (22) необходи-
мо использовать коэффициент асимметрии [18] 
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В свою очередь, для определения «степени островершинности или сте-
пени плосковершинности» распределения (22) следует воспользоваться ко-
эффициентом эксцесса [18] 
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При 2  , 5  , 10t   рассмотренные выше числовые характеристики 
для исследуемого СП принимают следующие значения: 

1[ ] 14,082k  ; 2[ ] 206,751k  ; 3[ ] 3153,609k  ; 4[ ] 49824,501k  ; 

2[ ] 8,459k  ; 3[ ] 3,980k  ; 4[ ] 216,378k  ; 

[ ] 0,207v k  ; [ ] 0,162Sk k  ; [ ] 0,024Ex k  . 

Анализ представленных числовых характеристик позволяет сделать сле-
дующие выводы: 

 математическое ожидание, дисперсия и коэффициент вариации у ис-
следуемого потока Пальма меньше, чем у простейшего потока с интенсивно-
стью 10 7   ( 1[ ] 14,286k  ; 2[ ] 14,286k   и [ ] 0,265v k  ). Следовательно, 
поток с ограниченным последействием является «менее случайным» или, дру-
гими словами, более комфортным с точки зрения обслуживающей системы; 

 исследуемое распределение (22) имеет меньшую положительную 
асимметрию по сравнению с распределением (23) с интенсивностью 

10 7,   ( [ ] 0,265Sk k  ) другими словами, оно менее «скошенное»; 

 коэффициент эксцесса исследуемого распределения (22) является по-
ложительным. Следовательно, данное распределение островершинное, одна-
ко сравнивать данный параметр с коэффициентом эксцесса для распределе-
ния (23) затруднительно, поскольку оба распределения дискретны и не явля-
ются симметричными. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Предложенная в работе ON/OFF модель источника информации IP-те-
лефонии позволяет учесть ограниченное последействие на уровне сеансов 
связи или пачек пакетов IP. В ходе исследования были найдены закон рас-
пределения (22), производящая функция (29) и числовые характеристики 
(31)–(34) потока Пальма с ограниченным последействием, частным случаем 
которого является простейший поток (23). Дальнейшее развитие предлагае-
мой модели возможно в направлении разработки многоуровневой ON/OFF 
модели источника информации IP-телефонии. 
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In the paper an analytical model of the IP telephony information source representing a 
random process of recovery which is generated by the alternation of the ON/OFF periods is de-
veloped. Under conditions of the imposed restriction that the duration of ON/OFF periods is a 
continuous random variable having an exponential distribution, an analytical solution of the 
system of Kolmogorov-Chapman equations describing a random process of changing the num-
ber of beginnings and terminations of communication sessions (packs of packets) in time is 
found. A distribution law of the number of communication sessions (packs of packets) is found 
in an analytical form as a function of the time and intensities of ON/OFF periods. This random 
process is classified as a Palm flow with a limited aftereffect. The research has revealed that if 
one of the intensities of ON/OFF periods tends to infinity, this random process degenerates into 
the simplest flow and in the case of equality of the appropriate intensities it degenerates into the 
Erlang flow of the first order. The generating function obtained in the work for this random 
process allowed us to define and study the first four initial and central moments of the Palm 
flow with a limited aftereffect. It was revealed that this Palm flow was "less accidental" and 
"less slanted" in comparison with the simplest flow, and as a result more convenient for the 
servicing system. The main research results are an original distribution law, a generating func-
tion and numerical characteristics of the Palm flow with a limited aftereffect whose special cas-
es are the simplest flow and the Erlang flow of the first order. 
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