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Проводится численное моделирование построенного авторами ранее двухканального 
управления для трехмассовой конструкции с упругими связями, т. е. тройного матема-
тического маятника – объекта 6-го порядка. Поиск стабилизирующих настроек регуля-
тора осуществлялся с помощью техники полиномиальных матриц и задания устойчи-
вых полюсов замкнутой системы с последующим решением Диофантова уравнения; 
при этом авторы добивались разделения движений на группы «быстрых» и «медлен-
ных», астатизма и квазиавтономизации каналов. Моделирование переходных процессов 
не осуществлялось, и указанные свойства системы констатировались на основании ха-
рактеристик расположения полюсов. Параметры объекта были выбраны такими, чтобы 
нули и полюса объекта совпадали на мнимой оси; за счет этого передаточные матрицы 
объекта не обладали взаимной простотой, и стандартный процесс решения полиноми-
ального Диофантова уравнения приравниванием коэффициентов при одинаковых сте-
ренях оказывается невозможным из-за вырожденности гауссовой системы. Последнее 
может привести в вычислительной и технической практике к самовозбуждению не-
устойчивых мод. 
В настоящей работе проводится моделирование синтезированной системы в простран-
стве состояний. В проведенных численных экспериментах на вход системы, находя-
щейся в состоянии равновесия, подавалось ступенчатое задание раздельно по каналам. 
В результате подтвердились экспоненциальная устойчивость и астатизм замкнутой си-
стемы, а также наличие «быстрых» и «медленных» переходных процессов; при этом 
самовозбуждающихся неустойчивых мод не обнаружено. Одновременно со стабилиза-
цией координат происходит стабилизация управляющих воздействий, подчиняющаяся 
более сложному закону, выяснение которого требует дополнительных исследований. 
Переходные процессы для системы с регулятором пониженного порядка не рассматри-
вались. 

                                                           
 Статья получена 26 января 2016 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Синтез стабилизирующего управления для линейных объектов порядка 
выше четырех остается нетривиальной задачей теории регулирования. Даже 
тщательно разработанные методы синтеза многоканального управления для 
таких объектов [1] содержат значительное количество требований к описы-
вающим объект уравнениям или его матричной передаточной функции. 
Изучение различных аспектов применения ПИД-регуляторов представляет 
собой актуальную тему научных исследований и инженерных разработок 
даже в одноканальном случае [2]. При этом задачи построения многопара-
метрического управления пониженного порядка рассматриваются достаточ-
но редко.  

Авторы использовали различные подходы к управлению для возмущений 
в известной модели малых колебаний двойного [3] и тройного маятников, 
уравнения которых идентичны уравнениям двух- и трехмассовых конструк-
ций с упругими связями [4–7]. В частности, в работе [6] строится двухканаль-
ное управление для трехмассовой конструкции, числовые параметры которой 
приводят к совпадению нулей и полюсов объекта на мнимой оси. Решение 
задачи полиномиального синтеза для такой системы управления стандарными 
способами [1] оказывается невозможным из-за вырожденности возникающих 
числовых систем уравнений. Приемы, позволяющие обойти эти трудности, 
представлены в работах [6, 7]. 

Однако, как хорошо известно, теоретически удовлетворительное распо-
ложение полюсов замкнутой системы в подобных вырожденных случаях при-
водит к возникновению нарастающих возмущений как при численном моде-
лировании (за счет ошибок округлений, с какого-то момента продуцирующих 
неустойчивые моды), так и при создании реальных конструкций, где шумы 
или случайные возмущения могут вызывать колебания на некоторых часто-
тах, существенно выходящие за рамки приемлемых значений (рис. 1). 

Цель настоящей работы – иллюстрация результатов работ [6, 7] с помо-
щью численного моделирования переходных процессов в вычислительном 
комплексе Matlab, проверка устойчивости как контролируемых величин, так и 
управляющих воздействий (и астатизма первых), а также выявление возмож-
ности эффектов, подобных самовозбуждению колебаний на неустойчивых 
модах.  
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Рис. 1. Самовозбуждение колебаний синхронного генератора на кратных  

частотах в режиме, близком к предельному по напряжению 

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ ТРЕХМАССОВОЙ КОНСТРУКЦИИ  
С ДВУХКАНАЛЬНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ 

Трехмассовая конструкция (рис. 2) описывается уравнениями, совпадаю-
щими с уравнениями колебаний тройного математического маятника: 

m1s
2y1 + d1sy1 + (k1 + k2)y1 – k2y2 = u1 ; 

– k2y1 + m2s
2y2 + d2sy2 + (k2 + k3)y2 – k3y3 = u2 ; 

– k3y2 + m3s
2y3 + d3sy3 + k3y3 = u3  0 . 
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При построении двухканального управления пе-
ременную  y3  можно исключить; параметры объекта в 
[5] полагались следующими: 1 1,m   2 1,m   3 1,m   

1 2,k   2 2,k   3 4,k   потери (демпфирование) счита-

лись пренебрежимо малыми: d1, 2, 3  0. Матричное 
уравнение САУ получалось следующим: 
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Очевидно, что матричные «числитель» и «знаме-
натель» имеют совпадающие корни 2z i  .  

Решалась задачи синтеза управления с двумя 
группами полюсов 1;  5k lz z     и дополнительны-

ми условиями астатизма замкнутой системы и квази-
автономизации каналов (т. е. диагональности матрицы 
«знаменателя» системы): 
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В итоге были получены следующие матрицы числителя и знаменателя ре-
гулятора соответственно: 
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Рис. 2. Трехмассовая 
конструкция с двух-
канальным управле-

нием 
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2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ  
В ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЕ 

Для моделирования переходных процессов в комплексе Matlab (Simulink) 
была сформирована схема замещения (рис. 3).  

 
Рис. 3. Схема замещения замкнутой системы 
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В качестве возмущения для системы, находящейся в состоянии равнове-
сия, предлагалось два задания: 1 21,  0v v   и 1 20,  1v v  .  

 

 
Рис. 4. Свободные колебания верхнего (светлый график) и центрального  

(темный график) тел при задании  1 21,  0v v   

Возникающие в разомкнутой системе незатухающие колебания суммиру-
ют свободные гармоники тройного маятника (рис. 4 и 5). 

 

 

Рис. 5. Свободные колебания верхнего (светлый график) и центрального  
 (темный график) тел при задании  1 20,  1v v   

При замыкании системы регулятором, передаточные матрицы которого 
приведены в конце п. 1, переходные процессы в системе становятся асимпто-
тически устойчивыми (рис. 6 и 7).  
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Рис. 6. Стабилизация колебаний верхнего (светлый график) и централь- 

ного (темный график) тел при задании  1 21,  0v v   

 

 
Рис. 7. Стабилизация колебаний верхнего (светлый график) и централь- 

ного (темный график) тел при задании  1 20,  1v v   

Так же стабилизируются и  управляющие воздействия на тех значениях, 
которые обеспечивают «смещённое» состояние равновесия системы (рис. 8). 
Однако, как видно из графика, в поведении второго канала возникают 
«всплески», по-видимому, вызванные влиянием колебаний нижнего тела. 
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Рис. 8. Стабилизация управляющих воздействий  u1, 2  при задании  

1 20,  1v v   

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Подавление возмущений в замкнутой системе, вызванное «ступенчаты-
ми» заданиями на одном из каналов (т. е. отклонениями одной из контролиру-
емых координат от равновесного положения) не приводило в дальнейшем к ее 
раскачке (см. рис. 1). Приведенные на рис. 6 и 7 начальные этапы процесса 
впоследствии вели к астатической стабилизации обеих координат на заданных 
значениях; равно как и управляющих воздействий на тех значениях, которые 
обеспечивают «смещенное» состояние равновесия системы. Совпадение ну-
лей и полюсов на границе устойчивости, отмеченное в п. 1, на процессе чис-
ленного расчета не сказалось.   

Следует отметить, что найденные в работах [6, 7] двухканальные  регуля-
торы пониженного порядка свободны от этой проблемы: при оптимизации 
степени устойчивости (точнее, гурвицевой градуировки полюсов системы, 
[8]) достигаются устойчивые значения всех мод системы. Этот подход оправ-
дал себя для заведомо неустойчивого объекта [9].  

Наконец, наряду с астатизмом на рис. 6 и 7 прослеживается и двухтемпо-
вость системы: сравнительно быстрое угасание мод, соответствующих полю-
сам 5lz    при сохранении мод «медленных» полюсов. 
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We carry numerical simulation of DIDO control for the three-mass construction with elastic 
connections (triple mathematical pendulum, the object of the 6th order), which was designed 
earlier by the same authors. Stabilizing controller settings search was carried out by the tech-
nique of polynomial matrices and by stable setting of the closed-loop system poles with the 
subsequent solvation of the matrix Diophantine equation. The authors sought time scaled tran-
sients, separated on the "fast" and "slow" modes, system astatism and  channel quasi autono-
mization. Simulation of transients previously was not performed and the system properties 
were stated on the basis of the specified pole position 
Plant parameters were chosen such that the plant zeros and poles coincide on the imaginary 
axis; so plant transfer matrices did not have a mutual simplicity and standard procedure of 
polynomial Diophantine equation solving by the coefficients at the same degrees equating is 
impossible because of the degeneracy of the Gaussian system. The latter may result practice to 
unstable modes self-excitation in computational and engineering practice. 
In the paper, we carry out system simulation in the state space. The numerical probes were 
performed applying stepwise assignment separately for the channels on the input of a system 
in equilibrium state. It result in exponential stability and confirmed astatism of closed loop 
system, "fast" and "slow" transient may be seen too, while self-excited unstable modes were 
not found. Simultaneously with stabilization of controlled coordinates there was obtained con-
trol action stabilization, providing more complex law (finding the latter requires further inves-
tigation). Transients for a system with low order regulator were not considered. 

Keywords: triple mathematical pendulum, polynomial design, DIDO control, mutual nonsim-
plicity of transfer matrices, time-scaled transients, astatism, nonstable modes, self-excitation 
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