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Метод наименьших квадратов широко используется при обработке большого объема 
информации, полученной в результате проведения, например, геодезических наблюде-
ний или технических измерений. При использовании рекуррентных методов идентифи-
кации необходима модель системы, которая работает в реальном масштабе времени. 
Вычисления при этом должны выполняться последовательно и таким образом, чтобы 
обработка текущего измерения завершалась до начала следующего измерения. По-
скольку последовательный способ вычислений  предоставляет текущее значение оценки 
неизвестного параметра после каждого наблюдения, то появляется возможность пре-
кратить наблюдения в том случае, если значение оцениваемого параметра практически 
перестает изменяться. Модели систем, работающие в реальном масштабе времени, поз-
воляют, например, выбрать подходящее входное воздействие на следующем шаге, 
предсказать следующие значения выходного сигнала, провести настройку параметров 
объекта. Таким образом, рекуррентные методы позволяют обрабатывать входные дан-
ные до тех пор, пока не будет достигнута соответствующая точность модели. В данной 
работе рассматривается рекуррентный метод наименьших квадратов. Понимание спе-
цифики работы данного алгоритма может служить основой для его применения в прак-
тических приложениях. Выполнено моделирование объекта в среде Simulink. Демон-
стрируются графики входного и выходного сигналов. Отметим, что выбор входного 
воздействия оказывает заметное влияние на работу алгоритма. Приводятся результаты 
оценивания параметра для случая, когда на объект не воздействуют шумы, а также для 
случая, когда объект находится под действием шумов. Обсуждаются начальные усло-
вия, необходимые для корректной работы рекуррентного метода наименьших квадра-
тов.  
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А.А. Воевода, Г.В. Трошина 34

Ключевые слова: математическая модель, идентификация, моделирование, белый 
шум, входной сигнал, оценивание параметров, рекуррентный метод наименьших квад-
ратов 

DOI: 10.17212/2307-6879-2016-3-33-48 

ВВЕДЕНИЕ 

Работы [1–22] посвящены вопросам идентификации, которые являются 
наиболее существенными для практического использования. Идентификация 
подразумевает выбор пользователем некоторых переменных и параметров, 
которые могут быть оценены как в реальном масштабе времени, так и по 
накопленным данным. Далее рассматривается рекуррентный метод наимень-
ших квадратов для оценивания параметров статических объектов. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

Модель системы имеет вид 

x y v   , 

где x  – входной сигнал объекта;   – оцениваемый параметр объекта;  
y  – выходной сигнал объекта (без шума); v  – гауссовский шум на выходе 

объекта. 
Предполагается, что проведено N  измерений входного сигнала x  и вы-

ходного y . Результаты i -го измерения обозначим через ix , iy . Как известно, 

метод наименьших квадратов базируется на вычислении квадратичного от-
клонения 
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то оценка наименьших квадратов имеет следующий вид [2]: 

  1
ˆ

N N N N NX X X Y
   . 

Здесь ˆ
N  – это оценка неизвестного параметра   по N  измерениям. Форму-

лы рекуррентного метода наименьших квадратов приведены ниже [8]:  
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где 1NK   – коэффициент усиления; 1NP   – оценка дисперсии ошибки оцени-

вания. 
Первая формула позволяет уточнять шаг за шагом оценку параметра  . 

Следует заметить, что в рекуррентных вычислениях необходимо обратить 
внимание на задание начальных условий 0 , 0K , 0P , которое влияет на ско-

рость сходимости итерационного процесса. Часто задают нулевые начальные 
условия. Особое внимание следует обратить на 0P , так как при  

0P  = 0 получить оценку ˆ
N  невозможно.  

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ В СРЕДЕ SIMULINK    

Для моделирования процесса итерационного вычисления параметров ста-
тического объекта необходимо создать следующие блоки: генератор входного 
сигнала Input_X, объект Object, шум Noise _v, блок моделирования уравнений 
(1)–(3) Rekur_MNK (рис. 1). 
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Рис. 1. Модель процесса итерационного вычисления оцениваемого параметра 

Блок рекуррентных вычислений Rekur_MNK по уравнениям (1)–(3) в сре-
де Simulink приведен на рис. 2, а блоки вычисления по уравнениям (1)–(3), 
соответственно, на рис. 3–5.  

 
 

 

Рис. 2. Моделирование процесса вычислений по уравнениям (1)–(3) 
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Рис. 3. Моделирование процесса вычислений по уравнению (1) 

 

 
Рис. 4. Моделирование процесса вычислений по уравнению (2) 

 

 
Рис. 5. Моделирование процесса вычислений по уравнению (3) 
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕССА ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ОЦЕНИВАЕМОГО ПАРАМЕТРА    

На рис. 6–10 приведены результаты моделирования для объекта без шума 
процесса v . В качестве входного сигнала выбран сигнал типа меандра с ам-
плитудой, равной единице (рис. 7), где ix  – номер отсчета (эксперимента). 

  

 
Рис. 6. Оценка параметра   без шума 

 

 
Рис. 7. Входной сигнал без шума 
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Рис. 8. Выход объекта без шума 

 
Рис. 9. Параметр K без шума 
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Рис. 10. Параметр Р без шума 

На рис. 11–14 приведены результаты моделирования для объекта при 
наличии шума процесса.  

 

 
Рис. 11. Оценка с шумом 
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Рис. 12. Выход объекта при наличии шума 

 

 
Рис. 13. Параметр K при наличии шума 
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Рис. 14. Параметр P при наличии шума 

Таким образом, продемонстрирована работоспособность рекуррентного 
алгоритма оценивания статических параметров. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе описана методика оценивания параметров статических 
объектов, что проверено в среде Simulink пакета MatLab. В дальнейшем это 
можно распространить на более сложные объекты.   
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The parameters estimation of the linear static objects with use  
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The least-squares method is widely used when processing of the information large volume ob-
tained as a result of carrying out, for example, geodetic observations or technical measure-
ments. The model of system which works in real time is necessary when the identification re-
cursive methods are used. Calculations at the same time have to be carried out consistently 
and so that processing of the current measurement came to the end prior to the following 
measurement. As the consecutive way of calculations provides the current value of the un-
known parameter estimation after each observation, there is an opportunity to stop observa-
tions in case the value of the estimated parameter practically ceases to change. The system 
models working in real time allow to choose, for example, the suitable input signal on the fol-
lowing step, to predict the following values of an output signal, to carry out control of the ob-
ject parameters. Thus, recursive methods allow to process input data until the corresponding 
accuracy of model is reached. In this work the recursive least-squares method is considered. 
The work specifics understanding of this algorithm can form a basis for its application in prac-
tical applications. The object construction is executed in the Simulink environment. Schedules 
of input and output signals are shown. Let's note that the input signal choice exerts noticeable 
impact on an algorithm work. The parameter estimation results for a case when an object isn't 
under noise, and also for a case when an object is under the noise are given. The initial condi-
tions necessary for the correct work of the recursive least-squares method are discussed.  

Keywords: mathematical model, identification, modeling, white noise, signal, parameters es-
timation, recursive least-squares method  
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