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В статье рассматривается пример решения задачи сложения чисел в двоичном пред-
ставлении при помощи нейросети. Рассматриваемая задача является задачей классифи-
кации. Она решается при помощи многослойного персептрона. Задача классификации 
имеет множество объектов (ситуаций), разделенных некоторым образом на классы. За-
дано конечное множество объектов, для которых известно, к каким классам они отно-
сятся. Это множество называется обучающей выборкой. Классовая принадлежность 
остальных объектов не известна. Требуется построить алгоритм, способный классифи-
цировать произвольный объект из исходного множества. Искусственная нейронная 
сеть – это математическая модель в совокупности с программной или машинной реали-
зацией, построенная подобно биологическим нейронным сетям и сетям нервных клеток 
биологических живых организмов. Нейронные сети не могут быть «запрограммирова-
ны» в общепринятом понимании этого слова, но они способны обучаться. Возможность 
обучения – важнейшее преимущество нейронных сетей перед классическими алгорит-
мами. Обучение нейросети – это процесс, заключающийся в поиске необходимых ко-
эффициентов связей между нейронами. При обучении нейронной сети используются 
методы оптимизации. В данном случае целью оптимизации будет минимизация ошиб-
ки. Метод наименьших квадратов – математический метод, применяемый для решения 
различных задач, основанный на минимизации суммы квадратов отклонений некоторых 
функций от искомых переменных. МНК является одним из базовых методов регресси-
онного анализа для оценки неизвестных параметров регрессионных моделей по выбо-
рочным данным. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Все задачи, которые способны решать нейронные сети, связаны с обуче-
нием. Основные области применения нейронных сетей: прогнозирование, 
принятие решений, распознавание образов, анализ данных. 

Пару десятков лет назад скорость работы нейронных сетей была слишком 
медленной, для того чтобы они могли использоваться в производстве, и по-
этому подобные системы, как правило, использовались в проектах, связанных 
с компьютерным зрением, а в остальных областях применялись менее затрат-
ные алгоритмы машинного обучения. 

Сложным и длительным процессом разработки нейронной сети является 
обучение. Для того чтобы нейронная сеть могла корректно решать поставлен-
ные задачи, необходимо провести подготовку в виде анализа выборки боль-
шого количества входных данных с заранее известными правильными или 
неправильными ответами. Появление разнообразных технологий ускоренного 
обучения дало толчок к распространению нейронных сетей. 

Для обучения нами будет использоваться алгоритм нахождения локально-
го экстремума функции с помощью движения вдоль градиента, относящийся к 
локальной оптимизации. Это метод градиентного спуска. Метод градиентного 
спуска наиболее простой в реализации из всех методов локальной оптимиза-
ции. Имеет довольно слабые условия сходимости, но зато обладает сложно-
стью сходимости О(n), что очень важно для вычислительных машин. На ме-
тоде градиентного спуска базируется метод обратного распространения 
ошибки. Этот метод обучения многослойного персептрона предполагает два 
прохода по всем слоям сети: прямой и обратный. В случае прямого прохода 
вектор входных данных поступает на входной слой нейронной сети, а затем 
передается по сети по каждому слою. В итоге создается набор выходных им-
пульсов, являющийся реакцией на входные импульсы. Прямой проход не за-
трагивает синаптические веса сети, т. е. они являются константными. А об-
ратный проход, напротив, изменяет синаптические веса согласно правилу 
коррекции ошибок: полученные результаты сети вычитаются из ожидаемых, в 
результате генерируется ошибка. Затем ошибка распространяется по сети в 
обратном направлении синаптических связей. Синаптические веса подбира-
ются с целью максимального приближения выходного сигнала сети к ожида-
емому. 
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Основной проблемой реализации функции на основе нейронов является 
подбор такой нелинейности, которая подходит под заданный критерий точно-
сти (например, при заявленной ошибке в 20 %; далее будет использоваться 
абсолютное значение 0,2). 

1. ОПИСАНИЕ 

Нейронные сети используются в решении различных задач [1–4, 12, 13].  
В данной работе будет решаться задача классификации. 

В процессе решения задач классификации с помощью многослойного 
персептрона возникает ряд классических проблем [5]. Это происходит из-за 
неоднозначности выбора параметров системы. Для решения этих проблем 
существуют разные подходы [4]. 

Далее мы будем рассматривать сложение чисел с помощью многослойно-
го персептрона, выполняющего функцию сумматора. Для этого мы будем ра-
ботать с числами в бинарном представлении.  

Рассмотрим сумматоры для одно-, двух- и трехбитовых чисел и попробу-
ем вывести закономерность в построении топологии для возможности расши-
рения системы. 

Градиентный спуск 

Основная идея метода градиентного спуска [9–11] заключается в том, 
чтобы осуществлять оптимизацию в направлении наискорейшего спуска. 
Направление задается антиградиентом .f  

Алгоритм принимает на вход функцию от вектора действительных аргумен-

тов : nf R R . В результате работы алгоритма вычисляется точка оптимума. 

На каждом шаге алгоритма вычисляется значение, такое что 

1 ( )k k k kx x f x     , 

k  выбирается:  
 постоянной, в этом случае метод может расходиться; 
 дробным шагом, т. е. длина шага в процессе спуска делится на некое 

число; 

 наискорейшим спуском: [ ] [ ] [ ]arg min( ( ( )k k xf x f x     . 

Критерий останова выбирается одним из следующих способов: 

1) [ 1] [ ]|| ||  k kx x    ; 
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2) [ 1] [ ]|| ( ( )||  k kf x f x    . 

Здесь [ ]   k nx R  – значение, полученное после k-го шага оптимизации;   – 
наперед заданное положительное число. 

Метод обратного распространения ошибки 

Суть этого метода состоит в распространении сигналов ошибки [7, 8] от 
выходов сети к ее входам в направлении, обратном прямому распространению 
сигналов в обычном режиме работы. 

Алгоритм 
1. Инициализировать{wij}i,j малыми случайными значениями. 
2. Для всех d от 1 до m: 

а) подать d
ix  на вход сети и подсчитать выходы iO  каждого узла; 

б) для всех k выполнить ;k Outputs  

в) выполнить вычисления (1 )( ).k k k k ko o t o     

3. Повторить N раз действия п. 2. 
4. Для каждого уровня, начиная с предпоследнего: 

а) для каждого узла j уровня вычислить 

(1 ) , ( );k k k k jko o w k Children j      

б) для каждого ребра сети {i, j} вычислить 

, , ,i j i j j i jw w x  . 

5. Выдать значения ijw . 

Активационная функция 

В качестве активационной функции используется сигмоидальная (рис. 1): 

1
( ) ,   1

1 x
f x

e
  


. 
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Рис. 1. Логистическая функция (сигмоида) 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 На основе многослойного персептрона Розенблатта, использующего 
для обучения метод обратного распространения ошибки, реализовать сумма-
тор трехбитовых чисел в бинарном представлении. 

 Рассмотреть различные варианты решения данной задачи. 

3. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

Нейроны обучаемой сети используют сигмоидальную функцию актива-
ции. Обучение выполняется при помощи самописной программы на языке 
C++. Начальные условия задаются равномерным распределением из диапазо-
на {–0.1, 0.1}, непосредственно само обучение выполняется за 5000 эпох с 
использованием метода обратного распространения ошибки.  

Кроме того, рассматривался пример сложения двух чисел, представлен-
ных в бинарном виде тремя разрядами. 

Далее в статье будем руководствоваться обозначениями: 

0 1 –1n na a a a , где ia  – i-й бит первого числа; 

0 1 –1n nb b b b , где ib  – i-й бит второго числа. 

Однобитный сумматор 

Набор возможных комбинаций при сложении двух битовых чисел выгля-
дит следующим образом: 
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Операция суммирования может быть представлена через элементарные 
логические операции. 

Как видно из таблицы, первый бит можно получить из входных значений 
посредством операции «исключающее ИЛИ»: 

0 0 0 0( ) ( )XOR a b a b     . 

Второй бит можно получить из входных значений посредством операции 
«логическое И».  

Таблица истинности для однобитного сложения 

Первое  
слагаемое 

Второе  
слагаемое 

Сумма 

Десятичное 
представле-

ние 

Двоичное представление 

Первый бит Второй бит 

0 0 0 0 0 

0 1 1 0 1 

1 0 1 0 1 

1 1 2 1 0 

 
Операция «И» может быть выполнена на однослойном персептроне с 

двумя входами и одним выходом [1–3], однако операция «исключающее 
ИЛИ» является классической задачей, которая не может быть решена на од-
нослойном персептроне. Впрочем, она может быть решена на двухслойном 
персептроне [4]. Следовательно, нам потребуется сеть с одним скрытым сло-
ем, содержащим два нейрона. 

Расчет коэффициентов был произведен с использованием метода обратно-
го распространения ошибки программой, написанной на языке C++. 

Решение имеет неоднозначность, так как коэффициенты для решения этой 
задачи могут быть подобраны различным образом [3]. 
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Двухбитное сложение 

По аналогии с однобитовым сложением мы вывели формулы для каждого 
из битов при сложении трехбитовых чисел. 

Так же как и в примере с однобитовым сумматором (рис. 2), попытаемся 
спрогнозировать топологию двухбитового сумматора исходя из логических 
формул для каждого бита. 

 
Первый бит: 0 1 1 0 0 1 0 1( ) ( ) ( ).a a b a b a b b        

Второй бит: 0 1 0 1 0 1 0( ) ( )a a b b a a b        

0 0 1 0 1 0 1( ) ( )a b b a a b b          

0 0 0 0 0 1( ) ( ).a b b a b b         

Третий бит: 1 1 1 1( ) ( ).a b a b     

 

 

Рис. 2. Однобитный сумматор 

По логическим формулам первого бита спроектируем часть топологии 
(рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Топология для первого бита 
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Часть сети для первого бита имеет три нейрона в скрытом слое. Логиче-
ская формула для первого бита самая короткая. Очевидно, что сеть, спроекти-
рованная исходя из логических формул, будет избыточной. 

Поэтому эвристическим путем было выяснено, что наиболее стабильной 
сетью с разумным количеством нейронов является сеть с четырьмя нейронами 
в скрытом слое (рис. 4). 

 

 

Рис. 4. Двухбитный сумматор 

Трехбитное сложение 

Для трехбитного сумматора вывести логические формулы достаточно за-
труднительно, поэтому мы решили выполнить тестирование различных топо-
логий.  

Мы провели 100 экспериментов для каждой из рассмотренных топологий 
и вывели функцию ошибки по методу наименьших квадратов, а также разни-
цы между ожидаемым и полученным ответом. Сети обучалось 5000 эпох. 

2
, ,0 0 ( )

,
2*

exper iter
i j kk j

i

derror
error

exper
 

 
 

где derrors – вектор ошибок на выходном слое, exper – число экспериментов, 
iter – число итераций на каждой эпохе, ierror  – ошибка в  i-й эпохе (средняя 

по экспериментам). 
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Как можно заметить по графику (рис. 6), после 1000 epoch скорость 
уменьшения ошибки резко снижается, и на 5000 epoch нейросеть (рис. 5) не 
сходится, имея ошибку ~ 0,2. 

 

 

Рис. 5. Трехбитный сумматор. Четыре нейрона в скрытом слое 

 

 

Рис. 6. График ошибки, полученной по МНК, для нейросети  
с четырьмя нейронами в скрытом слое 
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По графику (рис. 8) видно, что сеть (рис. 7) с данной топологией имеет 
меньшую ошибку, однако имеет проблемы со сходимостью, как и предыду-
щая (рис. 5).  

 

 

Рис. 7. Трехбитный сумматор. Шесть нейронов в скрытом слое 

 
 

 

Рис. 8. График ошибки, полученной по МНК, для нейросети  
с шестью нейронами в скрытом слое 
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Рис. 9. Трехбитный сумматор. Десять нейронов в скрытом слое 

 

 

Рис. 10. График ошибки, полученной по МНК, для нейросети  
с десятью нейронами в скрытом слое. 

По графику (рис. 10) видно, что сеть (рис. 9) с данной топологией имеет 
сходимость на 1000 epoch. 

Аналогичные эксперименты были проведены на сетях, содержащих от 1 
до 12 нейронов скрытом слое. Было получено значение доли правильных от-
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ветов в зависимости от числа нейронов в скрытом слое. Результаты экспери-
ментов представлены на графике (рис. 11). 

 

 

Рис. 11. Зависимость успеха обучения от числа в скрытом слое 

Из графика (рис. 11) видно, что для реализации трехбитного сумматора на 
классическом многослойном персептроне необходимо использовать количе-
ство нейронов в скрытом слое 8 . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Было показано, что прогнозирование сети исходя из логических формул 
для каждого бита результата сложения является нетривиальной задачей. Если 
подходить непосредственно к реализации, то количество нейронов при проек-
тировании сети будет значительно больше, чем число нейронов, полученных 
при классическом способе обучения с помощью метода обратного распро-
странения ошибки и метода градиентного спуска. 

Для трехбитного сумматора были рассмотрены топологии многослойного 
персептрона с одним скрытым слоем и различным числом нейронов в нем.  
По результатам экспериментов сделан вывод о том, что минимальной надеж-
ной топологией является топология с восемью нейронами в скрытом слое. 
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The article considers an example of solving the problem of adding numbers in a binary repre-
sentation using a neural network. The problem under consideration is a classification problem. 
It is solved by means of a multilayer perceptron. The classification problem has many objects 
(situations), divided in some way into classes. A finite set of objects is defined for which it is 
known which classes they belong to. This set is called a training sample. The class affiliation 
of the remaining objects is not known. It is required to construct an algorithm capable of clas-
sifying an arbitrary object from the original set. An artificial neural network is a mathematical 
model in conjunction with a software or machine implementation, built like biological neural 
networks, nerve cell networks of biological living organisms.Neural networks can not be 
"programmed" in the conventional sense of the word, but they are able to train. The possibility 
of training the most important advantage of neural networks over the "classical" algorithms. 
Training a neural network is a process that involves finding the necessary coefficients of con-
nections between neurons.When training a neural network, optimization methods are used. In 
this case, the optimization goal will be to minimize the error. The method of least squares is a 
mathematical method used to solve various problems, based on minimizing the sum of squares 
of deviations of certain functions from the unknown variables. OLS is one of the basic meth-
ods of regression analysis for estimating unknown parameters of regression models from sam-
ple data. 
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