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Всё большее распространение приобретают полиномиальные методы синтеза регулято-
ров для систем автоматического управления с линейными объектами. Особую труд-
ность представляет синтез многоканальных регуляторов, что вызвано необходимостью 
использования матричного полиномиального исчисления. Однако при таком подходе в 
основном рассматриваются объекты с числом входов, равным числу выходов. Это свя-
зано с удобством решения системы линейных алгебраических уравнений при матрич-
ном полиномиальном исчислении.  
В настоящей работе рассматривается полиномиальный метод синтеза регуляторов для 
неквадратного объекта, т. е. такого, у которого число входных воздействий не равно 
числу выходных. Выбранная система содержит не только неквадратный объект, но и 
неквадратный регулятор. В качестве рассматриваемого примера взята линейная модель 
неустойчивого объекта, имеющая один канал по входному воздействию и два канала по 
выходному. Необходимо добиться определенных показателей качества выходной век-
торной величины, при этом управление осуществляется в обратной связи системы  
и суммируется с входным воздействием. Объект был представлен в виде левого поли-
номиального разложения, а регулятор – в виде правого.  

Ключевые слова: передаточная функция объекта, система управления, метод фактори-
зации, полиномиальный синтез, многоканальные регуляторы, матрица Сильвестра, не-
квадратный объект 
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ВВЕДЕНИЕ 

В современных условиях достаточно часто приходится иметь дело с тех-
ническими системами с неравным числом входов-выходов [1–5]. Такие объек-
ты управления могут быть выделены в отдельный класс неквадратных объек-
тов как частный случай многомерных многосвязных систем [6]. 

Рассматривается возможность синтеза регуляторов для модели неквад-
ратного объекта с двумя выходами и одним входом. Изучается возможность 
синтеза с использованием полиномиально-матричного описания (polynomial 
matrix fraction description – PMFD) для такого класса объектов [7–11]. 

В первом разделе статьи описывается выбранный неквадратный объект, 
демонстрируется его передаточная функция и осуществляется переход к мат-
ричному полиномиальному представлению. Во втором разделе применяется 
полиномиальный метод синтеза неквадратного регулятора. Третий раздел по-
священ имитации выбранного объекта в системе Matlab и проверке работо-
способности полученного регулятора [12]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим систему, содержащую один вход ( )v s  и два выхода: 

1 2( ) и ( )out s out s  (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Структурная схема системы автоматического управления  

«объект–регулятор» 
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Объект представлен двумя передаточными функциями: 1 ( ) 1/ ( 1)obw s s   – 

неустойчивое апериодическое звено, 2 ( ) 1/obw s s  – интегрирующее звено. 

На вход объекта поступает ошибка регулирования  

 ( ) ( ) ( )e s v s reg s  . (1) 

Тогда матричное описание объекта выглядит следующим образом: 

1

2

1
( ) 1

( )
1( )

( 1)

out s s
e s

out s
s s

 
         
  

. Учитывая ассоциативное свойство матриц, вынесем 

слева наименьшее общее кратное знаменателей за пределы матрицы: 

 1

2

( ) 1
( )

( ) 1( 1)

out s s
e s

out s s s

         
. (2) 

Пусть ( )s  – множество передаточных функций – дробей вида 

1
2

Polynom
Polynom , [ ]s  – множество полиномов. Матричная передаточная 

функция объекта представлена в виде левого взаимно-простого полиномиаль-

ного разложения 1( ) ( ) ( )obj l lW s d s N s , где «числитель» передаточной функ-

ции объекта 2 1( ) [ ]lN s s , ( )
1l
s

N s
    

, а «знаменатель» передаточной 

функции объекта ( ) [ ]ld s s , ( ) ( 1)ld s s s  . В матрично-полиномиальном 

представлении 

 1 0
1 0

( )
0 1lN s s N s N
            

,     2
2 1 0( ) ( 1)ld s s s d s d s d     . (3) 

Тогда уравнение (2) может быть представлено в виде 

 1 1

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) obj l l
out s

W s e s d s N s e s
out s

     
. (4) 

По выходу системы 2 ( )out s  потребуем астатизм и в целом устойчивость 

всей системы, в том числе по выходу 1( )out s . 
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2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА 

Из рис. 1 видно, что блок регулирования содержит два входа 

1 2( ) и ( )out s out s  и один выход ( )reg s . То есть блок регулирования, так же 

как и объект, неквадратный. Регуляторы представлены двумя передаточными 
функциями: 1 1( ) ( )regw s reg s  и 2 2( ) ( )regw s reg s . Предположим, что мат-

ричная передаточная функция регулятора выбрана в виде правого взаимно-
простого полиномиального разложения 

 1
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )reg reg reg r rW s W s W s X s y s    , (5) 

где 1 2( ),   ( ) ( )reg regW s W s s  – множество передаточных функций, 

1 2( ) [ ]rX s s ,  ( ) [ ]ry s s .  

Для удобства представления и в связи с тем, что ( )ry s  – скаляр, преобра-

зуем передаточную функцию регулятора к виду 1( ) ( ) ( )reg r rW s y s X s  на 

структурной схеме управления, приведенной на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Структурная схема управления 

На рис. 2 показана размерность числителя и знаменателя объекта и регу-
лятора: тонкой линией – скаляр, толстой линией – вектор. 

 



Пример полиномиального синтеза регулятора для неквадратного объекта… 11

В качестве регуляторов 1 2( ),  ( )reg s reg s  выбираем неправильные (non 

proper) пропорционально-дифференциальные (ПД) регуляторы [7]. Реализа-
ция в матричном и полиномиальном виде:    1 2 1 2( )rX s r r s k k    

1 0X s X  , 0( ) 1ry s y  . Передаточная функция регулятора приведена к 

виду правого полиномиального взаимно-простого разложения  

     1
1 2 1 2( ) ( ) ( )reg r rW s X s y s r r s k k   . (6) 

Тогда матричное описание взаимосвязи выходного значения регулятора ( )r s  

к его входному значению  1 2( ) ( ) Tout s out s  будет выглядеть следующим 

образом: 

     1 11
1 2 1 2

2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )r r
out s out s

reg s X s y s r r s k k
out s out s

            
. (7) 

Подставим уравнения (7) и (1) в (4) и получим 

1 11 1

2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )l l r r
out s out s

d s N s v s X s y s
out s out s

                
. 

Раскрываем скобки и переносим второй член в левую часть: 

1 11 1 1

2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )l l r r l l
out s out s

d s N s X s y s d s N s v s
out s out s

            
. 

Выносим общий множитель за скобки: 

  11 1 1

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )l l r r l l
out s

I d s N s X s y s d s N s v s
out s

      
, 

где 2 2I   – единичная матрица. Далее умножим левую и правую части 
уравнения на ( ) :ld s  

  11

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )l l r r l
out s

d s I N s X s y s N s v s
out s

     
. 
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Выражаем выходной сигнал объекта через произведение передаточной функ-
ции на входной сигнал: 

  11 1

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) l l r r l
out s

d s I N s X s y s N s v s
out s

     
. 

Учитывая, что 1( ) ( ) 1r ry s y s  , преобразуем выражение к виду 

  11 1 1

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) l r r l r r l
out s

d s I y s y s N s X s y s N s v s
out s

      
. 

Вынесем общий множитель 1( )ry s  за скобки: 

 1 1

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) l r l r r l
out s

d s I y s N s X s y s N s v s
out s

     
. 

В общем виде передаточная функция замкнутой системы 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cl l r l r r lW s d s I y s N s X s y s N s  . 

Получаем характеристическую матрицу замкнутой системы (ХМЗС) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r l rI d s y s N s X s C s  . (8) 

В связи с тем, что ХМЗС (8) имеет слагаемые второго порядка, то и желаемая 
характеристическая матрица замкнутой системы (желаемая ХМЗС) второго 
порядка 

 2
2 1 0( )C s C s C s C   , (9) 

где 11 12

21 22

i i
i

i i

c c
C

c c

 
   
 

,  0, 1, 2i  . 

Приравняем (8) и (9): 

 2 2
2 1 0 1 0 1 0 2 1 0( ) ( )( )rI d s d s d y s N s N X s X C s C s C        . 
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Для решения СЛАУ в левой части оставим полиномы с неизвестными 

1 0 и X X , всё остальное перенесем в правую часть: 

 2 2
1 0 1 0 2 1 0 2 1 0( )( ) ( )rN s N X s X C s C s C I d s d s d y s        . 

Так как 0( ) 1ry s y  , то уравнение можно преобразовать к виду 

 2 2
1 0 1 0 2 1 0 2 1 0( )( )N s N X s X C s C s C I d s d s d        . 

Переходим от полиномиального матричного описания к числовой матричной 
форме: 

 
1 2 2

1
1 1 10

0
0 0 0

0

0

N C d I
X

N C d IN
X

N C d I

  
                   

. (10) 

Получена система линейных алгебраических уравнений вида ,Ax b  где 
6 2 2 2 6 2,  ,  .A x b        Если бы матрица А была квадратная и невырож-

денная, то задача была бы решена. В данном случае получена система из двена-
дцати скалярных уравнений, в то время как скалярных неизвестных всего четы-
ре. Это говорит о ее переопределенности, что, как правило, приводит к отсут-

ствию решения. Эта система решается с предположением, что матрица TA A  
имеет полный ранг и, безусловно, ( )rank A  равен числу столбцов матрицы А. 

Для решения поставленной задачи используем метод наименьших квадра-
тов, описанный в [13, 14]. Таким образом, переходим к решению системы ли-

нейных уравнений вида .T TA Ax A b  Подставим соответствующие значения 
и получим 

11 12

21 22

11 12

21 22

11 12

21 22

2 2 2

2 2 2

1 1 11 2

1 2 1 1 1

0 0 0

0 0 0

1 0

0 0

1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1

0 0

0 1

C d C

C C d

C d Cr r

k k C C d

C d C

C C d

 
   

   
                          
          

. 
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Перемножим матрицы и выразим неизвестные коэффициенты: 

11 21 12 22

11 21 12 22

2 2 1 2 1 11 2

1 2 1 1 0 1 0 0

2 0

0 2

C d C C C dr r

k k C d C C C d

                     
, 

11 21 12 22

11 21 12 22

2 2 1 2 1 11 2

1 2 1 1 0 1 0 0

1

2

C d C C C dr r

k k C d C C C d

                 
. 

Согласно уравнению (3) коэффициенты полинома знаменателя принимают 
вид: 2 1 01, 1, 0.d d d     Тогда параметры регулятора могут выражены: 

11 212 1
1

1

2

C C
r

 
 ,    12 222 1

2

1

2

C C
r

 
 , 

11 211 0
1

1

2

C C
k

 
 ,    12 221 0

2 2

C C
k


 . 

Зададим желаемую характеристическую матрицу замкнутой системы  

вида 2 2
2 1 0

1 0 5 0 2 0
( )

0 1 0 5 0 2
c s C s C s C s s

                    
, корни которой  

{–0.4, –4.6}.Тогда 

1
1 1 0

0
2

r
 

  ,    2
0 5 1

3
2

r
 

  , 

1
5 1 0

3
2

k
 

  ,    2
0 2

1
2

k


  . 

Передаточные функции регуляторов (6) будут выглядеть следующим об-
разом: 

 1 ( ) 3regw s  ,    2 ( ) 3 1regw s s  . (11) 

В следующем разделе проверим работоспособность полученных регуля-
торов. Для этого смоделируем полученную систему в пакете программ Matlab. 
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3. МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  

Используя данные об объекте, приведенные в разделе 1 настоящей статьи, 
и передаточные функции полученных регуляторов (11), проверим работоспо-
собность полученной системы на выход в заданный режим работы. Симуля-
цию системы будем проводить в системы Simulink пакета Matlab. Так как  
ПД-регулятор физически нереализуем, заменим его на реально-дифференци-
рующее звено и вместо (11) получим следующие передаточные функции ре-

гуляторов: 1 ( ) 3regw s  , 2
3.001 1( ) 0.001 1reg

sw s s
  . Для примера переход-

ный процесс системы как реакция на единичный сигнал выглядит следующим 
образом (рис. 3). 

 

 
a б 

Рис. 3. Переходный процесс управления неквадратным объектом по выходу: 

1( )out s  (a) и 2 ( )out s  (б) 

Как видно из рис. 3, регулятор приводит систему в заданное положение 
для выхода системы 2 ( )out s  и в устойчивое положение для выходов системы 

1( )out s  и 2 ( )out s . Перерегулирования не происходит. Однако вывод системы 

в заданный режим работы занимает около 25 секунд. Для ускорения вывода 
системы на заданный режим работы в дальнейшем планируется исследовать 
возможности ПД-регулятора, и в частности формирование желаемых по-
люсов.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках настоящей статьи была продемонстрирована возможность поли-
номиального матричного метода синтеза регуляторов для неквадратного объ-
екта. Блок регулирования также неквадратный и представлен П- и ПД-регу-
ляторами.  
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В процессе синтеза регуляторов была получена переопределенная система 
линейных алгебраических уравнений. Такая система обычно не имеет реше-
ния. Для нахождения приближенного решения применен метод наименьших 
квадратов. Работоспособность полученных регуляторов продемонстрирована 
в системе Simulink пакета Matlab.  

В дальнейшем планируется исследование возможности применения других 
регуляторов, в частности ПИ-регуляторов, которые более адекватно реагируют 
на возможные «шумы», присутствующие в реальных системах [15]. Кроме того, 
предполагается применение данного метода синтеза для неквадратных объектов 
более высокого порядка и с большим числом входов и выходов.  
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Polynomial methods for synthesizing controllers for automatic control systems with linear ob-
jects are becoming increasingly common. The synthesis of multichannel controllers is particu-
larly difficult, which is caused by the need to use matrix polynomial calculus. However, this 
approach mainly considers objects with the number of inputs equal to the number of outputs. 
This is due to the convenience of solving a system of linear algebraic equations in matrix pol-
ynomial calculus. In this paper, we consider a polynomial method for synthesizing regulators 
for a non-square object, that is, one whose number of inputs is not equal to the number of out-
puts. The selected system contains not only a non-square object, but also a non-square control-
ler. 

Keywords: object transfer function, control system, factorization method, polynomial synthe-
sis, multi-channel controllers, Sylvester matrix, non-square object 
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