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При применении полиномиальных методов синтеза многоканальных регуляторов воз-
никает необходимость полиномиального матричного исчисления. Однако при исполь-
зовании этого метода в основном рассматриваются объекты с числом выходных кана-
лов, равным числу входных каналов. Это необходимо для удобства решения системы 
линейных алгебраических уравнений при матричном полиномиальном вычислении.  
Достаточно большое количество реальных технических систем имеет неравное количе-
ство входных и выходных каналов. Вопрос синтеза регуляторов полиномиальным ме-
тодом для многоканальных объектов с неравным числом входных и выходных каналов 
проработан недостаточно глубоко. Одним из частных случаев таких систем можно счи-
тать системы с избыточной размерностью вектора управления. В рамках настоящей ра-
боты приводятся примеры таких систем и цели их использования. Приведен иллюстра-
тивный пример линейной модели неустойчивого объекта с тремя каналами по входному 
воздействию и двумя выходными каналами. Необходимо добиться определенных пока-
зателей качества выходной векторной величины, при этом управление будет осуществ-
ляться в обратной связи системы и суммироваться с входным воздействием. Простота 
рассматриваемой системы связана с удобством демонстрации на этом примере модаль-
ного метода синтеза, использующего полиномиальное матричное разложение переда-
точных функций объекта и регулятора для такого класса объектов. В соответствии с ре-
комендациями, представленными в алгоритме синтеза регуляторов объектов с неквад-
ратной матричной передаточной функции, решения задачи синтеза регулятора систем  
с избыточной размерностью вектора управления имеют передаточную функцию объек-
та управления в виде правого полиномиального матричного разложения, а сам регуля-
тор – в виде левого.  

                                                           
* Статья получена 3 февраля 2023 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Реальные технические системы изобилуют примерами систем автомати-
ческого управления (САУ) с многоканальными объектами управления, модель 
которых может быть описана неквадратной матричной передаточной функци-
ей (МПФ), то есть таких систем, у объекта управления которых количества 
входных (вектор управления) и выходных каналов не равны друг другу. Од-
ним из частных случаев таких систем можно считать системы, содержащие 
объекты с размером вектора управления, превышающим размер вектора 
управляемых величин объекта. Автор [1, 2] предлагает называть такие систе-
мы с избыточной размерностью вектора управления (ИРВУ). Некоторые пуб-
ликации, посвященные системам этого класса, рассматривают САУ с привяз-
кой к их целевому назначению ‒ системы с дуальным управлением [3], отка-
зоустойчивые системы [4]. Некоторые авторы рассматривают такие САУ  
в разрезе принципов функционирования САУ ‒ самонастраивающиеся и адап-
тивные системы [5, 6], системы с переменной структурой [6, 7]. 

Автор [1, 2] выделяет достаточно большое число возможных целей ис-
пользования управления с ИРВУ. Перечислим некоторые из них. 

1.  Расширение функциональных возможностей управляемых объектов и 
изменение фундаментальных свойств, характеризующих объект, прежде всего 
управляемости и достижимости. Изменение нулей системы [9]. 

2.  Придание САУ адаптационных свойств. Повышение надежности си-
стемы при нерегламентированных воздействиях внешней среды или выходе 
из строя некоторых элементов системы [10]. 

3.  Уменьшение влияния нежелательных свойств объекта управления на 
качество процесса управления. Например, в работе [11] уменьшали люфт ме-
ханической передачи двухдвигательного привода звеньев манипуляторов. 

4.  Обеспечение желаемого характера протекания процесса в САУ. 
Например, этот способ был реализован для объектов управления с перемен-
ной структурой в работах [7, 12]. 

Однако синтез регуляторов для данного класса систем затруднен в связи с 
тем, что большинство классических методов синтеза хорошо разработано 
именно для объектов с равным количеством входов и выходов. Распростране-
ны различные способы расчета регуляторов для объектов с избыточной раз-
мерностью вектора выхода, основанные на преобразовании матричной ПФ  
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к квадратному виду. К ним относится добавление виртуального выхода, дуб-
лирующего один из входов [13], или исключение одного из входов с фиксаци-
ей его на определенном значении [14]. Данные способы приводят непременно 
к уменьшению гибкости работы регулятора. Добавление дополнительных 
датчиков, уравнивающих количество входов и выходов, непременно ведет к 
удорожанию изделия [15]. Значительное число публикаций, посвященных 
объектам с ИРВУ, показывает, что рассмотрение данного класса объектов 
актуально и заслуживает отдельного внимания. 

В настоящей работе рассмотрен подход, использующий модальный синтез  
с применением полиномиального разложения МПФ объекта и регулятора, 
приведенный автором [16]. На примере объекта с ИРВУ продемонстрирована 
работа данного алгоритма, и по ходу примера даны рекомендации, необходи-
мые для его уточнения. 

1. ПРИМЕР СИНТЕЗА МОДАЛЬНЫХ РЕГУЛЯТОРОВ  
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ОБЪЕКТОВ С ИЗБЫТОЧНОЙ РАЗМЕРНОСТЬЮ 
ВЕКТОРА УПРАВЛЕНИЯ 

Выбор объекта связан с его простотой для демонстрации применения ал-
горитма, указанного в работе [16]. В процессе рассмотрения примера предла-
гаются корректировки и уточнения алгоритма. 

1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Для примера работы алгоритма полиномиального синтеза регулятора рас-
смотрим линейную модель неустойчивого объекта с тремя входными 

 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) Tu s u s u s u s  и двумя выходными воздействиями 

 1 2( ) ( ) ( ) Ty s y s y s , описанную в [17]. Описание объекта можно предста-
вить также в матричном виде: 
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. (1) 

Согласно теоремам Р. Калмана о полной наблюдаемости и управляе-
мости, объект наблюдаем и управляем. Это позволяет строить систему авто-
матического регулирования для данного объекта. При применении модаль-
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ного метода, базирующегося на полиномиальном матричном разложении си-
стемы для объектов с МПФ квадратного вида, авторы [18, 19] использовали 
правое разложение МПФ объекта и левое разложение для регулятора. Однако 
автором [16] показано, что для объектов с МПФ неквадратного вида выбор 
вида разложения влияет на сложность характеристической матрицы замкну-
той системы (ХМЗС). В частности, для системы с количеством входных кана-
лов, превышающим количество выходных каналов, предлагается использо-
вать левое полиномиальное разложение ПФ объекта и правое полиномиальное 
разложение ПФ регулятора.  

В соответствии с рекомендациями [16] и для простоты дальнейшего вы-
числения ХМЗС при использовании левого полиномиального разложения 
МПФ объекта обычно используется правое полиномиальное разложение 
МПФ регулятора: 1( ) ( ) ( ) ( )r ru s X s Y s e s , где  1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) Tu s u s u s u s  – 
вектор управляющих сигналов на выходе из регулятора и на входе в объект, 

3 2( ) [ ]rX s s   – «числитель» ПФ регулятора, 2 3( ) [ ]rY s s   – «знамена-

тель» ПФ регулятора (при этом det ( ( )) 0rY s  ),  1 2( ) ( ) ( ) Te s e s e s  – вектор 

ошибки регулирования между заданием  1 2( ) ( ) ( ) Tv s v s v s  и выходом систе-

мы  1 2( ) ( ) ( ) Ty s y s y s . Вектор ошибки регулирования можно выразить сле-
дующим выражением: ( ) ( ) ( )e s v s y s  . Число входных каналов объекта управ-
ления обозначим через 3p  , число выходных каналов – через 2m  . Струк-
турная схема системы может быть представлена в следующем виде (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Структурная схема системы «регулятор ‒ объект» 

Fig. 1. Block diagram of the "Controller ‒ Object" system 

Так как МПФ представлена в формуле (1), алгоритм синтеза регулятора 
для объектов, описываемых неквадратной МПФ [16], начнем со второго шага1. 
                                                           

1 Первый шаг алгоритма, представленного в [16], предполагает получение МПФ объекта. 
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Выбор размерности матриц «числителя» и «знаменателя» МПФ объекта  
и регулятора связан, с одной стороны, с числом входных и выходных каналов 
объекта управления и регулятора и, с другой стороны, с необходимостью по-
лучения обратной матрицы для матриц «числителя» МПФ объекта и регуля-
тора (то есть в этом случае необходимо рассматривать в качестве «числителя» 
только матрицу квадратного вида). 

Шаг 2. По матричной ПФ (1) необходимо найти левое (правое) взаимно 
простое и строчно (столбцово) приведенное2 полиномиальное матричное опи-
сание (ПМО) объекта. Для нахождения взаимно простого строчно приведен-
ного левого полиномиального разложения матричную ПФ объекта выразим  
в виде произведения двух полиномиальных матриц: 1( ) ( ) ( )obj l lW s D s N s , 

где «числитель» ПФ объекта 2 3( ) [ ]lN s s  , а «знаменатель» ПФ объекта 
2 2( ) [ ]lD s s   ( [ ]s  – множество полиномов)  

 ( )
2 4 0 2 2

2 1 1
sl

s s
N

s s s
   ⎛ ⎞

 ⎜ ⎟    ⎝ ⎠
,   

2
( )

2
2 6 4 0

0 2
sl

s s
D

s s

⎛ ⎞  
⎜ ⎟
⎜ ⎟  ⎝ ⎠

. (2) 

Взаимная простота полиномиальных матриц «числителя» и «знаменателя» 
ПФ объекта необходима для внутренней устойчивости всей системы (так как 
не происходит сокращения множителей, корни3 которых расположены в пра-
вой (замкнутой) полуплоскости). Это является одним из условий существова-
ния решения при синтезе регуляторов, в том числе модальным методом, ис-
пользующим полиномиальное матричное разложение [18, 21].  

Шаг 3. По левому ПМО объекта (2) найдем правое взаимно простое и 
столбцово приведенное ПМО объекта4: 

 ( )
0 0 1
0 1 0
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N
⎛ ⎞

 ⎜ ⎟⎝ ⎠
,   

2
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2 2 0 1
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⎛ ⎞  
⎜ ⎟
⎜ ⎟      
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (3) 

                                                           
2 Столбцово (строчно) приведенная (column (row) reduced) [20, с. 527] полиномиальная мат-

рица – это такая матрица, у которой числовая матрица, составленная из коэффициентов при 
старших степенях по столбцам (строкам), имеет полный ранг. 

3 Под корнями здесь понимаются корни уравнений, полученные приравниванием данных 
множителей к нулю. 

4 Алгоритм нахождения правого (левого) взаимно простого матричного полиномиального 
разложения приведен в работе [16]. 
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Шаг 4. Так как в заданной модели объекта (1) число входных каналов 
больше числа управляемых выходов m p , то переходим к алгоритму 
работы [16]. 

Шаг 4.1. Строчные степени матрицы ( )slD : 1 2 2    ; столбцовые  
степени матрицы ( )srD : 1 2 1    , 3 2  . Строчный индекс 

1 2max ( , ) 2     ; столбцовый индекс 1 2 3max ( , , ) 2      . 
Шаг 4.2. Выразим матрицы левого ПМО объекта в виде числовых матриц: 

0
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N
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D
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, 

где 0N , 2 3
1N  ; 0D , 1D , 2 2

2D   – числовые матрицы параметров по-
линомов при соответствующих операторах Лапласа s. 

2.2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА 

В этом разделе определим вид и параметры регулятора, выраженные че-
рез правое полиномиальное матричное разложение МПФ. Для этого составим 
систему дифференциальных уравнений в матричном виде с использованием 
матрицы Сильвестра [16]. Определим линейно зависимые столбцы матрицы 
Сильвестра, которые впоследствии будут формировать свободные параметры 
матрицы параметров регулятора. Выбор свободных параметров регулятора 
влияет на возможность получения дополнительных свойств САУ, таких, 
например, как астатизм выходных параметров системы. 

Шаг 4.3. На этом шаге необходимо найти столбцовые степени регулятора. 
В алгоритме, представленном в [16], они обозначены через im , где 1,i p  ‒ 
номер столбца регулятора. Данная переменная уже задействована для обозна-
чения числа входных воздействий на объект управления. Для исключения 
дальнейшей путаницы предлагается обозначить столбцовые степени регуля-
тора через iz .  

В данном примере предлагается выбрать регулятор полного порядка, по-
этому столбцовые степени регулятора выбраны по формуле 1iz    , где 

1,i p . Таким образом 0 1 1 1z z z      . Числовые матрицы, полученные 
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из правого полиномиально-матричного разложения ПФ регулятора, прини-
мают следующий вид:  

 k
k ijX x ,   k

k ijY y , 

где k
ijx , k

ijy , ‒ параметры регулятора, i  ‒ номер строки элемента, j  ‒ номер 
столбца элемента, k – порядок оператора. 

Кроме этого, в отличие от алгоритма, приведенного в [16], на данном  
шаге необходимо также определить матрицу параметров регулятора 

( )( 1)p m nR    ,  1 1 0 0, , , ,..., ,
TT T T T T T

n n n nR Y X Y X Y X  , так как она необходима 

для дальнейшей работы алгоритма. Для данного примера 10 2R   , 

 1 1 0 0,  ,  ,  
TT T T TR Y X Y X . 

Шаг 4.4. Определим степень и структуру характеристической полиноми-

альной матрицы системы 
0

( )
f

i
i

i
C sC s


 ∑ , где p p

iC   – числовая матрица5 

коэффициентов при соответствующих параметрах  s, max( )if f , i i if z   , 

1,i p . Таким образом, получаем 3f  . Обычно при синтезе регуляторов 
модальным методом, использующим полиномиальное матричное разложение, 
выбирается диагональный вид желаемой ХМЗС [18, 20]. В связи с этим выбе-

рем желаемую ХМЗС вида 
3

3
( 1) 0

,
0 ( 1)

( ) s

s
C s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

  3 0
1 0
0 1

C C ⎛ ⎞
 ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , 

1 2
3 0
0 3

C C ⎛ ⎞
 ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . Числовая матрица желаемых коэффициентов ХМЗС: 

 3 2 1 0
TT T T TC C C C . 

Шаг 4.6. Сформируем матрицу Сильвестра6 ( 1 )( )( 1)p n p m n     и по-
лучим 8 10 , ( ) 8rank   . При этом в ней нулевых срок нет. 

                                                           
5 Определение размеров характеристической полиномиальной матрицы в алгоритме синтеза 

регуляторов для неквадратных объектов [16] не приведено. 
6 В работе [16] используется формула определения размеров матрицы Сильвестра, по-види-

мому, с небольшой опечаткой (в настоящей работе устранено). 
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2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 2 0 2 2 0 0 0 0

0 1 1 1 1 0 1 0 0 0
4 0 4 0 2 6 0 2 0 2

0 2 2 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 4 0 4 0 2
0 0 0 0 0 0 2 2 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟   
⎜ ⎟

   ⎜ ⎟  ⎜ ⎟    
⎜ ⎟

  ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

В данной матрице выберем два линейно зависимых столбца, при удалении 
которых ранг матрицы не изменится. В данном случае это седьмой и восьмой 
столбцы. Так как ранг матрицы   неполный, то переходим к шагу 4.9.  

Шаг 4.9. В соответствии с рекомендациями, приведенными в [16], необ-
ходимо выбрать базисный минор матрицы Сильвестра  , не включающий  
в себя седьмой и восьмой столбцы 8 8

1
   (выбор столбцов, не включен-

ных в минор, влияет на выбор свободных параметров регулятора и сделан 
согласно рекомендациям [16] для обеспечения астатизма одной из выходных 
величин). Соответствующим образом необходимо поступить с матрицей па-
раметров регулятора  . Сформируем матрицу 8 2

1 [ ]s   , не включающую 
в себя седьмую и восьмую строки, соответствующие параметрам регулятора 

0
21y , 0

22y  (для обеспечения астатизма по выходу системы) и 0
11x , 0

12x  (как 
остальные линейно зависимые строки): 

1 1 1 1 1 0 0 0
11 21 11 21 31 11 21 31

1 1 1 1 1 1 0 0 0
12 22 12 22 32 12 22 32

T
y y x x x y x x

y y x x x y x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟ 
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Составим матрицу, не входящую в базисный минор 8 2 , и соответству-
ющую матрицу свободных параметров 2 2 . Для простоты демонстра-
ции в данном примере матрицу свободных параметров  0   возьмем ну-
левой. Так как в базисный минор 1 вошли все строки из  , переходим к ша-
гу 4.11.  
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Шаг 4.11. Необходимо решить систему линейных уравнений 
1

1 1 ( )    . Так как матрица свободных параметров  нулевая, систе-

ма линейных уравнений приобретает вид 1
1 1

    . Матрица параметров 
регулятора приобретает вид 

1
0.5 0 0 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6 1/ 6
0 1 8 / 3 2 4 / 3 4 / 3 11/ 3 8 / 3

T   ⎛ ⎞
  ⎜ ⎟   ⎝ ⎠

. 

Шаг 4.12. В результате расчетов получены полиномиальные матрицы ре-
гулятора: 

0 16
( ) 1 12 22

1 8 16
r

s
X s s s

s s

⎛ ⎞
⎜ ⎟   ⎜ ⎟
⎜ ⎟  ⎝ ⎠

, 
3 1 8

( )
0 6r
s

Y s
s

  ⎛ ⎞
 ⎜ ⎟⎝ ⎠

. 

Вычислим ХМЗС для проверки корректности вычислений: ( ) ( )l rD s Y s   
3

3

( 1) 0
( ) ( )

0 ( 1)
l r

s
N s X s

s

⎛ ⎞
⎜ ⎟ 
⎜ ⎟⎝ ⎠

. Полученная ХМЗС полностью совпадает  

с желаемой ( )C s . Отсюда можно сделать вывод о том, что расчеты проведе-
ны корректно. 

МПФ регулятора выглядит следующим образом: 

 
2

1
2

2

2

0 8 3

1 18 43 15( ) ( )
3 1 9 3

1 12 32 12
3 1 9 3

r r
s s sX s Y s
s s s
s s s
s s s



⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟  ⎜ ⎟ 
⎜ ⎟ 
⎜ ⎟

  ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

. (4) 

Смоделируем систему, представленную объектом управления (1) и регулято-
ром (4). В качестве задания на вход системы подадим единичное ступенчатое 
воздействие по обоим каналам 1 2( ) ( ) 1( )t t t    . Графики переходных про-
цессов системы продемонстрированы на рис. 2. 
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Рис. 2. Графики переходных процессов для системы  

с регулятором первого порядка 

Fig. 2. Transient graphs for a system with a first-order controller 

Как видно из представленных графиков переходных процессов по второму 
выходному каналу 2y  значения выхода системы содержат статическую  
ошибку. По каналу 1y  удалось добиться астатического выхода благодаря при-

равниванию свободных параметров регулятора 0
21y , 0

22y  нулю на шаге 4.9.  
По первому каналу имеется существенная статическая ошибка. Для улучше-
ния характеристик переходных процессов системы необходимо повысить по-
рядок регулятора. То есть необходимо провести заново процедуру, описанную 
в данном разделе, с той лишь разницей, что теперь столбцовые степени регу-
лятора будут равны 0 1 2z z z   . Для краткости изложения данную проце-
дуру заново приводить не будем. Приведем только результаты работы данно-
го алгоритма. ПФ регулятора будет выглядеть следующим образом: 

 

3 2 3 2

2 2
1

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2

4 5 9
7 8 7 8

0.3 4 8 10 36 31( ) ( )
7 8 7 8

0.7 4 3 1 3 13 24 15
7 8 7 8

r r

s
s s s s s s

s s s sX s Y s
s s s s s s
s s s s s s
s s s s s s



⎛ ⎞⎜ ⎟
   ⎜ ⎟

⎜ ⎟   ⎜ ⎟ 
⎜ ⎟   
⎜ ⎟

     ⎜ ⎟ ⎜ ⎟   ⎝ ⎠

. (5) 
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Представим на рис. 3 переходные процессы системы в случае использова-
ния объекта управления (1) и регулятора (5). 

 

 
Рис. 3. Графики переходных процессов для системы с регулятором  

второго порядка 

Fig. 3. Transient graphs for a system with a second-order controller 

Как видно из рис. 3, оба выхода системы астатичны. Этого удалось до-
биться благодаря повышению порядка регулятора, что, в свою очередь, уве-
личило число свободных параметров в нем. По обоим каналам присутствует 
перерегулирование, и в начале переходного процесса также существует отри-
цательное колебание выходных параметров системы. Это может быть связано 
с присутствием в ПФ замкнутой системы положительных нулей. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Настоящая работа посвящена САУ с избыточной размерностью вектора 
управления. Продемонстрирован пример синтеза регулятора для многока-
нального объекта с избыточной размерностью вектора управления с помощью 
модального метода, использующего полиномиальное матричное разложение 
матричной передаточной функции объекта и регулятора. В соответствии  
с рекомендациями [16] для данного типа систем выбрано использование пра-
вого взаимно-простого разложения МПФ объекта и левого взаимно-простого 
разложения МПФ регулятора. По ходу разбора примера в алгоритм внесены 
некоторые корректировки. Показано, что повышение порядка регулятора поз-
воляет получить большее число его свободных параметров (т. е. таких пара-
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метров, которые можно выбирать в соответствии с требованиями к переход-
ным процессам системы). Это, в свою очередь, позволило на демонстрируе-
мом примере добиться астатизма по обоим выходным каналам системы. 

На основании вышесказанного можем сделать вывод о возможности при-
менения модального метода синтеза, использующего полиномиальное мат-
ричное разложение МПФ объекта и регулятора, для систем с избыточной раз-
мерностью вектора управления по сравнению размерностью вектора управ-
ляющих воздействий. При повышении порядка полиномиально матричного 
описания МПФ регулятора появляются свободные параметры, способные 
придать дополнительные свойства синтезируемой системе автоматического 
управления.  
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When using polynomial methods of synthesis of multichannel regulators, there is a need for 
polynomial matrix calculus. However, when using this method, objects with the number of 
output channels equal to the number of input channels are mainly considered. This is nec-
essary for the convenience of solving a system of linear algebraic equations in matrix poly-
nomial computation. At the same time, a fairly large number of real technical systems have 
an unequal number of input and output channels. At the same time, the issue of the synthe-
sis of generators by the polynomial method for multichannel objects with an unequal num-
ber of input and output impacts has not been worked out sufficiently deeply. One of the 
special cases of such systems can be considered systems with excessive dimension of the 
control vector. Within the framework of this work, examples of such systems and the pur-
poses of their use are given. 
An illustrative example of a linear model of an unstable object with three channels for input 
action and two channels for output action is given. It is necessary to achieve certain quality 
indicators of the output vector quantity, while the control is carried out in the feedback of 
the system and is summed up with the input effect. The simplicity of the system under con-
sideration is connected with the convenience of demonstrating on this example a modal 
synthesis method using a polynomial matrix decomposition of the transfer functions of an 
object and a controller for such a class of objects. In accordance with the recommendations 
presented in the algorithm for synthesizing regulators for objects with a non-square matrix 
transfer function, to solve the problem of synthesizing a regulator for systems with an ex-
cessive dimension of the control vector, the transfer function of the control object is repre-
sented as a right polynomial matrix decomposition, and the regulator is represented as a left 
one. During the demonstration of the example of the algorithm, some clarifications and ed-
its are proposed in it. 

Keywords: modal synthesis methods, multichannel object, synthesis of multichannel regula-
tors, polynomial matrix method, excess dimension of the control vector, non-square object, 
polynomial decomposition 
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