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Групповой анализ является признанным и надежным, а порой даже единственным ин-

струментом исследования дифференциальных уравнений как в механике, так и в других 

науках. Но этот инструмент довольно сложен и, видимо, по этой причине до сих пор, к 

сожалению, слишком мало используется в теории автоматического управления. Данная 

работа хоть в какой-то степени восполняет этот пробел и в целях обучения помогает 

сделать первый шаг в групповом анализе. Для функции y = y(x) рассматривается исход-

ное дифференциальное уравнение 0y = ; его решения – это прямые на плоскости (x, y) 

(невертикальные). Элементы допускаемой группы решения этого уравнения переводят 

в такие же решения, т. е. (невертикальные) прямые плоскости (x, y) переводят в такие 

же прямые. Если x понимать как время, то плоскость (x, y) можно рассматривать как 

расширенное фазовое пространство (пространство событий). Элементы допускаемой 

группы одномерное прямолинейное движение переводят в такое же движение. А это 

уже тесно связано с таким понятием, как «инерциальные системы отсчета». Итак, поиск 

допускаемой группы исходного дифференциального уравнения можно понимать как 

синтез инерциальных систем отсчета (в том числе и криволинейных), и в данной работе 

эта задача решена для одномерного движения. С целью обучения групповому анализу 

ищется второе продолжение оператора X однопараметрической группы преобразований 

плоскости (x, y); для исходного дифференциального уравнения выписываются опреде-

ляющие уравнения; их решают и получают дифференциальные уравнения в частных 

производных (на коэффициенты оператора  X  как на функции от x, y). Получено вось-

мимерное пространство операторов однопараметрических групп преобразований плос-

кости (x, y), допускаемых исходным дифференциальным уравнением; выписан базис 

этого пространства (8 операторов); для каждого из этих восьми операторов вычислена 

соответствующая однопараметрическая группа допускаемых преобразований плоско-

сти (x, y).  

                                                           
* Статья получена 09 февраля 2015 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Усилиями всего лишь одного математика – Софуса Ли [1] – в науке со-

зданы целые новые направления: непрерывные группы преобразований и их 

действие на дифференциальные уравнения.  С работами Ли легче всего позна-

комиться по книге Яковенко Г.Н. [2]. 

Далее непрерывные группы преобразований «оторвались» от дифферен-

циальных уравнений. Их стали изучать независимо от дифференциальных 

уравнений на основе понятия «многообразие» (это основное направление их 

развития). При этом подходе непрерывные группы преобразований впослед-

ствии названы группами Ли. Для ознакомления с ними «в чистом виде» (неза-

висимо от дифференциальных уравнений) можно воспользоваться кни-

гой [14]. Получить некоторое представление об обширной теории действия 

групп Ли на дифференциальные уравнения можно по монографии [15].  

Непрерывные группы преобразований и их действие на дифференциаль-

ные уравнения изучали также Овсянников Л.В. [3–5] и его ученик Ибраги-

мов Н.Х. [6–10]. В их изложении эта тематика называется «групповой анализ 

дифференциальных уравнений. Групповой анализ  успешно применяется как в 

механике, так и в теории управления [11–13]. 

Данная работа возникла из желания освоить групповой анализ дифферен-

циальных уравнений. Работа помогает сделать первый шаг в групповом ана-

лизе (всем желающим изучать его). Но ориентирована в первую очередь на 

специалистов по теории автоматического управления (предполагается про-

должение с использованием наиболее простых и распространенных регулято-

ров). В процессе чтения необходимые понятия группового анализа следует 

смотреть в [8]. Для восполнения пробелов в дифференциальных уравнениях 

автор пользовался книгой [16]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ВТОРОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ОПЕРАТОРА X 

Задача 2.2 [8, с. 24]. Вычислите допускаемую алгебру для обыкновенного 

дифференциального уравнения второго порядка 

 0y = ,  (1) 
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где 0y = . Пусть уравнение (1) допускает однопараметрическую группу пре-

образований  

( ,  ,  )x f x y a  ,  ' ( ,  ,  )y x y a    

(то есть при переходе от переменных (x, y) к новым переменным (x', y') вид 

уравнения (1) не меняется). Рассмотрим оператор 

 ( ,  ) ( ,  )X x y x y
x y

 
  

 
 (2) 

этой группы, где 0( ,  ) |a
df

x y
da

  , 0( ,  ) |a
d

x y
da




  . 

Введем обозначение для коэффициента 1  продолжения 
1
X

 оператора X 

на первую производную [8, с. 17, формула (2.19)]: 

11
X

X
y


  


 

( xy = y  – символ производной функции y по переменной  x). По форму-

ле (2.20) [8, с. 17]  

1 ( ) ( )D yD      

вычислим коэффициент 1  (D – символ полного дифференцирования по x). 

Согласно (2) функции  ,   зависят только от символов x, y и не зависят от 

символов производных y , y ,… . Поэтому 

( ) x yD y     ,  ( ) x yD y     , 

1 ( ) ( ) ( ) ( )x y x yD yD D y D y             ,  

или 
2

1 ( )x y x yy y        . (3) 

Введем обозначение для коэффициента продолжения 
2
X

 оператора  
1
X
 

на вторую производную [8, с. 17, формула (2.21)]: 

 112 1
X X

y


  


 (4) 
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( xxy = y  – символ второй производной функции y по переменной  x). По фор-

муле (2.22) [8, с. 17] 

 11 1( ) ( )D yD      (5) 

вычислим коэффициент 1 . Согласно (3) функция 1  зависит только от x, y, 

y  и не зависит от символов старших производных y , y ,…, а функция   

зависит только от x, y и не зависит от символов y , y ,… . Поэтому 

   2 2
1( ) ( ) ( ) ( ( ))x y x y x y x yD D y y D D y D y               ,  

или 

  2 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y yD D D y yD D y y D             . (6) 

При этом ( )x xx xyD y      (cогласно (2) функция   зависит только от 

символов x, y и не зависит от символов производных y , y ,…); 

( )D y y , 2( ) 2D y yy , ( )y yx yyD y      (по определению операто-

ра D); ( ) ( ) ( ) ( )y x y x x y x y yx xx yy xyD y y              . По-

этому из формулы (6) получим 

 
1

2

( ) ( ) ( ) ( ( ))

2 ( ) .

xx xy y x yx xx yy xy

y yx yy

D y y y y

yy y y

              

     
 

Функция в правой части последнего равенства при фиксированных x, y 

является полиномом от символов производных y , y . Запишем эту функцию 

как линейную комбинацию мономов от y , y : 

2 3
1( ) (2 ) ( 2 ) ( ) 2 .xx xy xx yy xy yy y x yD y y y y yy                  

Из последнего равенства, из ( ) x yD y      и из формулы (5) получим 

 
2 3

11 (2 ) ( 2 ) ( 2 ) 3xx xy xx yy xy yy y x yy y y y yy                  . (7) 

Этим закончен вывод второго продолжения 
2
X

 

оператора X. В [8] (с. 29) 

приведена явная формула этого продолжения (формула (3.3'')). 
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2. ДОПУСКАЕМЫЕ ОПЕРАТОРЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ (1) 

По теореме 2.1 [8, с. 18] допускаемыми будут операторы X, для которых 

 0 0
2 y=
X

y | = . (8) 

Это условие называется определяющим уравнением. 

Вычислим 
2
X

y . Из формулы (4) видим, что 112
X

y   . Поэтому 11 0   

на поверхности 0y = , т. е. в правой части равенства (7) коэффициенты при 

мономах 1,  y , 2y , 3y  равны нулю: 

 0xx  ,  2 0xy xx   ,  2 0yy xy    ,  0yy   (9) 

(правая часть равенства (7) является суммой шести мономов с коэффициента-

ми от символов производных. Но последние два слагаемых выписывать не 

нужно, ведь на поверхности 0y =  они обращаются в ноль). Итак, определя-

ющее уравнение равносильно системе дифференциальных уравнений (9). 

Нужно разрешить эти уравнения. Средние из них запишем в виде 

(2 ) 0y x x   , ( 2 ) 0y x y    ,  

или 

2 3 ( )y x F y   , 2 3 ( )y x G x     

для некоторых функций F(y), G(x). Последние два равенства относительно 

y , x  образуют систему двух линейных уравнений. Разрешим ее: 

 2 ( ) ( )y F y G x   ,  ( ) 2 ( )x F y G x   . (10) 

Из первого из уравнений (9) получим 0yxx  . Отсюда и из первого из 

уравнений (10) получим ( ) 0G x  . Значит, 

 0 1( )G x = g +g x  (11) 

для некоторых вещественных чисел 0g , 1g . Из последнего из уравнений (9) 

получим 0.xyy   Отсюда и из второго из уравнений (10) получим ( ) 0.F y    
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Значит, 

 0 1( )F x = f + f y  (12) 

для некоторых вещественных чисел 0f , 1f . С помощью равенств (11), (12) 

распишем в правых частях уравнений (10) функции F(y), G(x) через их коэф-

фициенты  

0 1 0 12( ) ( )y f f y g g x     ,  0 1 0 12( )x f f y g g x     . 

Проинтегрируем получившиеся равенства. Получим 

 0 1 0 1(2 ( )) ( )f f y g g x y x     , 0 1 0 1( (2 )) ( )f f y g g x x y       (13) 

для некоторых функций ( )x , ( )y .  

Подставим   из первого из равенств (13) в первое из уравнений (9).  

С учетом равенства (11) получим ( ) 0x  . Значит, 

 0 1( )x x     для некоторых вещественных чисел 0 ,  1.  (14) 

Подставим   из второго из равенств (13) в последнее из уравнений (9).  

С учетом равенства (12) получим ( ) 0y   . Значит, 

 0 1( )y y     (15) 

для некоторых вещественных чисел 0 ,  1.  Из формул (13), (14), (15) полу-

чим окончательное выражение для  ,  : 

 
0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

(2 ( )) ,

( (2 )) .

f f y g g x y x

f f y g g x x y

      

      
 (16) 

Подстановкой  ,   из двух последних формул в каждое из уравнений (9) 

нетрудно убедиться, что эти уравнения выполнены. Значит, будет выполнено 
и определяющее уравнение (8).  

Равенства (2), (16) дают возможность выписать произвольный допускае-

мый оператор X: 

0 1 0 1 0 1(( (2 )) )X f f y g g x x y
x


      


 

 0 1 0 1 0 1((2 ( )) ) .f f y g g x y x
y


     


 (17) 
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Эти операторы линейно зависят от восьми произвольных коэффициентов 

if , ig , i , i  (i = 0, 1). Значит, допускаемые операторы  X  образуют вось-

мимерное пространство. Последовательно приравняем один из этих коэффи-

циентов единице, а остальные нулю, получим базис этого восьмимерного 

пространства. 

Базис восьмимерного пространства операторов 

Параметры     Y X 

0 1f   x   2y   
1 2Y = x + y

x y

 

 
 1X = x

x




 

1 1f   yx   2y    2
2X = xy + y

x y

 

 
 

0 1g =  2x    y   
3 2Y = x y

x y

 
 

 
 3X = y

y




 

1 1g =  2x    yx   2
4Y = x xy

x y

 
 

 
 2

4X = x + xy
x y

 

 
 

0 1   0   1    5 /X = y   

1 1   0   x    6 /X = x y   

0 1   1   0    7 /X = x   

1 1   y   0    8 /X = y x   

 

В первом столбце таблицы указан коэффициент, приравненный единице. 

В четвертом столбце выписаны получившиеся операторы. Если в четвёртом 

столбце какая-то клетка не заполнена, то это оператор из пятого столбца. 

Операторы  1Y , 3Y  из четвертого столбца таблицы линейными комбина-

циями можно привести к более простому виду. Они выписаны в пятом столб-

це таблицы. Их связи: 1 3 32 3Y +Y = X , 1 3 12 3Y + Y = X . У оператора 4Y  просто 

поменяли знак. В качестве базиса восьмимерного пространства операторов 

выберем операторы iX  (i = 1,..., 8).  
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3. ДОПУСКАЕМЫЕ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ГРУППЫ  

Для каждого из восьми операторов X по теореме Ли [8, теорема 1, с. 5] 

найдем его однопараметрическую группу преобразований. 

Для оператора  X  введем обозначение для соответствующей ему локаль-

ной однопараметрической группы преобразований плоскости (x, y): 

( ,  ,  )x f x y a  ,  ( ,  ,  )y x y a   . 

Эти обозначения близки к [8, с. 16, формулы (2.13), (2.14)]. Так же как и в 

[8], считаем, что эта группа изоморфна локальной группе вещественных чисел 

по сложению. В частности, выполнено групповое свойство 

( ( ,  ,  ),  ) ( ,  ,  )f f x y a b f x y a b  ,   ( ( ,  ,  ),  ) ( ,  ,  )x y a b x y a b     , 

а также существует нейтральный элемент, и он равен нулю: 

 ( ,  ,  0)f x y x ,   ( ,  ,  0)x y y  . (18) 

По теореме Ли [8, теорема 1, с. 5] группу ищyт как решение уравнений 

 ( )
df

f
da

  ,   ( )
d

da


    (19) 

с граничными условиями (18). 

Сделаем это сначала для 1X = x
x




. Для этого оператора, согласно (2),   

,x   0.   Поэтому для оператора 1X  искомая группа удовлетворяет урав-

нениям 
df

= f
da

, 0
d

=
da

. Из этих уравнений с учетом (18) 

 ( ,  ,  ) exp( )x f x y a x a    ,  ( ,  ,  )y x y a y     для 1 /X = x x  . (20) 

Это растяжение переменной  x. 

Найдем группу для оператора 
2

2X = xy + y
x y

 

 
. Для него ,xy   

2.y   По теореме Ли нужно решить уравнения (19). Они имеют вид 

 
df

= f
da

 ,   2d
=

da


 . (21) 
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Из второго из этих уравнений получим 2/d = da  , 1/ y = a+C .  

Из последнего равенства при  a = 0  и из граничных условий (18) получим  

–1/y = C.  Поэтому 1/ 1/= a – y  ,  
1

1/ 1/
ay

= y – a=
y


 ,  

1

y

ay
 


. 

Теперь из первого из уравнений (21) получим 
1 df

=
f da

 , или 

(ln  )
1

y
d f

ay



, ln  

1

y da
f

ay





 , или ln  ln(1 )f ay C    . Отсюда при  a = 0 

из первого из граничных условий (18) получим ln x = C. Теперь 

ln  ln(1 ) ln  ln
1

x
f ay x

ay
    


, или 

1

x
f =

ay
. Итак, 

 ( ,  ,  )
1

x
x f x y a

ay
  


,  ( ,  ,  )

1

y
y x y a

ay
   


 для 2X . (22) 

Найдем группу для оператора 3X = y
y




. Для него, согласно (2), 0,   

y  . Поэтому по теореме Ли  для оператора 3X  искомая группа удовле-

творяет уравнениям (19) 0,
df

=
da

 
d

da


  . Из этих уравнений с учетом (18) по-

лучим 

 ( ,  ,  )x f x y a x   ,  ( ,  ,  ) exp( )y x y a y a      для 3 /X = y y  . (23) 

Это растяжения переменной  y. 

Найдем группу для оператора 
2

4X = x + xy
x y

 

 
. Cогласно (2)  2x  , 

xy  . Поэтому по теореме Ли для оператора 4X  искомая группа удовле-

творяет уравнениям (19) 

 2 ,
df

= f
da

  
d

= f
da


 . (24) 
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Из первого из этих уравнений получим 
2 1

df
f =

da
, 

1
1

d
=

da f

 
 
 

, 

1/ f = a+C . Из последнего равенства при  a = 0  с учетом (18) получим 

1/ x = C . Значит, 1/ 1/f = a x  ,  
1 1

1/
ax

f = a =
x x


 ,  

1

x
f =

ax
. 

Теперь из второго уравнения (24) получим 
1 d

= f
da




, (ln )

d
f

da
  , 

(ln )
1

d x

da ax
 


, ln  

1

x da

ax


 


 , ln  ln(1 )ax C     . Из последнего равен-

ства при  a = 0  с учетом (18) получим  ln y = C.  Значит, 

ln ln(1 ) ln ln
1

y
ax y

ax
     


,  ln

1

y

ax
 


, 

 ( ,  ,  )
1

x
x f x y a

ax
  


,  ( ,  ,  )

1

y
y x y a

ax
   


 для 4X . (25) 

Заметим, что для оператора 4X  его группа вычислена в [8] (пример 1.5  

на с. 6 и формулы (1.9) из [8] на с. 7). 

Вычислим теперь группу оператора 5 /X = y  . Для него 0  , 1  . 

Поэтому по теореме Ли для оператора 5X  искомая группа удовлетворяет 

уравнениям (19) / 0df da = , / 1d da = . Отсюда с учетом (18) получим  f = x, 

= a+ y . Итак, 

 ( ,  ,  )x f x y a x   ,  ( ,  ,  )y x y a y a      для 5 /X = y  . (26) 

Это сдвиг (смещение) базовой координаты  y. 

Вычислим группу оператора 6X = x
y




. Для него 0  , x  . По теоре-

ме Ли  группа оператора удовлетворяет уравнениям (19) 0
df

da
 , 

d
f

da


 .  

Отсюда с учетом (18) получим  f = x, ax y   . Итак, 

 ( ,  ,  )x f x y a x   ,  ( ,  ,  )y x y a y ax      для 6 /X = x y  . (27) 

Это «сдвиг скорости» y . 
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Вычислим группу оператора 7 /X = x  . Для него 1  , 0  . Поэтому 

по теореме Ли  группа оператора удовлетворяет уравнениям (19): 1
df

=
da

, 

0
d

da


 .  Отсюда с учетом (18) получим f = a+ x , y  .  

 ( ,  ,  )x f x y a x a    ,  ( ,  ,  )y x y a y     для 7 / .X = x   (28) 

Вычислим группу оператора 8 /X = y x  . Для него y  , 0  . По тео-

реме Ли  группа оператора удовлетворяет уравнениям (19), которые сейчас 

имеют вид: /df da =  , / 0d da  . C учетом (18) получим ,y   .f = ay+ x  

Итак, 

 ( ,  ,  )x f x y a x ay    ,  ( ,  ,  )y x y a y     для 8 /X = y x  . (29) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Решения уравнения 0y =  – это прямые на плоскости (x, y) (невертикаль-

ные). Элементы допускаемой группы решения этого уравнения переводят в 

такие же решения, т. е. (невертикальные) прямые плоскости (x, y) переводят в 

такие же прямые.  

Если x понимать как время, то плоскость (x, y) можно рассматривать как 

расширенное фазовое пространство (пространство событий). На этой плоско-

сти невертикальные прямые являются в точности «мировыми линиями» для 

одномерного прямолинейного движения. И элементы допускаемой группы 

одномерное прямолинейное движение переводят в такое же движение. А это 

уже тесно связано с таким понятием, как «инерциальные системы отсчета». 

Итак, поиск допускаемой группы (уравнение (1)) можно понимать как 

синтез инерциальных систем отсчёта (в том числе и криволинейных), и в дан-

ной работе эта задача решена для одномерного движения.  

Далее в рамках рассматриваемой в статье задачи предполагается ответить 

на следующие вопросы. 

1. Для каждой из восьми найденных однопараметрических групп преобра-

зований проверить, действительно ли это локальная группа, изоморфная ве-

щественным числам по сложению. Посмотреть, действительно ли она сохра-

няет исходное уравнение (1). Увидеть смысл (что значит, что эта однопара-

метрическая группа сохраняет исходное уравнение). Продолжается ли каждая 

из этих групп на все значения параметра a?  
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2. Восьмимерное пространство операторов устойчиво при замене x, y друг 
на друга. Что это значит? 

3. Вычислить таблицу умножения для операторов X. Действительно ли 
коммутаторы операторов являются линейными комбинациями этих операто-
ров? Как устроена эта восьмимерная алгебра Ли? Будет ли она полупростой? 
Простой? Нильпотентной? Разрешимой? Какой у нее радикал? Какой в ней 
смысл (для исходного уравнения)? 

4. Найти восьмимерную группу Ли, соответствующую этой восьмимерной 
алгебре Ли. Как она устроена? Будет ли она полупростой? Простой? Нильпо-
тентной? Разрешимой? Какой у нее радикал? Какой смысл в этой группе (то 
есть как понимать, что группа сохраняет исходное уравнение)? Каждый ли из 

элементов этой группы продолжается на все значения параметра a? Совпадает 
ли эта группа с локальной группой достаточно гладких преобразований плос-
кости, которые прямые переводят в прямые. Как непосредственно вычислить 
последнюю локальную группу (без группового анализа)? 
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The allowed Li's algebra for rectilinear uniform motion
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The group analysis is recognized and reliable, and at times even the only instrument of re-

search of the differential equations both in mechanics, and in other sciences. But this tool is 

quite difficult, and probably for this reason still unfortunately is too little used in the theory of 

automatic control. This work though to some extent meets this lack, and for training helps to 

take the first step in the group analysis. For the y = y(x) function, the initial differential equa-

tion is considered; its decisions are straight lines on the plane (x, y) (not vertical). Elements of 

the allowed group of the solution of this equation transfer to the same decisions, that is (not 

the vertical) direct planes (x, y) transfer to the same straight lines. If x to understand as time, 

the plane (x, y) it is possible to consider as expanded phase space (space of events). On this 
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plane (not vertical) straight lines are in the accuracy «world lines» for the one-dimensional 

rectilinear movement. And elements of the allowed group transfer the one-dimensional recti-

linear movement to the same movement. And it is already closely connected with such con-

cept as «inertial reference systems». So, search of the allowed group of the initial differential 

equation can be understood as synthesis of inertial reference systems (that number and curvi-

linear), and in this work this task is solved for the one-dimensional movement. For the pur-

pose of training in the group analysis, the second continuation of the operator X of one-

parametrical group of transformations of the plane is looked for (x, y); for the initial differen-

tial equation the defining equations are written out; they are solved and receive the differential 

equations in private derivatives (on coefficients of the operator X as on function from x, y). 

The eight-measured space of operators of one-parametrical groups of transformations of the 

plane (x, y), allowed by the initial differential equation is received; the basis of this space  

(8 operators) is written out; for each of these eight operators the relevant one-parametrical 

group of the allowed transformations of the plane is calculated (x, y). Educational. 

Keywords: differential equations, the group analysis, the allowed operator, Lie's algebra, 
Lie's group, Lie's groups in the differential equations, the allowed Lie's algebra, the allowed 

Lie's group, the theory of automatic control, synthesis of regulators 
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