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К настоящему времени накоплено большое количество экспериментальных данных о 

разнообразных процессах так называемой аномальной диффузии, для которых, в частно-
сти, дисперсия меняется нелинейным по времени образом. Разнообразные методы модели-
рования аномальной диффузии связаны со следующими свойствами соответствующих 
процессов: «сильная форма» зависимости приращений; нестационарность приращений 
(см., например, [1]–[4]). Известными примерами таких процессов являются модели блуж-
дания в непрерывном времени (общепринятая аббревиатура CTRW), фрактальное (дроб-
ное) броуновское движение (см., например, [4, 5]). На сегодняшний день по всей видимо-
сти не существует форматов моделирования (см. [3]), охватывающих все указанные 
свойства, подобно тому как винеровский процесс является классическим форматом бро-
уновского движения. Вопросы моделирования процессов переноса в сингулярных фазовых 
пространствах ставились в работах [1–4] и др., где рассматривалось моделирование про-
цессов переноса в сплошных средах с фрактальной структурой, рассматриваемых как под-
множества нулевой лебеговой и некоторой ненулевой хаусдорфовой меры. В качестве ин-
струмента моделирования в этих работах применялся аппарат дробного интегро-
дифференциального исчисления. В этой работе мы отходим от парадигмы того, что про-
цессы переноса моделируются в сплошных средах с фрактальной структурой. В работе 
построено мастер-уравнение, которое позволяет моделировать процессы аномальной диф-
фузии таким образом, чтобы учитывать одновременно фрактальную структуру последей-
ствия и корреляционные свойства процесса. Мастер-уравнение позволяет получить в каче-
стве предельных случаев винеровский процесс и фрактальное броуновское движение. 
Настоящая работа является естественным продолжением цикла работ [6–9], в котором 
аномальность переноса массы, энергии, импульса существенно связывалась с введением 
сингулярных относительно меры Лебега величин.  

 

Ключевые слова: множество Кантора, фрактальное броуновское движение, скользящие 
средние, аномальная диффузия, самоподобие. 
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Введение 

На множестве отрезков [ , ]a b    определим операцию «вырезания»  

del ([ , ]) = [ , ] \ ( ( ) / , ( ) / ),q a b a b a b a q b b a q     

где > 2q . Результатом этой операции является появление вместо одного отрезка 

пары непересекающихся отрезков. 
Естественным образом распространим эту операцию на совокупность под-

множеств, представимых в виде объединения конечного числа непересекающихся 
отрезков. Тогда определенную операцию «вырезания» можно итерировать. При 
каждом > 2q  определим канторово множество qS :  

=1
= del ([0,1]).n

q q
n

S
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Множество 3S – классическое канторово множество. Заметим, что множество 

же 2S  совпадает с отрезком [0,1] . Размерность Хаусдорфа множества Кантора 

равна = ln 2 / lnqd q  (см., например, [14]), при этом dq
 – соответствующая ко-

нечная мера Хаусдорфа (заметим, что ( ) = 1d qq
S ). В дальнейшем за буквой qd  

закрепим обозначение размерности Хаусдорфа множества qS . 

Каждому множеству , 2 < <qS q   соответствует непрерывная и возрастающая 

на отрезке [0,1]  функция ( ) = ([0, ])q dq
C x x , [0,1]x , называемая канторовой 

лестницей. 
Отметим, что 2 ( ) =C t t  для всех [0,1]t  и ( ) = 1/ 2C t  при всех (0,1)t , 

кроме того, (0) = 0C  и (1) = 1C  (см., например, [12]). 

Пусть B  и T – положительные константы. Для всех [0, ]t T  обозначим 

( ) := 2 ( / )q qM t BC t T . 

1. Постановка задачи 

Теперь перейдем к постановке основной задачи, причем для простоты изложе-
ния мы ограничимся одномерным случайным блужданием материальной частицы. 

Пусть { ; }k k  – независимые одинаково распределенные случайные вели-

чины с нулевыми средними и единичными дисперсиями, где  – множество всех 
целых чисел. В дальнейшем будем предполагать, что последовательность 
{ ; }jX j  определяется по формуле 

 
=

= ,j j k k
k

X a





    (1) 

которые являются скользящими средними исходной последовательности 
{ ;  }k k   (см. [13]). Следующее хорошо известное условие гарантирует сходи-

мость с вероятностью первого ряда в правой части (1):  

 20 < < .k
k

a





  (2) 

Всюду в дальнейшем условие (2) предполагается выполненным. Заметим, что 
если 0 0a   и = 0ja  при всех 0j  , то последовательность { }jX  становится 

последовательностью 0{ ja  , }j . 

Определим процесс частных сумм скользящих средних из (1):  

0
=1

:= 0, := , = 1,2,...
n

n i
i

S S X n  

Через ( )HB t  обозначим так называемое фрактальное броуновское движение 

(см. [5]), т. е. центрированный гауссовский процесс с ковариационной функцией  

  2 2 21
( , ) = | | , 0 < < 1.

2
H H HR t s t s t s H     (3) 
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Легко видеть, что случай = 1/ 2H  соответствует стандартному винеровскому 
процессу. Отметим известное свойство Н-однородности фрактального броунов-
ского движения (см. [5]): для любого > 0  конечномерные распределения слу-

чайных процессов { ( )}HB t  и { ( )}H
HB t  совпадают. Кроме того, случайный 

процесс HB  имеет стационарные приращения. 

Скорость некоторой частицы в моменты времени /kT n , = 1, ,k n , обозна-
чим через ( / )nv kT n , положим (0) = 0nv . Пусть закон изменения импульса части-
цы единичной массы имеет вид 

 
1

1
,

=0
( / ) = ( / ),

k
H

n k i q n
i

v kT n n X M iT n



     (4) 

где 1=k k kX X X  , = 1,k  , 1 1=X X  и ( ) = ( / ) ( )n n nv t v t T n v t   , 

, ( ) = ( / ) ( )q n q qC t C t T n C t   . 

Представление (4) является кинетическим уравнением, описывающем эволюцию 
некоторой системы во времени с последействием, имеющем фрактальную струк-
туру. Соотношение (4) назовем мастер-уравнением. 

Правая часть (4) является скользящим средним порядка k  (см., например, 
[13]). Далее, определим следующий процесс частных сумм:  

 
[ / ]

=1
( ) = ( / ),   [0, ],   = 1,2,

nt T

n n
i

T
R t v iT n t T n

n
    (5) 

Значение ( )nR t  представляет собой положение точки в момент времени 

[ / ] /T nt T n  (через [ ]  мы обозначаем целую часть числа). 
Приведем два предельных случая:  
I) =q  ; 

II) = 2q .  
I) Закон изменения скорости имеет вид:  

 
1( / ) = , = 1, , 2H

n kv kT n Bn X k n    (6) 
и 

 1
1 1(( 1) / ) = ( ).H

n nv n T n Bn X X
      (7) 

Заметим, что ( )nR t  слабо сходится к 0 ( / )HBTB t T , [0, ]t T  при n  ,  

где ( )HB   – фрактальное броуновское движение (см. [10]). 
II) Закон изменения скорости имеет вид 

 1
2

( / ) = , = 1, 2, , 1.n kH

B
v kT n X k n

n
    (8) 

Отметим, что ( )nR t  описывает положение материальной точки с единичной мас-

сой движущейся под действием силы 
1

[ / ]
2 H

nt T
Bn

X
T


. 

Обозначим  

 
0 1

1 1

= , 0; := 0,

= ( ), < 1.

m m

m m

A a a m A

A a a m



 

  

   




  (9) 

Заметим, что , 0nS n  , можно представить в виде ( )n k k kk A A     . 
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Введем в рассмотрение условия, связывающие между собой последователь-
ность { }ia  и параметр (0,1)H  : 

( ).HI  Пусть для некоторых постоянных = 0c  и 0 < < H  при n   выпол-

няются следующие соотношения:  

 
1/2 1/2| |= ( ),H H

nA cn O n     (10) 

 3/2 3/2| ( 1/ 2) |= ( )H H
na c H n O n      (11) 

и, кроме того,  

  = 0, < 0.na n   (12) 

Скажем, последовательность 1/2 1/2= (( 1) ), 1H H
ia c i i i    , 0 =a c  и 

= 0, < 0ia i  удовлетворяет условию HI  (см. [10, 11]).  

Замечание 1. Пусть выполнено условие ( )HI . Тогда 2
02

=lim n
n H

DS

n
  , при-

чем константа 2
0  имеет вид 2

Hc L , где 1/2 1/2 2
0

1
= ((1 ) )

2
H H

HL s s ds
H

     , а 

константа c  определена в условии ( )HI  (см. [10, 11]).  

Теорема 1. Пусть выполняется условие ( )HI . Тогда для каждого q , такого 

что 2 <q  , дисперсия процесса nR  удовлетворяет неравенствам:  

2 2 2 2
( / ) ( ) ( / ) , 0 ,lim

H d H dq q
n

n
c t T DR t C t T t T

 


     

где = ln 2 / lnqd q , 
2 2 2

1 2 2 10
02

2
= (1 )

( 1)

d H
d

HB T
c u u du

q





  и 2 2 2 2

0= 4C H B T   

 21 1
0

(1 )d Hu u du  . 

2. Доказательство основных результатов 

Введем обозначение: =1= n
n iiS X  при 1n  , 0 = 0S . 

Лемма 1. Для любых 1 2, , [0,1]s s t , таких что 1 2,s s t , при n   выполня-

ется соотношение  

  2 2
0 1 2[ ] [ [ ] [1 2

( ) ( ).] ]
H

H Hnt ns nt nsE S S n EB t s B t s       

Доказательство. Будем считать, что 1 2s s . Выполняется очевидное равенство:  

2 2
[ ] [ [ ] [ [ ] [1 2 1

22 ] ] ]
H H

nt ns nt ns nt ns
S S n S n  

   

  22 2
[ ] [ [ ] [[ ] [ 1 21

2 .] ]]
H H

nt ns nt nsnt ns
S n S S n 

  

  

(13) 
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Из (13) получаем  

   2 2
[ ] [ [ ] [ [ ] [1 2 1

2 ] ] ]
H H

nt ns nt ns nt nsE S S n D S n     

    2 2
[ ] [ [2 2 1

.] ] [ ]
H H

nt ns nsD S n D S nns     (14) 

В соответствии с замечанием 1 выводим  

     
 

2 2 2
[ ] [ [ ] [ [1 2 2 1

2 2 2 2
0 1 2 2 1

] ] ] [ ]

( ) ( ) ( ) .

H H H
nt ns nt ns ns

H H H

D S n D S n D S nns

t s t s s s

   

        

Откуда и из (14) получаем  

    
2

2 2 2 20
1 2 2 1[ ] [ [ ] [1 2

( ) ( ) ( ) .] ] 2
H H H H

nt ns nt nsE S S n t s t s s s 


        (15) 

Осталось заметить, что правая часть (15) совпадает с 2
0 1 2( ) ( )H HEB t s B t s   .  

Приведем следующее предложение из [12, стр. 192], на котором основывается 
доказательство предложения 1.  

Предложение 1. Для каждого 2 < <q   имеют место неравенства:  

/ ( 1) ( ) , 0,d d d
qt q C t t t   

 

где = ln 2 / lnqd q . Оба неравенства точные и ( ) / d
qC t t  не имеет предела  

при 0t  .  
Доказательство теоремы 1. Прежде всего имеют место следующие очевид-

ные равенства:  

 
[ ] 1

[ ]

=0
( ) = 2 (( 1) / ) ( / )

n
n i

n q qH
i

S
R t BT C i n C i n

n

        

 
[ ] [ ]

0
= 2 ( ),

n ns
qH

S
BT dC s

n

  
  

 

(16) 

где = /t T . Из (16) следует, что  

 
[ ] [ ] [ ] [ ]2 2 1 2

1 20 0 2
( ) = 4 ( ) ( ).

n ns n ns
n q qH

S S
DR t B T E dC s dC s

n

      
  
 

    (17) 

Из леммы 1 (см. соотношение (15)) получаем  

2 2 2
0( ) = 4lim n

n
DR t B T


   

 
2 2 2

1 2 2 1
1 20 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ).

2

H H H

q q
s s s s

dC s dC s
        

    (18) 
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Из (18) вытекает неравенство 

2 2 2
0( ) 4lim n

n
DR t B T


     

 
2 2 2

1 2 2 12
1 20 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ).

2

H H H
s

q q
s s s s

dC s dC s
       

    (19) 

Уменьшая правую часть (19), получаем  

 2 2 2 22
0 2 1 20 0

( ) 2 ( ) ( ) ( ).lim
s H

n q q
n

DR t B T s dC s dC s



      (20) 

Преобразовывая правую часть (20), а также интегрируя по частям, получаем  

2 2 2 2 2 2 2 2 22
0 2 1 2 0 2 20 0 0

2 ( ) ( ) ( ) = ( ) ( )
s H H

q q qB T s dC s dC s B T s dC s
         

  

 

2 2 2 2 2 1
0 2 2 20

= 2 ( )( ) .H
qH B T C s s ds

   
 

(21) 

Далее, применяя предложение 1 к правой части последнего равенства в (21), 
получаем нижнюю оценку неравенства, сформулированного в теореме 1. 
Получим теперь верхнюю оценку. Применяя неравенство Гёльдера, выводим  

2 2 2
0 1 2 1 20 0

( ) = 4 ( ) ( ) ( ) ( )lim n H H q q
n

DR t B T EB s B s dC s dC s
 


        

  22 2 2
0 0

4 ( ) ( ) .H
qB T s dC s

      (22) 

Интегрируя по частям в правой части (22), получаем  

    2 2
2 1

0 0
( ) ( ) = ( ) ( ) .H H

q qs dC s H s C s ds
         (23) 

И, наконец, применяя предложение 1 к правой части равенства (23), получаем 
верхнюю оценку теоремы 1. 
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ON THE MASTER EQUATION APPROACH TO MODELING  
ANOMALOUS DIFFUSION 

Arkashov N. S., Seleznev V. A. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
A large amount of experimental data on various processes of the so-called anomalous diffusion 

for which variance varies nonlinearly over time has currently been accumulated. Various methods of 
modeling anomalous diffusion are associated with such properties of the corresponding processes as 
“a strong form” of increment dependence and increment nonstationarity (see, e.g., [1]–[4].). The 
well-known examples of such processes are continuous time random walk (CTRW) models and the 
fractional Brownian motion (see e. g, [4], [5]). Today, apparently, there are no modeling formats 
(see. [3]) covering all of these properties, similar to the Wiener process which is a classical format of 
the Brownian motion. Questions of modeling transport processes in singular phase spaces were 
raised in [1]–[4] etc., where the modeling of transport processes in continuous media with a fractal 
structure was studied. These processes were considered as a subset of the zero Lebesgue and some 
non-zero Hausdorff measures. A technique of fractional integro-differential calculus was used as a 
modeling tool in these studies. In this paper we depart from the paradigm that transfer processes are 
modeled in continuous media with a fractal structure. We construct a master equation that makes it 
possible to model anomalous diffusion processes in such a way as to take into account both the af-
tereffect fractal structure and correlation properties of the process. This master equation allows ob-
taining the Wiener process and the fractional Brownian motion as limiting cases. This present paper 
is a natural continuation of a series of papers [6], [7], [8], [9] in which an anomalous character of 
mass, energy, and momentum transport was closely linked with the introduction of values singular 
relative to the Lebesgue measure. 

 

Keywords: Cantor set; fractional Brownian motion; moving averages; anomalous diffusion; 
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