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В данной статье предлагаются критерии согласия, в основе которых лежит расстояние 

Колмогорова между условной функцией надежности, соответствующей проверяемой гипо-
тезе, и непараметрической оценкой функции надежности, предложенной Бераном для раз-
личных планов эксперимента. Оценка Берана является обобщением хорошо известной 
оценки Каплана–Мейера. При расчете оценки Берана используется ранее предложенный 
алгоритм выбора адаптивного параметра размытости. Методами компьютерного модели-
рования проведено исследование зависимости распределений статистик критериев от  
объема выборки, а также числа точек плана эксперимента. В статье также предложено не-
сколько статистик критериев в зависимости от плана эксперимента. Получено практиче-
ское подтверждение теоретических предположений о характере сходимости статистик кри-
териев. В результате сравнительного анализа мощности показано, что для рассмотренных 
пар конкурирующих гипотез предложенные критерии предпочтительней классического 
критерия типа Колмогорова, применяемого к выборкам остатков, а также критерия типа 
хи-квадрат для модели пропорциональных интенсивностей. На примере анализа данных о 
стойкости электроизоляционных жидкостей при различных величинах напряжения постро-
ена параметрическая модель ускоренных испытаний и с использованием предложенного 
критерия проверена гипотеза о виде полученной модели. 
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Введение 

Построение статистической модели, описывающей зависимость функции 
надежности (выживаемости) от объясняющих переменных (ковариат), в качестве 
которых могут выступать воздействия различного типа, например, температура, 
давление, возраст пациентов, тип лечения больных, напряжение и другие, являет-
ся одной из важнейших задач в теории надежности (выживаемости). К наиболее 
широко используемым на практике регрессионным моделям надежности можно 
отнести модели ускоренных испытаний [1] и пропорциональных интенсивностей 
Кокса [2], а также их обобщения [3]. 

При построении параметрической регрессионной модели привлекается апри-
орная информация о характере зависимости функции надежности от объясняю-
щих переменных, а также о виде распределения отказов. В случае отсутствия ка-
кой-либо априорной информации логично использовать непараметрические мето-
ды оценивания. К таким методам относится предложенное Р. Бераном обобщение 
оценки Каплана–Мейера [4] на случай построения регрессионных моделей 
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надежности [5]. В [6] проведено исследование скорости сходимости оценки Бера-
на к истинной условной функции надежности для случайного плана эксперимен-
та. В [7–10] проведено исследование статистических свойств оценки Берана и 
предложен метод выбора оптимального параметра сглаживания в случае детер-
минированных дискретных планов эксперимента. 

Основной проблемой, возникающей при построении параметрической регрес-
сионной модели надежности, является проверка справедливости предположения о 
виде регрессионной зависимости и распределении отказов, для чего используются 
критерии согласия. Подробное исследование распределений статистик и мощно-
сти критериев согласия, применяемых к выборкам остатков, для AFT-модели и 
модели Кокса представлено в работах [11–15]. В частности, в [11] исследуются 
критерии согласия в случае полных и цензурированных I и II типа выборок, в [14] 
сформулированы алгоритмы моделирования распределений статистик критериев 
типа Колмогорова, Крамера–Мизеса–Смирнова и Андерсона–Дарлинга для слу-
чайно цензурированных выборок. Непараметрические критерии согласия для мо-
дели ускоренных испытаний наряду с примерами их применения представлены в 
[12]. Более полный обзор литературы, посвященной критериям согласия для ре-
грессионных моделей надежности и выживаемости, можно найти в [15]. Вместе с 
тем существует и другой подход к построению критериев согласия для парамет-
рических регрессионных моделей, который заключается в использовании непара-
метрической регрессии. Например, в [16–17] рассматривается критерий согласия 
для классической регрессионной модели с аддитивной ошибкой. 

В настоящей работе предлагается универсальный критерий проверки гипотезы 
о виде параметрической регрессионной модели надежности, базирующийся на 
использовании оценки Берана. Основная идея заключается в том, чтобы оценить 
расстояние между теоретической условной функцией надежности, соответствую-
щей проверяемой гипотезе, и непараметрической оценкой Берана при различных 
значениях ковариаты. В качестве такого расстояния в работе рассматривается ста-
тистика типа Колмогорова. В статье дается также пример построения параметри-
ческой регрессионной модели надежности для времени жизни изоляционных 
жидкостей в зависимости от напряжения. 

1. Непараметрическая оценка Берана 

Обозначим через xT  время безотказной работы исследуемых технических из-

делий, которое зависит от скалярной ковариаты, диапазон значений которой 
определяется условиями эксперимента и представляет собой отрезок числовой 
прямой. Без потери общности будем считать этот отрезок равным [0;1] . Функция 

надежности определяется соотношением 

 ( ) ( ) 1 ( | )xxS t P T t F t x    ,  (1) 

где ( | )F t x  – условная функция распределения случайной величины xT . В ре-

зультате испытаний на надежность n объектов получена выборка отказов вида: 

 1 21 2( , ),( , ),..., ( , )nnY Y Y Yx x x , 

где iY – время отказа i-го объекта; ix – значение ковариаты, при котором наблю-

дался i-й объект.  
План эксперимента, при котором значение ковариаты ix  представляет собой 

реализацию случайной величины из некоторого распределения, будем называть 
случайным планом. Вместе с тем на практике план эксперимента чаще представ-



РАЗРАБОТКА И ИСЛЕДОВАНИЕ КРИТЕРИЕВ СОГЛАСИЯ… 45 

 

ляет собой дискретный детерминированный план, в котором объекты отобранной 
выборки разбиваются на группы, в каждой из которых определено значение кова-
риаты.  

В условиях отсутствия предположений о виде регрессионной зависимости 
условная функция надежности может быть построена с помощью непараметриче-
ской оценки Берана [5]: 
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где x  – значение ковариаты, при которой оценивается функция надежности; 
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Проверим справедливость уравнения (2) с помощью методов компьютерного 
моделирования.  Для этого можно аппроксимировать зависимость расстояния 
между оценкой Берана и истинной функцией надежности от объема выборки: 
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где   – случайная ошибка модели, которая удовлетворяет условиям: ( ) 0M   , 
T 2( )M      , 1  – параметр, который следует оценить.  

Чтобы оценить параметр 1 , смоделируем 2000N   выборок размером от 20 

до 500 наблюдений при случайном плане. В качестве истинной модели рассмот-
рим модель Кокса [2]: 

    ( ; )
0( ) ( ) r x

xS t S t     

с функцией от ковариат вида ( ; ) ln(1 )xr x e   , 2   и логнормальным базо-

вым распределением с функцией плотности: 
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с параметрами 1 21,5  , 2 1,6  . Значения ковариаты моделировались в соот-

ветствии с равномерным распределением на интервале  0, 1 . 

По сгенерированным выборкам считалось расстояние nD  между истинной 

условной функцией надежности и оценкой Берана при 0,5x  . В результате по-

лучена выборка вида     1 11, , , ..., , ,
l ln n n l nD n b D n b , по которой методом 
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наименьших квадратов оценивался параметр 1 , входящий в (3). На рис. 1 в зави-

симости от объема выборки показаны средние значения статистики nD  и полу-

ченная аппроксимация зависимости (3) с оценкой параметра 1ˆ 0,55  .  

 

 

Рис. 1 – Аппроксимация статистики (3) при случайном  
     плане эксперимента для различных объемов выборки 

Fig. 1 – Approximation of statistic (3) for different sample  
                    sizes for the random plan of experiment 

Как видно на рис. 1, функция (3) достаточно точно описывает скорость сходи-

мости оценки, при этом коэффициент детерминации 2 0,988R  . Таким образом, 
результат, полученный в [6], хорошо подтверждается результатами компьютерно-
го моделирования.  

2. Критерий согласия на основе оценки Берана 

В теории надежности условная функция надежности обычно параметризуется 
с учетом предположений о виде зависимости функции распределения отказов от 
наблюдаемой ковариаты. Обязательным этапом построения параметрической ре-
грессионной модели надежности является проверка гипотезы вида 

  0 0: ( ) ( ( ; ), , ); ,x t G S t xH S      , (4) 

где 0( ( ; ), , )G S t x    – некоторая параметрическая регрессионная модель, которая 

определяет зависимость базовой функции надежности 0 ( ; )S t   от ковариаты x;  

  – вектор параметров базового распределения;  – вектор регрессионных пара-
метров. 

В данной работе для проверки гипотезы (4) предлагается непараметрический 
критерий согласия на основе оценки Берана. Основная идея заключается в ис-
пользовании расстояния между теоретической функцией надежности и непара-
метрической оценкой Берана при различных значений ковариаты. 

Одной из наиболее популярных статистик, применяемых для оценки расстоя-
ния между функциями надежности, является статистика типа Колмогорова.  
В случае проверки гипотезы (4) статистика принимает вид 

 
1.. , 0
sup ( ; , ) ( | )

i nx b i
i n t

S t S t x
 

     , (5) 

где ( ; , )
ixS t    – условная функция надежности, соответствующая гипотезе 0H .  
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Используя результаты исследования сходимости оценки Берана к истинной 
функции надежности, полученные в предыдущем разделе, можно построить кри-
терий согласия на основе следующей статистики: 
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1.. , 0
sup ( | ) ( )
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n

B b x
i n t

nb
S S t x S t

n  

    
 

 , (6) 

распределение которой быстро сходится к некоторому предельному закону. 
Однако статистика (6) имеет два существенных недостатка. Во-первых, она 

применима только для случайного плана. В случае дискретного плана необходимо 
учитывать количество групп и количество элементов в группе.  В качестве демон-
страции зависимости распределения статистики (6) от количества групп на рис. 2 
показаны распределения статистики BS

 
при проверке гипотезы относительно 

описанной в предыдущем разделе модели Кокса (объем выборок 120n  , количе-
ство групп 4, 10, 20, 40, 60m  ). 

 

 

Рис. 2 – Распределения статистики (6) при различном 
числе групп плана эксперимента 

Fig. 2 – The distributions of statistic (6) for different  
groups number of experimental design 

Как следует из рис. 2, распределение статистики (6) существенно зависит от 
числа групп в плане. То есть при дискретном плане распределения статистики (6) 
при различных значениях ковариаты с ростом объема выборок не сходятся к од-
ному предельному распределению. 

Вторым недостатком данной статистики в контексте построения критерия яв-
ляется то, что она учитывает только одно значение ковариаты. Другими словами, 
при построении статистики не используются все данные, представленные в вы-
борке, и, следовательно, теряется часть информации об исследуемом явлении. 
Кроме того, остается открытым вопрос о том, как выбрать значение ковариаты, 
для которого необходимо рассчитать статистику. Мощность критерия, построенно-
го по одному значению ковариаты, будет заведомо ниже, чем по всем ковариатам. 

Следовательно, для построения критерия целесообразно учитывать все значе-
ния ковариаты. Поэтому в данной работе при построении критерия согласия для 
дискретного плана с большим числом элементов в группе (более 6) будем исполь-
зовать статистику вида 
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Если количество элементов в каждой группе меньше 6, предлагается исполь-
зовать статистику вида 
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1.. , 01
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sup ( ; , ) ( | )

ln i n
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B x b i
i n ti

nb
S S t S t x

m n  

           
  , (8) 

где ( | )
nb iS t x – оценка Берана при значении ковариаты ix .  

Такое разделение позволяет использовать особенности каждого из видов плана 
эксперимента: дискретного детерминированного или случайного. Статистика (7) 
предназначена для дискретного плана, так как в этом случае информации о каж-
дом значении ковариаты в плане эксперимента достаточно для того, чтобы ис-
пользовать супремум. При случайном же плане, либо при планах, в которых ко-
личество наблюдений для каждого значения ковариаты невелико, критерий согла-
сия со статистикой (7) будет иметь низкую мощность. Поэтому в этом случае 
необходимо использовать усредненное расстояние вида (8). 

3. Исследование распределений статистик и мощности критериев 

Исследуем поведение распределений статистик предложенных критериев в за-
висимости от объема выборки и количества групп. В качестве истинной модели 
рассмотрим модель ускоренных испытаний [18]: 

( ) 0( )
( ; )x

t
S t S

r x
 

   
 

с логарифмически линейной функцией от ковариат ( ; ) ln(1 )xr x e    и базовой 

функцией надежности, соответствующей экспоненциальному распределению. 
На рис. 3 и 4 приведены распределения статистик (7) и (8) с объемами выборок 
20, 40, 80, 120, 200, 300n   для количества групп m = 10. 

 

 

Рис. 3 – Распределения статистики (7) при различных  
       объемах выборки для количества групп m = 10 

Fig. 3 – The distributions of statistic (7) for different sample  
                sizes with fixed groups number m = 10 
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Рис. 4. Распределения статистики (8) при различных объемах 
выборки для количества групп m = 10 

Fig. 4. The distributions of statistic (8) for different sample sizes  
with fixed groups number m = 10 

Как видно на рис. 3 и 4, распределения обеих статистик зависят от объема вы-
борки и сдвигаются влево с увеличением объема выборки. 

Теперь рассмотрим поведение распределений статистик (7) и (8) в зависимости 
от числа групп. На рис. 5 и 6 представлены распределения исследуемых статистик 
для фиксированного объема выборок 120n   с различным числом групп: 

4,10, 20,30, 40,60m  . Количество наблюдений в каждой группе одинаково. 
 

 

Рис. 5 – Распределения статистики (7) для различного количества  
групп при объеме выборки n = 120 

Fig. 5 – The distributions of statistic (7) for different numbers  
of groups with fixed sample size n = 120 

Как показано на рис. 5, с увеличением количества групп распределения стати-
стики (7) оказываются правее. Однако распределения статистики (8) с ростом ко-
личества групп смещаются влево, как видно на рис. 6. Это связано с тем, что ста-
тистика (7) соответствует максимальному расстоянию между теоретической 
функцией надежности и оценкой Берана при значении ковариаты с наихудшей 
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оценкой. Таким образом, с увеличением количества различных значений ковариа-
ты информация об одном значении уменьшается. В то же время статистика (8) 
соответствует среднему максимальному расстоянию по всем значениям ковариа-
ты, поэтому с увеличением количества различных значений ковариаты вклад 
наихудшей оценки уменьшается, и усреднение происходит в большем количестве 
групп. 

 

 

Рис. 6 – Распределения статистики (8) для различного количе-
ства групп при объеме выборки n = 120 

Fig. 6 – The distributions of statistic (8) for different numbers of 
groups with fixed sample size n = 120 

Далее исследуем мощность предложенного критерия и сравним ее с мощ-
ностью классических критериев на основе остатков. Для этого проведем те же 
эксперименты, что и в [15], и сравним результаты, полученные в случае полных 
данных для критерия Колмогорова, применяемого к выборкам остатков [11], и для 
критерия хи-квадрат в случае модели Кокса [15]. В качестве проверяемой гипоте-
зы 0H  рассмотрим модель пропорциональных интенсивностей Кокса с экспонен-

циальным базовым распределением с параметром масштаба 1 21,6147  и пара-

метром 0, 2  . Моделируемые выборки случайных величин объемом 100n   

содержат одну бинарную объясняющую переменную. В качестве конкурирующих 
гипотез рассмотрим два типа обобщенных моделей с базовым экспоненциальным 
законом:  

1
1H : модель Ксая  

 
Texp( · )T

0; , exp( ·( ) ( )) x
x t x t        

с параметрами 0, 2, 0,5;     
2
1H : SCE модель  

  
Texp ( · )

T
0( ; , ) 1 ( )exp ( ) · 1

x

x t x t


          

с параметрами 0, 2, 0,8    . 
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Оценки мощности, полученные при уровне значимости 0,1  , представлены 

в табл. 1. 

Таблица 1 / Table 1 

Оценки мощности критериев согласия 

Estimation of power of the tests 

Конкурирующая 
гипотеза / Compe-

ting hypothesis 

Предложенный 
критерий (7)/ 

Proposed  
test (7) 

Предложенный 
критерий (8)/ 

Proposed  
test (8) 

Критерий 
Колмогорова/ 
Kolmogorov 

test 

Критерий  
хи-квадрат/  

Chi-square test 

1
1H  0,94 0,88 0,77 0,74 

2
1H  0,81 0,76 0,65 0,65 

 

Как следует из результатов табл. 1, предложенный критерий согласия на осно-
ве оценки Берана способен различить гипотезы о виде регрессионной зависимо-
сти с большей мощностью, чем критерий Колмогорова, основанный на остатках. 
Кроме того, критерий со статистикой (7) обладает большей мощностью, чем кри-
терий со статистикой (8). Это объясняется тем, что в данном эксперименте коли-
чество наблюдений в группе достаточно велико (в каждой группе 50 наблюде-
ний), и статистика (7) была специально разработана для таких случаев. 

Алгоритм проверки гипотезы об адекватности построенной модели с помощью 
предложенных критериев можно сформулировать следующим образом. 

1. В соответствии с построенной моделью  0
ˆ ˆ( ; ), ,G S t x  , где ˆ ˆ,   – ОМП 

параметров модели по исходной выборке, смоделировать выборку отказов 

 1 21 2( , ), ( , ), ..., ( , )nnY Y Y Yx x x . 

2. По полученной выборке оценить параметры модели методом максимально-
го правдоподобия. 

3. Вычислить значение статистики (7), либо (8) в зависимости от вида плана 
эксперимента: статистики (7) для дискретного плана, статистики (8) для случай-
ного плана. 

4. Повторить пункты 1–3 N раз, получив в результате эмпирическое распре-
деление статистики критерия 0( | )N BG S H . 

5. Проверяемая гипотеза 0H  об адекватности построенной модели отклоня-

ется, если  01 |n N BG S H     , где BS  – значение статистики соответству-

ющего критерия согласия по исходной выборке. 

4. Пример построения параметрической модели по реальным данным 

В данном разделе покажем, как работает критерий согласия на примере по-
строения вероятностной модели надежности электроизоляционной системы, в 
которой отказом считается пробой электроизоляционных жидкостей. Результаты 
ускоренных испытаний приведены в [19]. В данных испытаниях все объекты были 
разбиты на семь групп. Внутри каждой группы объекты наблюдались под посто-
янным повышенным напряжением от 26 до 38 kV. Цель ускоренных испытаний 
заключалась в оценке функции надежности электроизоляционной системы под 
«нормальным» напряжением в 20 kV. План испытаний и моменты отказов приве-
дены в табл. 2. 
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Таблица 2 / Table 2 

План испытаний и моменты отказов 
Plan of trials and failures times 

Напряжение, 
kV / Voltage, 

kV 

Количество 
объектов / 

Number  
of objects 

Моменты отказов [мин]/ Failures times [min] 

26 3 5,79; 1579,52; 2323,7 
28 5 68,85; 426,07; 110,29; 108,29; 1067,6 

30 11 
17,05; 22,66; 21,02; 175,88; 139,07; 144,12; 20,46; 

43,40; 194,90; 47,30; 7,74 

32 15 
0,40; 82,85; 9,88; 89,29; 215,10; 2,75; 0,79; 15,93; 3,91; 

0,27; 0,69; 100,58; 27,80; 13,95; 53,24 

34 19 
0,96; 4,15; 0,19; 0,78; 8,01; 31,75; 7,35; 6,50; 8,27; 33,91; 

32,52; 3,16; 4,85; 2,78; 4,67; 1,31; 12,06; 36,71; 72,89 

36 15 
1,97; 0,59; 2,58; 1,69; 2,71; 25,50; 0,35; 0,99; 3,99; 

3,67; 2,07; 0,96; 5,35; 2,90; 13,77 
38 8 0,47; 0,73; 1,40; 0,74; 0,39; 1,13; 0,09; 2,38 

 
В [12] проблема выбора базового распределения решена с помощью критери-

ев, основанных на распределении остатков [3,14]. Наиболее подходящим базовым 
распределением был выбран обобщенный закон Вейбулла. Мы проверили анало-
гичную гипотезу с использованием критерия согласия со статистикой (8). В ре-
зультате наиболее подходящим базовым распределением также оказался обоб-
щенный закон Вейбулла.  

Вследствие того, что предложенный критерий по сравнению с классическими 
при проверке гипотезы о виде функции от ковариат обладает большей мощ-
ностью, логично для проверки такой гипотезы применить разработанный крите-
рий. В качестве возможных функций от ковариаты рассмотрим следующие: 

0 1
1( ) xr x e  ,  0 1/

2 ( ) xr x e  ,  0 1 ln
3( ) xr x e  . 

В табл. 3 показаны результаты проверки гипотезы о виде функции от ко-
вариаты. 

                                                                                            Таблица 3 / Table 3 

Результаты проверки гипотезы о виде функции ковариаты 
The results of testing the hypothesis of a covariate function 

Вид функции от ковариат/ 
Type of covariate function 

Достигнутый уровень значимости/ 
p-value 

1( )r x  0,665 

2( )r x  0,005 

3( )r x  0,680 

 
Так как при проверке гипотезы о функции от ковариат вида 3( )r x  получен 

наибольший достигнутый уровень значимости, то функция 3( )r x  наилучшим об-

разом описывает данные. Однако для функции 1( )r x  достигнутый уровень значи-

мости лишь незначительно меньше значения, полученного для 3( )r x . Поэтому 

использование функции 1( )r x  также допустимо.  
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Определив вид базового закона и функции от ковариат, мы можем оценить, за 
какое время работы при напряжении 20 kV с заданными вероятностями наступит 
пробой изоляционных жидкостей и изоляционная система выйдет из строя  
(табл. 4).  

Таблица 4 / Table 4 

 Вероятность пробоя в зависимости от времени работы 
Probability of breakdown in time 

Вероятность пробоя / Proba-
bility of breakdown 

0,15 0,30 0,45 0,60 0,75 0,90 

Время работы [мин] / Opera-
ting time [min] 3( )r x  11 900 29 450 55 000 94 150 162 250 327 350 

Время работы [мин] / Opera-
ting time [min] 1( )r x  2570 6550 12250 21 000 35 900 71 250 

 
Как видно из табл. 4, использование различных функций от ковариат приводит 

к разным прогнозам. Это связано с тем, что модели с функциями 3( )r x  и 1( )r x  

существенно отличаются друг от друга при значениях ковариаты менее 26. Тогда 
как в исходном эксперименте объекты при напряжениях менее 26 kV не исследо-
вались, а под напряжением 26 kV наблюдалось всего 3 объекта.  

Из результатов экспериментов также видно, что с уменьшением напряжения 
закономерности возникновения отказов меняются нелинейно. Таким образом, 
вытекает необходимость проведения дополнительных исследований при напря-
жениях, близких к «нормальному» напряжению в 20 kV, например, при 24 kV 
и/или при 26 kV.  

Если это невозможно, следует рекомендовать работать с жидкостями  
(производить диагностику, делать замену и пр.) в соответствии с функцией от 
ковариат 3( )r x  до 12 250 минуты. Однако если к 12 250 минуте ни один объект не 

будет заменен в результате пробоя или неудовлетворительного технического со-
стояния либо количество таких объектов окажется значительно меньше 50 %, то 
дальнейшие расчеты, план диагностики и прочее следует производить с учетом 
модели с функцией от ковариат 3( )r x . 

Заключение 

Таким образом, в статье предлагается критерий согласия, основанный на ис-
пользовании оценки Берана и расстояния Колмогорова. В зависимости от плана 
эксперимента рекомендуется применение различных модификаций статистики. 
Показано, что мощность предложенного критерия превосходит мощность 
классических критериев, применяемых для проверки гипотезы о виде параметри-
ческой модели. Применение предложенного критерия предполагает нахождение 
требуемого для принятия решения распределения статистики, соответствующего 
справедливости проверяемой гипотезы 0H , в результате компьютерного модели-

рования. В работе сформулирован и реализован алгоритм проверки сложных ги-
потез об адекватности построенной функции надежности, зависящий от вида пла-
на эксперимента. На примере подбора модели для зависящей от напряжения 
функции надежности изоляционных систем показаны возможности применения 
предложенного критерия. 
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In this paper, a new goodness-of-fit test based on the Kolmogorov distance between the con-

ditional reliability function, corresponding to the tested hypothesis, and the nonparametric estima-
tor proposed by Beran is introduced. The nonparametric Beran estimator is a generalization of the 
well-known Kaplan-Meier estimate. In the paper goodness-of-fit tests are suggested for different 
experimental designs. Distributions of statistics of the proposed test are studied by computer  
simulation methods depending on the sample size and the number of points of the experimental 
design. Comparative analysis of the power of test has shown that for the considered pairs of  
competing hypotheses the proposed tests are preferable to the classical Kolmogorov test applied 
to samples of residues, and the chi-square test for the proportional hazard model. 
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