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В общем случае оболочечная конструкция геликоидальной формы может состоять из 
m  армированных слоев, различающихся составами связующего, материалами армирую-
щих волокон и схемами армирования. Получены физические составляющие тензоров эф-
фективных тангенциальных жесткостей и температурных напряжений для многослойного 
полиармированного композитного материала в системе координат, не связанной с микро-
структурой материала. 

При этом физические составляющие тензоров эффективных тангенциальных жестко-
стей и температурных напряжений армированного материала зависят от модулей Юнга 
материалов арматуры и связующего, коэффициентов Пуассона арматуры и связующего, 
интенсивностей армирования и направления укладки волокон. Используемая структурная 
модель армированного материала позволяет после решения краевой задачи и определения 
осредненных напряжений находить напряжения в элементах композиции – арматуре и свя-
зующем материале. 

С целью определения нелинейного закона распределения температуры по толщине 
многослойной полиармированной оболочки отрицательной гауссовой кривизны найдено 
аналитическое решение контактной задачи теплопроводности. Приведена замкнутая си-
стема уравнений статики многослойных геликоидальных оболочек с учетом внешних тер-
мосиловых полей в системе координат нормально связанной с отсчетной поверхностью. 
Порядок системы уравнений не зависит от количества слоев и схем армирования. Разрабо-
тана методика расчета армированных оболочек отрицательной гауссовой кривизны, кото-
рая учитывает структурную неоднородность материала, а также возможность за счет варь-
ирования внутренней структуры достигать наибольшей согласованности жесткостных по-
лей конструкции с полями напряжений от внешних термосиловых воздействий.  
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Введение 

В современной строительной практике широкое применение находят линейча-
тые оболочки отрицательной гауссовой кривизны. В конструкциях современных 
многоэтажных гаражей используются сходни – пандусы, выполненные в виде 
прямой геликоидальной оболочки [1]. Элементы в виде геликоидальных оболочек 
могут найти широкое использование при оформлении перекрытий новых архи-
тектурных ансамблей.  

                                                           
Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта РФФИ № 15-01-00825. 
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Одним из основных факторов риска для таких конструкций является возмож-
ность возникновения пожара в здании. Температура окружающей среды при по-
жаре может достигать 1000 °С и более в течение всего лишь десятков минут [2]. 

В этом случае тонкостенные элементы работают в условиях высокотемпера-
турного неравномерного нестационарного нагрева, приводящего к возникнове-
нию тепловых напряжений, знание величины и характера которых необходимо 
для всестороннего анализа несущей способности конструкции. Тепловые напря-
жения как сами по себе, так и в сочетании с механическими напряжениями от 
внешних сил могут вызвать появление трещин в элементах конструкций из хруп-
ких материалов, возникновение и развитие пластических деформаций, ведущих к 
полному или прогрессирующему разрушению композитных тонкостенных кон-
струкций, их термовыпучивание. 

В настоящее время геликоидные турбины разработчики пытаются приспосо-
бить под ветровые преобразователи энергии. Геликоидные турбины (Патент Ав-
стрии № 117749 от 10.05.1930) с винтовыми направляющими, которые закручи-
вают поток воды в продольный вихрь и способствуют возникновению гироскопи-
ческого эффекта, оказывающего действие на тело ротора турбины. Известны так-
же геликоидные турбины с вертикальной осью вращения и лопастями, изогнуты-
ми по винтовой линии (Патент США № 5451137).  

С целью облегчения таких конструкций при их изготовлении можно использо-
вать современные волокнистые композиты: боро-, органо-, углепластики. 

Отметим специфические особенности оболочек из композитных материалов: 
резко выраженную анизотропию их деформативных свойств, ослабленное сопро-
тивление поперечным деформациям, существенное различие механических и теп-
лофизических характеристик слоев. Эти факторы имеют принципиальное значе-
ние [3–10] при определении полей напряжений тонкостенных слоистых элементов 
конструкций. 

Строительная практика промышленно развитых государств подтверждает пер-
спективность применения подобных материалов. Однако отсутствие надежных 
методик расчета армированных оболочек отрицательной гауссовой кривизны, 
которые бы учитывали структурную неоднородность, материала, а также возмож-
ность за счет варьирования внутренней структуры достигать наибольшей согласо-
ванности жесткостных полей конструкции с полями напряжений от внешних воз-
действий сдерживает проектирование подобных конструкций. Даже расчет изо-
тропных геликоидальных оболочек строится на различных упрощающих предпо-
ложениях, которые часто противоречат положениям теории оболочек и реальным 
условиям работы конструкции. 

К примеру, весьма распространен подход, основанный на применении безмо-
ментной теории оболочек [11, 12]. Однако авторы не замечают, что поскольку 
границами геликоидальной оболочки являются асимптотические линии, то это 
противоречит условиям применимости безмоментной теории [13] из-за возмож-
ности возникновения обобщенного краевого эффекта. С другой стороны, безмо-
ментная краевая задача теории оболочек является статически определимой. Зна-
чит, для вычисления усилий и напряжений не используется физический закон де-
формирования, и, следовательно, усилия и напряжения никак не зависят от струк-
туры и свойств материала оболочки. Все это делает неприемлемым использование 
безмоментной теории для анализа деформирования армированных оболочек от-
рицательной гауссовой кривизны, напряженное состояние которых может каче-
ственно изменяться за счет варьирования структуры материала оболочки [14]. 

В известных работах, посвященных расчету изотропных геликоидальных обо-
лочек, на основе моментной теории также используются не всегда оправданные 
упрощающие предположения. Например, в [15, 16] авторы пренебрегают ради-
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альной компонентой вектора смещений, что приводит к понижению порядка раз-
решающей системы дифференциальных уравнений. При этом не дается оценки 
погрешности данных допущений. Часто делается предположение о том, что обо-
лочка имеет большое число витков, нагрузка и шаг геликоида не изменяются в 
окружном направлении и влиянием закрепления прямолинейных кромок можно 
пренебречь [25]. Эти предположения приводят к тому, что компоненты напря-
женно-деформированного состояния не зависят от окружной координаты и крае-
вая задача описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями. По-
добный подход справедлив для оболочек с большим числом витков (больше деся-
ти) [1], что в строительной практике встречается нечасто. 

Экспериментальные исследования показали, что разрушения от поперечного 
сдвига часто лимитируют несущую способность армированных конструкций [17]. 
Учет обжатия влияет на напряженно-деформированное состояние конструкции 
значительно меньше, чем учет поперечного сдвига.  

В связи с вышесказанным при выводе дифференциальных уравнений, описы-
вающих напряженно-деформированное состояние геликоидальной оболочки, бу-
дем использовать обобщенные кинематические гипотезы Тимошенко [18], позво-
ляющие учесть поперечные сдвиги, удовлетворяющие краевым условиям на ли-
цевых поверхностях оболочки. 

Постановка задачи 

Рассмотрим прямую геликоидальную поверхность (см. рисунок), задаваемую 
радиусом-вектором: 

( , ) , ,
2

t
r r re l e lz     

 

где r ,   – криволинейная ортогональная система координат; t  – шаг геликоида. 

Компоненты основного метрического тензора, 
тензора кривизны, а также главные кривизны пря-
мого геликоида определяются следующим обра-
зом [19, с. 291]: 
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      (1) 

где a  и g  – дискриминанты метрических тензоров поверхности и пространства 

соответственно; K  гауссова кривизна. 
Параметры Ламе имеют вид 

 2 2
1 21;A A r l   . (2) 

В общем случае оболочечная конструкция может состоять из m  армирован-
ных слоев, различающихся составами связующего, материалами армирующих 
волокон и схемами армирования. 

Прямой геликоид 

Strait helicoid 
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Поверхности раздела k-го и ( 1)-гоk   слоя описываются уравнениями: 

1 1
1 1

,    ,  2
k m

k k j j
j j

z z z h h H 
 

     ( 1, 2, , 1)k m  . 

Будем рассматривать оболочку достаточно тонкую, поэтому теплообменом с 
поверхностей (см. рисунок) 1 2,  ; 0,  r r r r        можно пренебречь.  

На поверхностях z H  , z H  оболочки имеет место конвективный тепло-
обмен (при граничных условиях первого, второго или третьего рода): 

  (1)(1)
0,1 (1) (1) 0,1(33) 0,   ;

T
T T q z H

z


      


 (3) 

  ( )( )
, 1 ( 1) ( ) , 1(33) 0,   
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m m m m m m

T
T T q z H

z   


     


. (4) 

В (3), (4) температуры внешних сред и коэффициенты теплообмена обозначе-
ны через (0) ( 1),  mT T   и 0,1 , 1,  m m  соответственно; удельные мощности поверх-

ностных источников: 0,1z H qq   , , 1m mz Hq q   . 

На границах раздела армированных слоев выполняются условия идеального 
теплового контакта: 

1 1
( ) ( 1) ,

k k
k kz z z z

T T
 

   
  

 

1 1

( ) ( 1)( ) ( 1)
(33) (33) ( 1, 2, , 1)

k k
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z z z z

T T
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 . (5) 

В качестве первого приближения для неизвестных функций ( )kT  примем нели-

нейный закон распределения температуры по толщине пакета, который следует из 
решения одномерных уравнений стационарной контактной задачи теплопровод-
ности для оболочки, состоящей из m  армированных слоев [20], 

 
( )33

( ) ( ) 0   ( 1 ),
k t

k k
dTd g g

w k ,m
dz a dz a

 
     

 
 (6) 

где a  и g   дискриминанты метрических тензоров поверхности и пространства 

соответственно; ( )
t
kw  – удельная мощность объемных источников диссипативного 

характера. 
Интегрируя уравнение (6), получаем 2m  параметрическое семейство первооб-

разных функций: 
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Здесь K  – гауссова кривизна; H  – средняя кривизна и E  – эйлерова разность [19]. 
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После подстановки выражений (7) в граничные условия (3)–(5) однозначно 
определяются 2m  коэффициентов ( ) ( ),  k kA B  и находятся конечные выражения 

для искомых функций: 
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Радиальная, окружная и нормальная компоненты вектора смещений оболочки 
представляются в виде [10] 

 
3

( ) 0 ( ) ( )
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, ( , )i
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     , (9) 

где 0 0,ru u   – радиальная и окружная компоненты вектора смещений срединной 

поверхности оболочки; ,ir i   – коэффициенты разложения в степенной ряд 

смещений оболочки – функции координат срединной поверхности. 
В дальнейшем предполагается, что оболочка находится под действием нор-

мальной нагрузки ( , )q r  . В этом случае на лицевых поверхностях z H  долж-

ны выполняться условия ( ) 0r z  . 

Компоненты тензора деформации выражаются через обобщенные смещения: 
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Дифференциальные уравнения равновесия и набор краевых условий на прямо-
линейных и винтовых кромках оболочки были получены с помощью принципа 
возможных перемещений. 

Дифференциальные уравнения равновесия: 
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Краевые условия на направляющих и прямолинейных кромках: 
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Входящие в (11), (12) усилия и моменты определяются следующим образом: 
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Внешние усилия и моменты, приложенные к краям оболочки, определяются по 
формулам: 
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где 3 2 1
1 2( ) 3 ; ( ) ; , ,r z

df
f z z H z f z p p p

dz     – компоненты распределенной 

нагрузки, приложенной к границам оболочки. 
Компоненты тензоров напряжений, деформаций и температура для k -го слоя 

связаны зависимостями [21]: 
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Здесь 
1

( ) ( )ˆ ˆ .p q


   

Физические составляющие ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ,  ,  k k kA c q    тензоров эффективных тан-

генциальных упругих и температурных жесткостей A  и c , тензора поперечных 
сдвиговых податливостей q  для k-го армированного слоя определяются форму-

лами [21]: 
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В соотношениях (15)–(21) приняты следующие обозначения: ( ) ,k
nE  ( ) ,k

n  
( ) ( )

( )
( )1

k k
k n n

n k
n

E 
 


 – модули Юнга, коэффициенты Пуассона и температурного рас-

ширения для арматуры ( )n a  и связующего ( )n c , ( ) ( ),k k
z   – интенсивности 

армирования в плоскости и по толщине k-го слоя.  
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Установленные уравнения модели однонаправленно армированного слоя до-
статочно просты и их использование в конкретных расчетах не вызывает никаких 
затруднений. В то же время эти уравнения при  

,  ,  a c a c a cE E        

обеспечивают непрерывный переход к уравнениям Дюамеля–Неймана однород-
ного изотропного тела.  

На практике оболочка нередко изготовлена из материалов однонаправленно 
армированных слоев, оси симметрии которых не совпадают с координатными 
линиями исходной поверхности. Такая ситуация имеет место, например, в пере-
крестно армированных (под углами k  к направлению const)r   оболочках. 

Преобразование физических компонентов эффективных механических (16), 
температурных (17) жесткостей и тензора поперечных сдвиговых податливостей 
осуществляется по известным формулам [22]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
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ˆ ˆ , ,  
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Здесь ( )1 ( )2 ( )1 ( )2
1 2 2 1cos ,   sin .k k k k

k km m m m        

При этом физические составляющие тензоров эффективных тангенциальных 
жесткостей и температурных напряжений армированного материала зависят от 
модулей Юнга материалов арматуры и связующего, коэффициентов Пуассона 
арматуры и связующего, интенсивностей армирования и направления укладки 
волокон. Используемая структурная модель армированного материала позволяет 
после решения краевой задачи и определения осредненных напряжений находить 
напряжения в элементах композиции – арматуре и связующем [21–23]. 

Кроме того, можно учитывать неоднородность материала оболочки, находя 
для различных структур армирования слоев зависимость структурных параметров 

( ) ( ),  ,  k k
z k    от координат срединной поверхности [24]. 

Заключение 

Таким образом, расчет армированной геликоидальной оболочки сводится к 
решению краевой задачи, описываемой дифференциальными уравнениями равно-
весия (11), кинематическими соотношениями (9), физическими соотношениями 
(15), а также краевыми условиями на прямолинейных и винтовых кромках обо-
лочки (12). 

В отличие от [24], где подобные соотношения получены для оболочки, сре-
динная поверхность которой отнесена к главным линиям кривизны, приведенные 
здесь уравнения получены для оболочки, отнесенной к асимптотическим линиям. 

Если оболочка шарнирно оперта вдоль прямолинейных кромок, то краевые 
условия (12) при 0,    примут вид 

 0 3 0.ru w S M H          (23) 

Условиям (23) можно полностью удовлетворить, если обобщенные смещения 
представить в виде тригонометрических рядов: 

0 0
1 1

( , ) ( )sin ; ( , ) ( )sin ;k
k k k

k k

w r w r b u r u r b
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В отличие от классической краевой задачи, описываемой дифференциальными 
уравнениями восьмого порядка [24], в рассматриваемой постановке порядок диф-
ференциальных уравнений двенадцатый. Подставляя (24) в (10) с помощью (13), 
(15) получим следующие выражения для усилий и моментов: 
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Входящие в (25) функции ( ), ( ),..., ( )rk k kT r T r Q r   выражаются через обоб-

щенные кинематические перемещения и компоненты тензора упругости. 
Подставляя далее (25) в (11) и применяя процедуру Бубнова–Галеркина, полу-

чим бесчисленное множество систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний двенадцатого порядка: 
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 (26) 

где kq  – коэффициенты разложения в ряд Фурье нормальной и распределенной 

нагрузки ( , )q r  . 

Применяя процедуру Бубнова–Галеркина к (12), получим также набор краевых 
условий на винтовых кромках для уравнений (26) при 1 2,r r r . 

Таким образом, анализ напряженно-деформированного состояния армирован-
ной геликоидальной оболочки сводится к решению краевой задачи, описываемой 
множеством систем обыкновенных дифференциальных уравнений двенадцатого 
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порядка. Если же рассматривать оболочку в рамках классической теории Кирхго-
фа–Лява, то порядок разрешающих систем будет восьмой [24]. Возрастание по-
рядка разрешающих систем дифференциальных уравнений вызывает значитель-
ное повышение интенсивности краевых эффектов по сравнению с классической 
теорией оболочек. Поэтому хорошо зарекомендовавшие себя численные методы 
решения краевых задач классической теории дискретной ортогонализации здесь 
малопригодны. Наиболее перспективным для решения поставленной краевой за-
дачи представляется метод инвариантных погружений [21], разработанный для 
решения многоточечных краевых задач, описываемых дифференциальными урав-
нениями высоких порядков. 

Учет поперечного сдвига необходим при анализе напряженно-деформи-
рованного состояния оболочек, изготовленных из материала армированного вы-
сокомодульными волокнами a cE E , например боро- или углепластика. В то же 

время расчет оболочек, изготовленных из материалов с сопоставимыми механи-
ческими характеристиками арматуры и связующего, может проводиться в рамках 
классической теорий оболочек Кирхгофа–Лява. 
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THERMOSTRESSED STATE OF THE HELICOIDAL MULTILAYER 
POLYREINFORCED SHELLS 

Nemirovskii Yu.V.1, Babin A.I. 2, Sal'skii E.A. 3 

1Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics,  
Novosibirsk, Russia 
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In general, a helicoidal shell construction can be composed of m reinforced layers different in 

the matrix composition, reinforcing fiber materials and the reinforcement pattern. Physical 
components of effective tangential stiffness and temperature stress tensors of a multilayered 
composite reinforced in different directions were obtained in the coordinate system not related to 
the material microstructure. 

In this case, physical components of tangential effective stiffness and heat stress tensors de-
pend on the Young modulus, the Poisson ratio of the matrix and reinforcing phase, the reinforce-
ment power and the reinforcement fiber direction. The used structural model of the reinforced 
material allows finding stresses in composite compounds, namely the reinforcing phase and 
matrix, after computing mean values by solving the boundary problem. 

An analytical solution of the contact thermal conductivity problem was found with a view to 
obtain a non-linear temperature distribution law over the reinforced shell with a negative Gaussi-
an curvature. A closed equation system of multilayered helicoidal shell statics with regard to 
external thermal fields in the coordinate system normally related to the reference surface is 
adduced. The order of the system does not depend on the number of layers or method of 
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reinforcement. A calculation method of reinforced shells with a negative Gaussian curvature 
which takes in account the material structural heterogeneity is developed. It makes it possible by 
varying an internal structure to obtain maximum coherence between construction stiffness fields 
and tension fields from external thermal and mechanical effects. 

 

Keywords: multi-reinforced shell; straight helicoids; temperature; non-coupled thermoelastic 
problem; Timoshenko’s generalized hypotheses, Duhamel-Neumann's law. 
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