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Работа посвящена разработке методов численного 3D-моделирования технологий аэро-

электроразведки, позволяющих повысить вычислительную эффективность решения соот-
ветствующих прямых задач для сложно построенных трехмерных геологических моделей с 
изогнутыми поверхностями слоев и локальных неоднородностей при условии очень боль-
шого, порядка нескольких тысяч, положений приемно-генераторной установки. Методы 
основаны на использовании неконформных сеток с шестигранными непрямоугольными 
ячейками, позволяющими с высокой точностью описывать изогнутые границы изучаемой 
среды, пространственно-временного группирования подзадач и прямых решателей систем 
линейных алгебраических уравнений. Приводится сравнительный анализ численных реше-
ний, получаемых на регулярных и соответствующих им (т. е. с таким же шагом в областях 
локальных сгущений) неконформных сетках, а также сравнительный анализ вычислитель-
ной эффективности для трехмерной многослойной геоэлектрической модели, содержащей 
целевой объект трубочной формы, перекрытый латерально неоднородным верхним слоем, 
в условиях существенного перепада высот рельефа дневной поверхности. Результаты вы-
числительных экспериментов, проведенные для геоэлектрической модели, типичной для 
условий применения технологий аэроэлектроразведки, показали, что представленные ме-
тоды позволяют сократить вычислительные затраты практически на два порядка: более чем 
на порядок за счет группирования подзадач и почти на порядок за счет использования не-
регулярных неконформных сеток.  
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Введение 

Технологии аэроэлектромагнитных исследований широко применяются при 
решении как поисковых геофизических задач (например, при поиске твердых по-
лезных ископаемых [1, 2]), так и при решении инженерных задач [3]. Эти техно-
логии позволяют обследовать большие площади за достаточно короткое время, 
обеспечивая при этом высокую плотность наблюдений. Отдельной проблемой 
является разработка математического аппарата и программного обеспечения для 
решения задач тестирования аэроэлектроразведочной аппаратуры [4, 5]. 

Поскольку технологии аэроэлектроразведки, как правило, нацелены на поиск 
локальных тел, не вызывает сомнений необходимость использования трехмерных 
подходов для обработки получаемых данных [1, 2, 6–10]. Численное моделирова-
ние многомерных геоэлектромагнитных полей является крайне ресурсоемким и 
поэтому требует разработки и применения вычислительно эффективных подходов 
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и схем [11–16]. Дополнительной сложностью является то, что задачи аэроэлек-
троразведки относятся к классу «multisource» (системы наблюдений могут содер-
жать десятки тысяч положений приемно-генераторной установки), и проблема 
повышения вычислительной эффективности для таких задач стоит наиболее ост-
ро. Кроме того, существенное влияние на измеряемые сигналы может оказать  
рельеф дневной поверхности, который может быть учтен либо с помощью «сту-
пенчатой» аппроксимации [6, 17], либо с использованием сеток с ячейками гиб-
кой (адаптирующейся под изогнутые границы среды) формы [18]. 

В данной работе для построения конечноэлементных аппроксимаций будут 
использованы неконформные сетки [17, 19–22] с ячейками гибкой формы (в виде 
шестигранников), сочетающие в себе возможности резкого сокращения дискрет-
ного аналога при сохранении требуемой точности численного решения и учета 
перепадов высот рельефа дневной поверхности и изменений глубин субгоризон-
тальных границ между слоями геологической модели. 

1. Математические модели и конечноэлементные аппроксимации 

Для расчета электромагнитного поля, возбуждаемого и принимаемого индук-
ционными петлями аэросистемы, напряженность электрического поля и индукция 
магнитного поля представляются в виде суммы двух составляющих: 
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 – напряженность электрического и индукция магнитного первич-
ных полей, возбуждаемых индукционным источником в относительно простой 

вмещающей среде, а sE


 и sB


 – напряженность электрического и индукция маг-
нитного полей, определяемых влиянием трехмерной проводящей геологической 
среды [17, 23–28].  
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проницаемость трехмерной среды; 0  – магнитная проницаемость вакуума;   – 

удельная электрическая проводимость трехмерной среды. На удаленных границах 
  трехмерной расчетной области   задаются нулевые касательные составля-

ющие sA
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аналитически (с использованием закона Био–Савара–Лапласа), так и численно в 
результате решения осесимметричной задачи [5, 22]. 
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где ( , , )x y z

Y  – пробная вектор-функция [22]. 

Решение ( , , , )s x y z tA
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где i

y  – базисные вектор-функции; n  – их число (совпадающее с количеством 

нетерминальных ребер в трехмерной конечноэлементной сетке); s
iq  – искомые 

веса разложения sA


 по базису  i

y . Принципы построения на неконформных 

сетках согласованных глобальных базисных вектор-функций из стандартных ло-
кальных edge-функций описаны в работе [17]. 
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где веса p
iq  являются значениями касательной компоненты pE


 на соответству-

ющих ребрах конечноэлементной сетки, а веса ap
iq  – значениями касательной 

компоненты pA


. В этом случае вектор правой части f  системы уравнений (6) 

может быть вычислен в виде p ap f Mq Gq , где G  – это матрица с компонен-

тами 
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Для повышения вычислительной эффективности при реализации представлен-
ной математической модели используется так называемое группирование подза-
дач, каждая из которых соответствует одному положению источника в простран-
стве и одному временному слою. Подзадачи объединяются в группу так, что по-
лучаемая в результате аппроксимации по пространству и времени матрица систе-
мы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) является одинаковой. В этом 
случае при использовании для ее решения прямых методов наиболее вычисли-
тельно затратная операция, связанная с разложением матрицы СЛАУ на тре-
угольные сомножители, выполняется только один раз сразу для всех подзадач из 
группы, а дополнительные вычислительные затраты для каждой подзадачи будут 
определяться только затратами на решение двух СЛАУ с треугольными матрица-
ми-сомножителями. Группирование по пространству осуществляется путем ис-
пользования (построения) единой конечноэлементной сетки для группы положе-
ний источника (см., например, работы [7, 17, 19]).  

Аппроксимацию по времени мы будем выполнять с использованием много-
слойных неявных схем [12, 13, 22, 27, 29], и поэтому для группирования по вре-
мени необходимо использование специальной временной сетки, которая пред-
ставляет собой объединение временных подынтервалов, внутри которых исполь-
зуется постоянный по времени шаг.  

Так, после применения трехслойной неявной схемы для аппроксимации про-

изводных 
s

t



q

 в системе уравнений (6), получим 
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где jt  – шаг по времени на соответствующем подынтервале временной сетки, а 

,s jq , , 1s jq  и , 2s jq  – значения вектора весов q  на текущем (j-м) и двух преды-

дущих временных шагах. При этом если текущий шаг ( j -й) является первым ша-

гом в очередном подынтервале постоянного шага временной сетки, то вместо 
, 2s jq  берется значение , 1s j k q  в момент времени 1j kt   , где k  – целое число, 

которое определяет увеличение шага сетки на текущем временном подынтервале 
относительно предыдущего. 

Для задания рельефа дневной поверхности и изогнутых границ между слоями 
геоэлектрической модели используются наборы точек , ,{ } ,p p p mx y z  где m – но-

мер соответствующей поверхности (поверхность Земли, границы между слоями). 
По этим наборам строятся определяющие рельеф поверхности Земли и форму 
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границ между слоями сплайны ,( )mZ x y  с использованием эрмитовых кусочно-

бикубических базисных функций [22].  
Для построения конечноэлементных аппроксимаций используются некон-

формные конечноэлементные сетки с ячейками в виде шестигранников. Построе-
ние таких сеток, в свою очередь, выполняется следующим образом. Сначала стро-
ятся псевдорегулярные прямоугольные сетки в шаблонных координатах  , ,    

с оптимизацией числа узлов (в результате чего в сетке появляются так называе-
мые терминальные (висячие) узлы [5, 17, 19–22]) по четырехэтапному алгоритму, 
который представлен в работе [17]. Затем выполняется их отображение в реаль-
ные координаты с необходимыми деформациями с использованием функций 

.,( )mZ x y  

В соответствии с принципами метода конечных элементов глобальные матри-

цы G , M  и G  собираются из локальных матриц конечных элементов ˆ eG , ˆ eM  и 
ˆ eG . Для расчета локальных матриц на шестиграннике e  вводится шаблонный 

(мастер-) элемент ME =[–1,1][–1,1][–1,1], на котором стандартным образом вво-

дятся вектор-функции (edge-функции) ˆ
i
j . Отображение шаблонного элемента 

ME  в шестигранник e  (ячейку конечноэлементной сетки) определяется в виде: 
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где  ˆ ˆ ˆ, ,i i ix y z  – координаты вершин шестигранника e , ˆ ( , , )i     – стандарт-

ные скалярные трилинейные базисные функции, определенные на шаблонном 

элементе ME  (каждая функция ˆ ( , , )i     является произведениями трех ли-

нейных одномерных функций  ,   и   вида 
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равна единице в одной вершине ME , которая отображается в узел  ˆ ˆ ˆ, ,i i ix y z , и 

нулю в остальных вершинах). 

Локальные базисные вектор-функции ˆ
i

y  на произвольном шестиграннике e  

определяются через вектор-функции формы (edge-функции) шаблонного элемента 
ME  в виде 
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 y j , 1, , 12i   ,  (13) 

где  ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y z x y z  J  – матрица отображения (12) ME  в e . 

С учетом (13) и (7)–(10) выражения для расчета компонент локальных матриц 
принимают вид  
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где detJ  J . 

Техника сборки глобальных матриц из локальных с учетом принципов постро-
ения согласованных глобальных базисных вектор-функций на неконформных сет-
ках описана в работе [17]. 

2. Результаты численных экспериментов 

Сравнительный анализ численных решений, получаемых на регулярных и со-
ответствующих им (т. е. с таким же шагом в областях локального сгущения) 
неконформных сетках, а также сравнительный анализ вычислительной эффектив-
ности проводился для трехмерной многослойной геоэлектрической модели,  
содержащей целевой объект трубочной формы, перекрытый латерально неодно-
родным верхним слоем, в условиях существенного перепада высот рельефа днев-
ной поверхности. Геоэлектрическая модель была построена как результат обоб-
щения результатов интерпретации практических данных аэроэлектроразведки на 
нескольких участках. 

На рис. 1 представлены сечения конечноэлементных сеток плоскостью 
consty  , рассекающей целевой объект и часть неоднородностей верхнего и 

нижнего слоев, для двух групп положений приемно-генераторных установок. На 
рисунках слева показаны конечноэлементные сетки для группы, расположенной 
над целевым объектом – значения координаты x  (направленной вдоль профиля) 
для этих положений лежат в диапазоне от 3160 до 3320 м. На рисунках справа 
показаны сетки для группы положений приемно-генераторной установки, у кото-
рых значения координаты x  лежат в диапазоне от 3650 до 3820 м. При этом в 
верхнем ряду рисунков представлены регулярные сетки, в которых сгущение вы-
полнено в области расположения приемно-генераторных установок группы, а в 
нижнем ряду – соответствующие этим сеткам нерегулярные неконформные сетки, 
в которых в районе расположения приемно-генераторных установок размеры яче-
ек совпадают с размерами ячеек регулярных сеток. 

На рис. 2, а показаны графики сигналов электромагнитного поля, рассчитан-
ные вдоль профиля на различных временах после выключения импульса в источ-
нике: 0.08, 0.12, 0.2, 0.312, 0.6 мс (расчет выполнялся в диапазоне от 0.01 до  
10 мс). При этом светлыми линиями (со значками в виде ромбиков) показаны 
графики сигналов, рассчитанные для модели с целевым объектом (рис. 1), и, для 
сравнения (чтобы показать влияние целевого объекта), темными линиями (со 
значками в виде треугольничков) представлены графики сигналов без целевого 
объекта. На рис. 2 представлены отклонения решений (сигналов в приемнике), 
полученных на нерегулярных сетках, от решений, полученных на соответствую-
щих регулярных сетках, вдоль профиля на пяти рассматриваемых временах для 
модели с целевым объектом. 

Из представленных результатов видно, что отличие численных решений, по-
лученных на регулярных и нерегулярных сетках, не превышает 1.5 %, а в сред-
нем составляет порядка 0.5%. При этом влияние целевого объекта составляет 
порядка 30 %.  
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Рис. 1 – Регулярные (а, б) и соответствующие нерегу- 
 лярные неконформные (в, г) конечноэлементные сетки  

Fig. 1 – Regular (a, b) and corresponding irregular  
             non-conforming (c, d) finite-element meshes 



ПРИМЕНЕНИЕ НЕКОНФОРМНЫХ СЕТОК… 71

100. 200. 300. 400. 500. 600. 700. 800. 900. L(м)

10
0

10
1

10
2

em
f(
пк
В

)

200. 400. 600. 800. L(м)

10
0

10
1

10
2

em
f(
пк
В

)

 
а 

100. 200. 300. 400. 500. 600. 700. 800. 900. L(м)

0.
0

2.
%

 
б 

Рис. 2 – Графики сигналов аэросистемы вдоль профиля на различных временных кана-
лах для геоэлектрической модели, содержащей целевой объект (светлые кривые с ром-
биками), и не содержащей целевой объект (темные кривые с треугольничками) (а),  
 и графики отклонений решений, полученных на неконформных и регулярных сетках (б) 

Fig. 2. The plots of the aerosystem signals along the profile in different time channels for  
the geoelectrical model with a target object (light curves with rhombus) and without a target 
object (dark curves with triangles) (a) and the deviations of the results obtained on the  
                     non-conforming meshes from the those obtained on the regular ones (b) 

Таким образом, можно заключить, что отклонения решений на регулярных и 
нерегулярных сетках являются несущественными для практики. 

Проанализируем теперь вычислительные затраты, которые требовались для 
получения численного решения на регулярных и нерегулярных сетках. Числен-
ные эксперименты проводились на четырехъядерном компьютере с процессо-
ром Intel Core i7-3770K CPU 3.5 ГГц и 16 Гб оперативной памяти. В табл. 1 и 2 
приведены характеристики конечноэлементных сеток (число степеней свободы 
для нерегулярной сетки определяется количеством нетерминальных ребер в 
ней) для различных групп, которые отличаются местоположением и количе-
ством одновременно рассчитываемых положений приемно-генераторных уста-
новок, и соответствующее время счета для группы в целом и в пересчете на од-
но положение. Заметим, что приведенные в таблицах значения времени, требуе-
мые для расчета одного положения, получены делением общего времени счета 
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на количество положений в группе. При этом расчет для группы, фактически 
содержащей одно положение, требует существенно больше времени и в среднем 
составил для регулярных сеток 503 с, а для нерегулярных – 66.5 с. Этот факт 
свидетельствует о том, что при использовании прямого решателя оптимальное 
группирование по пространству позволяет снизить вычислительные затраты 
более чем на порядок.  

Особо заметим, что при использовании эффективных итерационных решате-
лей вычислительные затраты, требуемые на расчет даже одного положения при-
емно-генераторной установки, в 2–3 раза выше, чем при использовании прямого 
решателя с группированием по временам (причем при использовании итерацион-
ных решателей шаг сетки по времени увеличивали плавно, и поэтому в ней было 
примерно в 1.5–2 раза меньше временных слоев). 

В табл. 1 и 2 представлены вычислительные затраты для трех групп положе-
ний приемно-генераторной установки с существенно различающимся числом по-
ложений в группе (43, 33, 19). Сравнительный анализ этих вычислительных затрат 
позволяет сделать вывод, что использование неконформных сеток дает возмож-
ность сократить вычислительные затраты в 8–9 раз по сравнению с использовани-
ем регулярных сеток. 

Таблица 1 / Table 1 

Размеры регулярных сеток и вычислительные затраты для них 

The sizes of regular meshes and the computational costs  

№ группы 
Число 
узлов 

Число степеней 
свободы 

Количество 
положений 
в группе 

Общее время 
расчета  
группы, с 

Время расчета 
на одно  

положение, с 
17 215 025 634 108 43 2046 47.6 
23 202 616 597 202 33 1825 55.3 
24 170 240 501 184 19 1103 58 

 

Таблица 2 / Table 2 

Размеры неконформных сеток и вычислительные затраты для них 

The sizes of non-conforming meshes and their computational costs 

№ группы 
Число 
узлов 

Число степеней 
свободы 

Количество 
положений 
в группе 

Общее время 
расчета  
группы, с 

Время расчета 
на одно  

положение, с 
17 34 610 84 092 43 235 5.5 
23 34 080 82 129 33 201 6.1 
24 32 266 78 607 19 141 7.4 

Заключение 

Вычислительные эксперименты, проведенные для геоэлектрической модели, 
типичной для условий применения технологий аэроэлектроразведки, показали, 
что применение неконформных сеток с ячейками гибкой (адаптирующейся под 
изогнутые границы изучаемой среды) формы совместно с пространственно-
временным группированием подзадач и использованием прямых решателей 
СЛАУ позволяет сократить вычислительные затраты практически на два порядка: 
более чем на порядок за счет группирования подзадач и почти на порядок за счет 
использования нерегулярных (неконформных) сеток. При этом вычислительные 
затраты на расчет сигналов для одного положения приемно-генераторной уста-
новки с использованием рассмотренных в данной работе методов примерно  
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в 30 раз ниже по сравнению с приведенными в работе [18], где применялось  
только группирование по времени, а в качестве ячеек гибкой формы были исполь-
зованы тетраэдры (для описания рельефа поверхности Земли).  

Полученные результаты делают возможным создание вычислительно эффек-
тивных процедур 3D-обработки данных аэроэлектроразведки, позволяющих вы-
являть в существенно неоднородных средах локальные поисковые объекты, даю-
щие относительно небольшие отклики. 
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The paper is devoted to the development of methods of numerical 3D modeling of airborne 
electromagnetic technologies, which make it possible to increase the computational effectiveness 
of solving the corresponding direct problems in complex geological media with incurved surfaces 
of layers and local inhomogeneities when the number of transmitter-receiver positions is very big, 
about several thousands. The methods are based on the use of non-conforming hexahedral non-
rectangular cells which allow a highly accurate description of incurved surfaces of the medium 
studied, space-time grouping of the problems, and direct solvers of linear algebraic equation sys-
tems. We present a comparative analysis of the numerical solutions obtained on regular and corre-
sponding (with the same step-size in the subdomains of local refinements) non-conforming me-
shes, as well as a comparative analysis of computational effectiveness for the 3D multilayered 
geoelectrical model containing a target object which has a tube-like shape and is covered by a 
lateral inhomogeneous layer under significant changes in height of the surface relief. Numerical 
experiments are performed for the geoelectrical model, which is typical of the application of  
airborne electromagnetic technologies. The results of these experiments show that the methods 
proposed make it possible to lower computational costs approximately by two orders – more than 
an order due to grouping the problems and approximately by an order due to the use of non-
regular non-conforming meshes. 
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