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Построена теория и проведено численное моделирование нестационарной импульсной 
фотоэмиссии из двойной квантовой ямы в узком диапазоне электронных энергий порядка 
расстояния между уровнями дуплета квазистационарных состояний. Показано, что вне 
двойной ямы образуются затухающие волны фотоэлектронных плотностей заряда и тока, 
характеристики которых определяются интенсивностью светового импульса накачки, по-
люсами амплитуд рассеяния и матрицы плотности электронов, а также размытием стацио-
нарных состояний из-за неупругих процессов. Просуммированные по состояниям выде-
ленной полосы энергий произведения зависящих от времени элементов матрицы плотности 
и координатно-зависящих элементов матриц плотностей вероятности или тока дают изме-
ряемые волновые плотности распределения электронов или тока фотоэмиссии. Частота 
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чисел свободного движения электронов с резонансными энергиями, а скорость их распро-
странения – отношению этих величин. Система может перейти в режим повторения излу-
чения электронных волн или в режим автоколебаний, если обеспечить положительную 
обратную связь и периодическую резонансную подкачку заселенности дублета.  
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Введение 

Создание лазерных источников света, генерирующих ультракороткие импуль-
сы пикосекундной, фемтосекундной и даже аттосекундной длительности в по-
следние десятилетия привело к интенсивному развитию спектроскопии и техно-
логий в соответствующих областях частот [1–9]. Чаще всего целью применения 
этой высокочастотной техники является получение спектроскопической инфор-
мации о быстро протекающих процессах, таких как движение электронов в ато-
мах и молекулах, в металлических и полупроводниковых твердых телах, о про-
цессах фотовозбуждения и релаксации различных колебаний в этих системах, о 
кинетике химических реакций и т. д. Кроме спектроскопического зондирования 
вещества интерес представляет задача о генерации высокочастотных колебаний и 
волн электронной плотности заряда и тока путем преобразования в них ультрако-
ротких импульсов лазерного возбуждения системы. Для этого подходят тонко-
пленочные наноразмерные гетероструктуры типа двойной квантовой ямы с тун-
нельно-прозрачными для электронов стенками, у которых в энергетическом спек-
тре поперечного движения электронов имеются дублеты сравнительно близких 
резонансных уровней. Связанные колебания смешанных дублетных состояний 
могут проявляться как квантовые биения пространственно-временных распреде-
лений плотности вероятности и плотности тока электронов, энергии которых 
принадлежат узкой полосе, включающей дуплет. Такие биения обычно сопровож-
дают квантовый переходный процесс [11–20] после одиночного импульсного воз-
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буждения и длятся в течение времени жизни квазистационарных состояний, кото-
рое при достаточно малой прозрачности барьеров может быть много больше вре-
менного периода этих биений.  

В запрещенной зоне ниже вакуумного уровня уровни дуплета дискретны, а со-
ответствующие им волновые функции стационарных состояний локализованы в 
двойной яме. Авторы экспериментальных работ [10, 11] с помощью фемтосе-
кундных лазерных световых импульсов осуществляли фотовозбуждение таких 
состояний в полупроводниковой несимметричной двойной квантовой яме и впер-
вые наблюдали проявление квантовых биений суперпозиции этих состояний в 
виде некоторого числа релаксирующих терагерцевых осцилляций задержек в 
дифференциальной трансмиссии и в четырехволновом смешивании световых 
волн. Эти осцилляции объясняются резонансными затухающими колебаниями 
электронно-дырочного дипольного момента поперек ямы, который возникает из-
за указанных биений и различия инерционных свойств электронов и дырок, что 
вызывает модуляцию интенсивности дипольного электромагнитного излучения на 
разностной частоте дублета. Теоретическое описание и оценки характеристик это-
го эффекта основаны на применении метода зависящей от времени матрицы 
плотности [7, 11, 12].  

В настоящей статье мы рассмотрим случай, когда уровни дуплета двойной 
квантовой ямы расположены в непрерывном спектре зон проводимости выше или 
ниже вакуумного уровня и волновые функции дуплета описывают делокализо-
ванные квазистационарные состояния поперечной задачи рассеяния. Энергии 
дублетов и времена жизни квазистационарных состояний определяются полюса-
ми амплитуд стационарного рассеяния электронов на гетероструктуре, а также 
сдвигом и размытием из-за неупругого рассеяния электронов. Если заселение со-
стояний дублета осуществляется изнутри системы фотовозбуждением быстрым 
световым импульсом, то затем происходит сравнительно медленный процесс ре-
лаксации фотоэмиссии путем туннельного распада нестационарного состояния, 
образованного суперпозицией и резонансной интерференцией квантовых состоя-
ний из включающей дублет узкой полосы электронного спектра. Такой процесс 
может сопровождаться временными и пространственными осцилляциями элек-
тронных плотностей вероятности и тока в виде квазипериодического перетекания 
электронной плотности через средний барьер между двумя ямами внутри гетеро-
структуры и в виде волн электронной плотности заряда и тока, уходящих от гете-
роструктуры и затухающих во времени и в пространстве вне двойной ямы. Эти 
волны существуют на расстояниях меньших длины квантовой когерентности 
электронов, они могут быть детектированы и выведены из системы посредством 
электрических и магнитных полей соответствующей структуры. Если обеспечить 
положительную обратную связь и периодическую резонансную подкачку засе-
ленности дублета в гетероструктуре, то систему можно перевести в режим повто-
рения излучения электронных волн или даже в режим автоколебаний. В статье 
[21] мы показали, что подобные волны могут образоваться в результате рассеяния 
падающего извне электронного волнового пакета, спектральная ширина которых 
порядка энергетического расстояния между уровнями дуплета, для этого была 
использована квантово-механическая модель процесса на языке чистых одноча-
стичных состояний. 

При наличии на поверхности полупроводников и металлов квантово-раз-
мерных пленок и сверхрешеток в энергетических и угловых распределениях ста-
ционарной фотоэмиссии наблюдаются пики, свидетельствующие об образовании 
резонансных квазистационарных состояний с энергией выше вакуумного уровня 
[22, 23]. Здесь мы интересуемся нестационарной импульсной фотоэмиссией из 
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двойной квантовой ямы электронов с энергиями порядка энергии некоторого 
надвакуумного дублета квазистационарных состояний. Толщина двойной кванто-
вой ямы много меньше длины квантовой когерентности фотовозбужденных элек-
тронов, т. е. длины их свободного пробега внутри ямы. Эти электроны являются 
неравновесно горячими со сравнительно большим временем жизни относительно 
процессов неупругого рассеяния и малым размытием энергетических уровней.  
В этом случае целесообразно применить метод матрицы плотности, часто и 
успешно используемый при описании быстро протекающих квантовых кинетиче-
ских процессов [2, 7, 24], как например, в вышеуказанных работах по биениям 
излучения из импульсно фотовозбужденной двойной квантовой ямы [11, 12]. На 
основе этого метода ранее нами была развита теория особенностей частотно-
энергетических распределений фотоэлектронов [25], а позднее в работе [26] было 
показано, что при эмиссии из плоского фотокатода, покрытого тонкой много-
слойной пленкой в виде трехбарьерной гетероструктуры могут возникать времен-
ные осцилляции фототока на разностной частоте дублета резонансных состояний. 

В аппарате матрицы плотности оперируют смешанными состояниями с учетом 
влияния внешнего высокочастотного электромагнитного поля накачки и взаимо-
действия электронов с окружающими частицами. Элементы матрицы плотности 
зависят от времени в соответствии с квантовым кинетическим уравнением, опи-
сывающим влияние переменного электромагнитного поля импульса накачки, а 
также различные неупругие процессы, частично ответственные за релаксацию. 
Обрывая цепочку уравнений для матрицы плотности во втором порядке по свето-
вому электрическому полю, можно получить зависящие от времени приближен-
ные выражения для пространственно-временных распределений плотностей веро-
ятности и тока электронов при слабых неупругих некогерентных процессах, кото-
рые соответствуют приближенным формулам теории возмущения для тока стаци-
онарной фотоэмиссии [27]. Просуммированные по состояниям выделенной поло-
сы энергий произведения элементов матрицы плотности и координатно-
зависящих элементов матриц плотностей вероятности или тока дают измеряемые 
переменные плотности распределения электронов или тока фотоэмиссии. В каче-
стве естественного базиса невозмущенных состояний нулевого приближения по 
взаимодействиям электрона с электромагнитным полем и с другими частицами в 
методе матрицы плотности для рассматриваемой открытой системы мы берем 
полную систему волновых функций стационарной задачи рассеяния на гетеро-
структуре, нормированных на дельта-функцию энергии. Эти волновые функции 
содержат предэкспоненциальные коэффициенты, которые пропорциональны ам-
плитудам рассеяния и имеют указанные выше полюсные особенности, ответ-
ственные за резонансные биения плотности вероятности и плотности тока. В тон-
кой квантово-размерной гетероструктуре эти коэффициенты также входят в мат-
ричные элементы дипольного момента, определяющие интенсивность оптическо-
го возбуждения электронов, что может увеличить кратность полюсов и интенсив-
ность изучаемых эффектов. Кроме того, матрица плотности имеет специфические 
резонансные полюсные множители, которые могут проявиться в структуре про-
странственной и временной зависимости осциллирующих вкладов плотности рас-
пределения зарядов и тока.  

1. Выбор модели. Эмиссионные плотности заряда и тока 

Для выявления основных закономерностей рассмотрим простейшую модель-
ную систему. Пусть гетероструктура в виде двойной квантовой ямы образована на 
плоской поверхности диэлектрического субстрата, непроницаемого для электро-
нов в изучаемом диапазоне энергий и описываемого бесконечной вертикальной 
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потенциальной стенкой. Ось x  направим поперек границ структуры, начало ко-
ординат поместим на левой границе двойной квантовой ямы 0 0x  , а ее потен-

циальные барьеры для простоты вычислений моделируем дельта-

функциями
2

2

1

( ) ( /2 ) ( )n
n

U x m x x


    одинаковой мощности   на расстоянии d  

друг от друга при 1 2, 2x d x d   (рис. 1). Дельта-барьеры можно применять для 

моделирования реальных узких и высоких потенциальных барьеров, при этом 

справедлива оценка 22 /b bmU d   , где bU  – высота барьера, bd  – его ширина. 

Энергию электрона отсчитываем от дна потенциальной ямы. Вакуумный уровень 

vacE , определяется потенциальной энергией электрона справа от гетероструктуры 

2x x , его положение относительно уровня Ферми определяется электронным срод-

ством. При фотовозбуждении светом частоты   электроны совершают переходы 
между состояниями 1p  ниже вакуумного уровня, локализованными внутри двухъ-

ямной гетероструктуры при 0 2x x x   (рис. 1) и делокализованными надвакуум-

ными состояниями p  и p . Детектор фотоэлектронов расположен справа от си-

стемы и должен быть настроен на регистрацию электронов состояний p  и p  с 

энергиями p  и p  из узкой полосы min max,p pE E    , охватывающей 

дублет резонансных квазистационарных состояний с энергиями 1RE  и 2RE  выше 

вакуумного уровня.  
 

 

Рис. 1 – Двухбарьерная гетероструктура у непроница-
емой потенциальной стенки как фотоэмиттер 

Fig. 1. A double-barrier heterostructure near the impene-
trable potential wall as a photoemitter 

В [26] показано, что плотности заряда ( , )n tr  и тока ( , )tj r  фотовозбужденных 

электронов в точке r  в момент времени t  даются выражениями: 

   , , ,ˆ ˆ( , ) 2 Sp ( ) ( ) 2 ( ) ( )p p p p p pn t t n t n     r r r ; (1) 
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   , , ,
ˆˆ( , ) 2 Sp ( ) ( ) 2 ( ) ( )p p p p p pt t t     j r j r j r ,  (2) 

где , ( )p p t  – элементы матрицы плотности, которые подчиняются квантовому 

кинетическому уравнению и несут информацию о фотовозбуждении электронов 
из глубоко лежащих стационарных состояний, а также о процессах неупругого 
рассеяния внутри фотокатода, 

 *
, ( ) ( ) ( )p p p pn e   r r r ;  (3) 

    * *
, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2p p p p p p
e

i
m

  
      j r r r r r


  (4) 

– не зависящие от времени «матричные элементы» плотностей заряда и тока [16] в 
точке r. Волновые функции электронов ( )p r  есть удовлетворяющие необходи-

мым граничным условиям базисные решения стационарного уравнения Шрёдин-
гера, учитывающего пространственный профиль потенциальной энергии электро-
на. Суммы (1) и (2) берутся по состояниям p  и p  непрерывного спектра задачи 

рассеяния, принадлежащим достаточно узкой регистрируемой полосе энергии 
фотоэлектронов выше вакуумного уровня. Эта полоса охватывает один дуплет 
полюсов амплитуд рассеяния на двойной квантовой яме, которые ответственны за 
образование долгоживущих квазистационарных состояний и дают резонансные 
вклады в суммы (1) и (2). Здесь мы рассматриваем случай, когда частота света 
близка к частоте межзонных переходов в проводящих слоях гетероструктуры, в 
которых и происходит фотовозбуждение электронов с их последующим выходом 
в вакуум. Интересующие нас осцилляции сопровождают быстрый квантовый ре-
лаксационный процесс после выключения возбуждающего короткого светового 
импульса. Слои считаем настолько тонкими, что пронизывая их, фотовозбужден-
ные горячие электроны испытывают только очень редкие неупругие столкнове-
ния, поэтому время затухания фототока в рассматриваемом диапазоне энергии 
оказывается порядка времени жизни квазистационарных состояний, которое при 
этом меньше или порядка времен релаксации электронов за счет процессов не-
упругого рассеяния. Влияние таких неупругих процессов в рассматриваемом при-
ближении обычно учитывается посредством феноменологических параметров 
размытия энергетических уровней p , которые могут быть оценены в микроско-

пической теории. 
Если в некоторый момент времени 0t   произошло резкое выключение воз-

буждающего светового импульса, то решение квантового кинетического уравне-

ния для матрицы плотности (2)
, ,( ) ( )p p p pt t    , во втором порядке теории возму-

щений по электромагнитному полю в приближении времени релаксации описы-
вающее процесс затухания фототока при 0t  , имеет вид [26] 

 
( )(2) (2)

, ,( ) (0)p p p pi t t
p p p pt e    
   

 
,  (5) 

здесь (2)
, (0)p p  – значение матрицы плотности в момент выключения света, кото-

рое можно считать стационарным и оценить по формуле  

 
1 1

2
(2)

1, (0) ( , , , )
( ) pp p p

p p p p
D f p p p

i
 

  
   


, (6) 
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1 1

1
1 1

( , , , )
( ) ( )p p p p p p

f p p p
i i 

     
            

, (7) 

где p  и p  – энергии электрона в возбужденных состояниях p  и p , они раз-

мыты сильнее, чем энергия 
1p  электрона в невозбужденном состоянии 1p , так 

как оно расположено ближе к уровню Ферми: 
1

p p p    , а p p p p      ; 

 1
1 1 1, ,2

( )( )
p

p p p p p

n
D   


d E d E , (8) 

где E  – фурье-компоненты светового электрического поля; 
1

1pn   – числа за-

полнения невозбужденных состояний,  

 
1

3
, 1

( ) ( )p p p e dp
  r r r rd  (9) 

– матричный элемент электрического дипольного момента электрона для перехо-
да между состояниями p  и 1p , а 

1,p pd  – аналогичный матричный элемент для 

перехода между состояниями p  и 1p . 

Базисные решения ( )p r  и ( )p r одномерной стационарной задачи рассея-

ния для уравнения Шрёдингера при энергии E  выше вакуумного уровня даются 
выражениями 

 
1 1

2 2

3 3

1 1
( ) ( )

2 2
( 2 ) ( 2 )

3 3

0, 0,

, 0,
( , )

, 2 ,

, 2 ,

ik x ik x

ik x d ik x d

ik x d ik x d

x

A e B e d x
E x

A e B e d x d

A e B e x d



  

  




  
  

  


 

 (10) 

где 1 2 ( )i ik m E U   – волновое число; m  – масса электрона; iU  – потенци-

альная энергия электрона в i-й области, 1, 2, 3i  ; 1 2k k , iA  и iB  – парциаль-

ные амплитуды плоских монохроматических волн, распространяющихся соответ-
ственно вправо-влево.  

Метод трансфер-матрицы [14, 15, 28] позволяет связать парциальные ам-
плитуды трех областей линейными соотношениями  

 2 11
2 1

2 1

A A
L M ML

B B



   

   
   

; (11) 

 3 1

3 1

A A
M

B B

   
   

  
 ; (12) 

 

12111
3 1

21 22

m m
M L M MM ML

m m


 
 

   
 

 ,   11 22 12 21,m m m m   , (13) 

где M  – матрица перехода через δ-барьер, а M  – через промежуток между ни-

ми; iL  – матрицы диагонализации, они имеют вид 



Ю.Г. Пейсахович, А.А. Штыгашев 

 

32

 

1 0
,

1
M

 
   

    
1

1 1

1 1 1

cos sin

sin cos

k d k k d
M

k k d k d

 
    

,   
1 1

i
i i

L
ik ik

 
   

. (14) 

Базисная задача фотоэмиссии из двойной ямы в направлении детектора напра-
во обратна задаче стационарного отражения приходящей справа волны, ей соот-

ветствуют граничные условия 1
3 3/ 2A m k   (обеспечивает нормировку на 

дельта-функцию энергии) и 1 1B A   (обеспечивает равенство нулю волновой 

функции на вертикальной стенке ( , 0) 0E  ). Все парциальные амплитуды мож-

но выразить через амплитуду детектируемой волны 3A . В частности, из (12) по-

лучаем 1 3 11 12( )A A m m  , 

 3 3 3
1

,iB A e A
r

       3 11 12 11 12

3 21 22 11 12

A m m m m
r

B m m m m 
 

   
 

,  (15) 

где ir e   – амплитуда отражения, 1r  , затем из (11) через 3A  выражаем 2A  и 

2B . Все парциальные амплитуды (кроме 3)A  могут иметь полюсные особенности, 

которые определяются нулями разностей матричных элементов 

11 12 22 21 0m m m m     , т. е. могут иметь резонансный характер вблизи квази-

стационарных уровней. Комплексные корни уравнения 11 12 0m m   и квазиста-

ционарные уровни группируются в дублеты j j jE E iE    ( 1, 2)i  . Реальные 

части пар близких корней 1 1ReE E   и 2 2ReE E   дают энергии квазистационар-

ных уровней 1RE  и 2RE . Мнимые части корней Imj jE E   определяют спек-

тральную ширину и времена жизни этих квазистационарных состояний 

1 1/ E     и 2 2/ E    . Зависимость 1
11 12| |m m  от реальной энергии E  в 

окрестности дублета имеет два близких пика, ширины которых порядка 1E   и 

2E  , эти пики немного сдвинуты относительно реальных частей полюсов. 

В силу резонансного характера знаменателей (7), отражающих закон сохране-
ния энергии, в состояния полосы E  светом заданной частоты   будут эффек-
тивно возбуждаться электроны, начальные состояния которых 1p  принадлежат 

некоторой тоже узкой полосе энергий 
1min maxpE E         ниже вакуумно-

го уровня в частично заполненной зоне проводимости или в валентной зоне фото-
катода. Суммирования по состояниям в (1), (2) и (6) заменим численным интегри-
рованием по энергиям, вводя соответствующие множители, равные энергетиче-
ским плотностям состояний /p pg dN d  . В настоящей работе мы не интересу-

емся пороговыми и седловыми особенностями плотностей состояний; а для точек 
общего положения в узких полосах ширины max minE E E    внутри разрешен-

ных энергетических зон кристалла можно считать константами величины 

1
, ,p p pg g g  (порядка /N E , где N  – число электронных состояний в полосе 

E ), параметры затухания 
1

, ,p p p   , а также напряженность светового элек-

трического поля E  и матричные элементы дипольного момента , ,p p p p d d  

(т. е. параметры 
1

)pD D .  
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Поскольку расстояние между квазистационарными уровнями дублета 1RE  и 

2RE , а также ширина регистрируемой полосы E  малы по сравнению с шириной 

участвующих в оптическом переходе разрешенных энергетических зон фотокато-
да, то в силу быстрой сходимости интегралов (6) можно с приемлемой точностью 
распространить интегрирование по 

1pz    на всю действительную ось 

z    . В (6) подынтегральная функция  

 1 2

1 2 1 2

1 1
( )

( )( )

z z
f z

z z z z z z z z


  

   
 (16) 

имеет полюс 1 p pz i      в верхней полуплоскости и полюс 

2 p pz i       в нижней полуплоскости комплексной переменной z . Замы-

кая соответствующие интегральные контуры в верхней либо в нижней полуплос-
кости полуокружностями большого радиуса R , вклад которых стремится к нулю 
при R  , найдем вычеты в соответствующих полюсах. В итоге получим, что 
сумма (6) аппроксимируется интегралом 

1
1

1( , , , ) ( ) 2p
p

D f p p p D g f z dz igD




     , 

где g  – плотность состояний в нижней зоне, что позволяет записать вместо (6) 

для стационарного режима насыщения  

 
2

(2)
,

2
(0)

( )p p
p p p p

i gD

i
 


 

    


. (17) 

Эта величина не зависит от частоты света  , т. е. от   почти не зависят и 
(2)

, ( )p p t  в (5), а также плотности заряда ( , )n tr  и тока ( , )tj r  фотоэлектронов (1) и 

(2) в рассматриваемых и регистрируемых детектором узких полосах энергии.  
Плотности заряда ( , )n x t  и тока ( , )j x t (1) и (2) фотоэлектронов в этих полосах 

даются суммами (1) и (2), в которые следует подставить (17), (5). Содержащиеся в 
выражениях (3), (4) и (9) волновые функции фотоэлектронов ( )p r  и ( )p r  

имеют вид (10) с энергиями E , равными p  и p  соответственно. Парциаль-

ные амплитуды 1 2 1 2 3, , , ,A A B B B  пропорциональны 11 121 m m  и имеют резо-

нансные полюсные особенности вблизи энергий квазистационарных уровней 1RE  

и 2RE . В суммы (1) и (2) они входят не только явно через (3), (4) и (10), но для 

тонкой квантовой ямы они входят в обкладки дипольных матричных элементов  

в (8) и (9), поэтому параметр D  в (17) и матрица плотности (2)
, ,( ) ( )p p p pt t     

пропорциональны произведению 1
11 12( ) ( )p pc c m p m p 

   1
11 12( ) ( )m p m p   . 

Выделяя этот множитель, запишем матрицу плотности в удобном для числовых 
расчетов виде 

 
( )

( ) p p pp

p

i i tp p
pp

p pp

c c
t iC e

i
 



    



 

    
, (18) 
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где коэффициент C  включает все несущественные для нас гладкие нерезонанс-
ные вклады, а множитель i  выписан, чтобы отразить эрмитовость матрицы плот-

ности , ,( )p p p pt 
    . 

3. Координатно-временные зависимости плотности вероятности и тока 

Пространственно-временные колебания фотовозбужденного электронного 
волнового поля определяются квазипериодическими процессами перетекания 
волновой функции между ямами гетероструктуры и ее просачивания в окружаю-
щее пространство. С течением времени происходит затухание и волнообразное 
изменение плотности заряда и тока при удалении от гетероструктуры.  

В этом разделе приводятся результаты вычисления по формулам (1) и (2) 
плотности заряда ( , )n x t  и тока ( , )j x t  фотоэлектронов в области вне гетеро-

структуры 2x d , в которой 3 3( ) p pi i
p p px A e B e

  
   ; 3 ( 2 )p pk x d   , 

3 ( 2 )p pk x d    ; 

 

   * *
,

1
( )* 2

3 3 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
( ) sin ( )

2

p p

p p p p p p

i

p p p p p p p p

e
j x i x x x x

m

e
i A A k k e

m



  

  
   

         
 

            




 

 
1

( )
2

3 3
1

( ) sin ( ) ;
2

p pi

p p p p p pk k e
 

  

         
 (19) 

*
, ( ) ( ) ( )p p p pn x e x x      

1
( )* 2

3 3
1

2 cos ( )
2

p pi

p p p p p peA A e
  

  

           
 

 
1

( )
2 1

cos ( ) .
2

p pi

p p p pe
 

 

         
 (20) 

Главные осциллирующие вклады в двойные интегральные суммы (1) и (2) мы 
можем оценить по методу перевала и теории вычетов [29]. Прежде всего, как 
обычно при распаде суперпозиции квантово-механических квазистационарных 
состояний, основной резонансный вклад на энергиях квазистационарных 
уровней 1RE  и 2RE  дают явные полюсные множители в (3) и (4) от парциальных 

амплитуд рассеяния 1 2 1 2 3A A B B B    ; кроме того, при фотовозбуждении в тон-

кой пленке [30] могут проявиться усиливающие эффект дополнительные анало-
гичные факторы p pc c  , связанные с резонансным усилением матричных элемен-

тов дипольного момента (9). Существенно также, что наше квантово-
кинетическое описание демонстрирует важность вклада резонансных полюсных 

множителей 1( )p p ppi 
      матрицы плотности (18).  
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Результаты численного интегрирования показывают, что огибающие функций 
( , )n x t  и ( , )j x t  при 2x d  ведут себя как медленно затухающие волны, распро-

страняющиеся вправо от гетероструктуры. Для числовых расчетов были выбраны 
следующие параметры гетероструктуры: 125d   Å, 41 4U U   эВ, 2U   

3 0U   эВ, 10  а.е. 18.9  Å–1. Комплексные корни уравнения 11 12 0m m   

дают для нижнего по энергии над вакуумным уровнем дублета значения 
5

1 (4.647 6.175 10  )E i    эВ и 2
5(4.656 2.386 10 )E i    эВ. Реальные части этих 

корней дают энергии квазистационарных состояний, а мнимые части позволяют 
оценить времена жизни этих квазистационарных состояний 

11
1 1/ Im 1.066 10E      c и 11

2 2/ Im 2.386 10E      c . Параметр неупруго-

го размытия уровней взят того же порядка 410   эВ, что обеспечивает время 

затухания 12/ 6.582 10      с. Коэффициент С положен равным единице. 

Интегрирование производилось по интервалу min max,p pE E     с 

min 4.64E   эВ 1RE  и max 4.66E  эВ > 2RE . Численная проверка показала, что 

осцилляционные вклады практически не зависят от ширины этого интервала. 
На рис. 2 приведена расчетная временная зависимость релаксации плотности 

фототока через правую границу гетероструктуры после прекращения накачки.  
 

 

Рис. 2 – Временная зависимость плотности тока через правую 
границу гетероструктуры, время в атомных единицах 1 а.е. = 

172.419 10   с. Плотность тока отнесена к максимальному  
                                           значению при 0t   с 

Fig. 2 – Time dependence of current density across the right boundary 
of the heterostructure, time is in atomic units. The current density  
                        is related to the maximum value at 0t   

Видно, что период осцилляций затухающей плотности тока 19 500T  а.е. = 
134.717 10  c, что согласуется с оценкой по разностной частоте дублета квази-

стационарных уровней 2 12 / ( ) 19513R RT E E     а.е. 134.720 10   с. 

На рис. 3 и 4 приведены расчетные координатные зависимости плотности  
тока и плотности заряда фотоэлектронов вне гетероструктуры для пяти после-
довательных моментов времени после прекращения накачки: 5000t  а.е.  

131.21 10   с; 10 000t   а.е. 132.42 10   с; 15 000t   а.е. 133.63 10   с; 

20 000t   а.е. 134.84 10   с, координата x  в ангстремах. Из графиков рис. 3 

определяем период пространственных осцилляций плотности тока * 2300   Å. 
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Результат хорошо согласуется с оценкой по обратной разности волновых векторов 
вне гетероструктуры при резонансных энергиях 3 2 3 12 / ( ) 2256R Rk k      Å,  

где 3 2 3 2( )R Rk k E  1
2 32 ( )Rm E U  0.2178673  а.е., 3 1Rk  3 1( )Rk E   

1
1 32 ( )Rm E U   0.2193406  а.е. Сравнение положений максимумов в разные 

моменты времени показывает, что волны ( , )j x t  движутся вправо с групповой 

скоростью / 0.12v T    Å/а.е. = 54.96 10  м/c. 
 

 

Рис. 3 – Координатная зависимость плотности тока из гетеро-
структуры в моменты времени: 

а – 0t   а.е.; б – 5000t   а.е.; в – 10 000t  а.е.; г – 15 000t  а.е.;  

д – 20 000t  а.е.; координата х – в ангстремах, время – в атомных единицах  

                                       1 а.е. 172.419 10   с 

Fig. 3 – Coordinate dependence of the heterostructure current density 
at time instants: 

a – 0t   a.u.; b – 5000t   a.u.; c – 10 000t  a.u.; d – 15 000t  a.u.;  

e – 20 000t  a.u.; coordinate х is in angstroms, time is in atomic units 

Графики рис. 4 значительно отличаются от графиков рис. 3. Это различие 
можно понять из сравнительного анализа вида выражений (19) и (20) и их вкладов 
в интегральные суммы (1) и (2). Первые слагаемые в квадратных скобках правых 
частей (19) и (20) описывают сравнительно плавные разностные по волновому  

а 

б 

в 

г 

д 
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Рис. 4 – Координатная зависимость плотности электронов вне 

гетероструктуры  в моменты времени: 
а – 0t   а.е.; б – 5000t  а.е.; в – 10 000t   а.е.; г – 15 000t  а.е.;  

д – 20 000t  а.е.; координата х в ангстремах, время в атомных еди-

ницах 1 а.е. 172.419 10  –с., плотность электронов в атомных  

                                 единицах 1 а.е. 101.89 10   м–1 

Fig. 4 – Coordinate dependence of the electron density outside the 
heterostructure at time instants: 

a – 0t  a.u.; b – 5000t  a.u.; c – 10 000t  a.u.; d – 15 000t  a.u.; e – 

20 000t  a.u.; the .coordinate х is in angstroms in angstroms, time  

  is in atomic units, electron density is in atomic units 1 а.е. = 1.89 1010м–1 

числу фазовые вклады 3 3( )( 2 )p p p pk k x d       , которые с учетом резонанс-

ных полюсных множителей амплитуд рассеяния обеспечивают наличие бегущих 
волновых экспонент  3 2 3 1exp ( )( 2 )R Rk k x d   . Вторые слагаемые в правых ча-

стях (19) и (20) описывают быстро осциллирующие суммарные по волновому 
числу фазовые вклады 3 3( )( 2 )p p p pk k x d       , которые обеспечивают 

наличие волновых экспонент  3 2 3 1exp ( )( 2 )R Rk k x d   . В токе ( , )j x t  первые 

слагаемые умножаются на большие множители 3 2 3 1 3 2 3 12 2R R R Rk k k k   , а 

вторые – на сравнительно малые множители 3 2 3 1 3 2 3 1R R R Rk k k k   . В плот-

ности электронов ( , )n x t  эти множители отсутствуют. В результате плотность 

тока ( , )j x t  хорошо аппроксимируется чисто разностными гармониками и изоб-

а 

б 

в 

г 

д 
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ражается гладкими графиками рис. 3, а в плотность электронов ( , )n x t  дают срав-

нимые по величине вклады как первые (гладкая разностная по 3 2 3 1R Rk k  огиба-

ющая), так и вторые слагаемые (быстро осциллирующий суммарный по 

3 3 3 2 3 12 2p p R Rk k k k    фон – темная полоса на рис. 4). 

Кроме того, резонансные полюсные множители 1( )p p ppi 
       матрицы 

плотности (18) проявляются в том, что последние быстро осциллирующие вклады при 

p p    в сумме дают картину биений  3 2 3 12cos ( )R Rk k x   3 2 3 1cos ( )R Rk k x , 

которая выглядит на рис. 4 как почти стоячая слабо зависящая от времени волна с 

огибающей амплитуды в половину разностной длины волны 3 2 3 1/( )R Rk k      

1150  Å, вдоль которой бежит разностная волна с 3 13 22 /( ) 2300RRk k     Å. 

При этом в каждой точке пространства в каждый момент времени с точностью до 
малых слагаемых 2 1 1R RE E    выполняется уравнение непрерывности 

( , ) ( , )j x t x n x t t      .  

4. Заключение 

Таким образом, мы показали, что для генерации электронных волн плотности 
заряда и тока в области терагерцевых частот и микрометровых длин волн можно 
использовать релаксационный процесс после импульсного фотовозбуждения 
электронов в двойной квантовой яме с туннельно-прозрачными для электронов 
стенками, у которых в энергетическом спектре поперечного движения электронов 
имеются дублеты сравнительно близких резонансных уровней. Туннельный рас-
пад нестационарного состояния, образованного суперпозицией и резонансной 
интерференцией квантовых состояний из включающей дублет узкой полосы элек-
тронного спектра сопровождается квазипериодическим перетеканием электрон-
ной плотности через средний барьер между двумя ямами внутри гетероструктуры 
с одновременным выходом наружу волн электронной плотности заряда и тока, 
уходящих от гетероструктуры и затухающих во времени и в пространстве вне 
двойной ямы. Родственный процесс осцилляционного распада может происходить 
и при рассеянии падающего на двойную квантовую яму извне электронного вол-
нового пакета, спектральная ширина которого порядка энергетического расстоя-
ния между уровнями дуплета; для теоретического описания такого процесса до-
статочен чисто квантово-механический подход, использующий анализ решения 
нестационарного уравнения Шрёдингера на языке чистых квантовых состояний. 
Однако метод импульсного фотовозбуждения дуплета изнутри двойной квантовой 
ямы имеет ряд специфических особенностей в сценарии процесса и способе  
теоретического описания. Он имеет принципиально квантово-кинетический  
характер, описание должно производиться на языке смешанных квантово-
статистических состояний, которые диктуют применение метода матрицы плот-
ности, что приводит к несколько отличным результатам и обеспечивает ряд спе-
цифических особенностей характеристик возбуждения и распространения указан-
ных волн электронной плотности заряда и тока. Для нахождения временной зави-
симости элементов матрицы плотности требуется решить квантовое кинетическое 
уравнение, учитывающее влияние переменного электромагнитного поля импульса 
накачки и процессы неупругого рассеяния электронов внутри фотокатода, ча-
стично ответственные за релаксацию фототока. Измеряемые переменные во вре-
мени и в пространстве плотности распределения электронов или тока фотоэмис-
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сии даются интегральными суммами по базисным состояниям стационарной зада-
чи рассеяния от произведений элементов матрицы плотности и координатно-
зависящих элементов эффективных матриц квантовых плотностей вероятности 
или тока. За образование дуплетов квазистацонарных состояний, а значит, за ре-
зонансные биения плотностей вероятности тока ответственны полюсные особен-
ности амплитуд рассеяния, которые входят в предэкспоненциальные коэффици-
енты волновых функций стационарного рассеяния. В случае оптического возбуж-
дения электронов в тонкой квантово-размерной гетероструктуре эти коэффициен-
ты также входят в матричные элементы дипольного момента, определяющие ин-
тенсивность возбуждения, что может увеличить кратность полюсов и интенсив-
ность изучаемых эффектов. В структуре пространственно-временной зависимости 
осциллирующих плотностей распределения зарядов и тока могут также проявить-
ся явные резонансные полюсные множители матрицы плотности. 
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FORMATION OF CHARGE-DENSITY AND CURRENT-DENSITY  
WAVES AS A RESULT OF PULSE PHOTOEMISSION FROM  

A DOUBLE QUANTUM WELL 

Peisakhovich Yu.G., Shtygashev A.A. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

We developed a theory and carried out numerical simulation of the unsteady pulse 
photoemission from a double quantum well in a narrow region of electron energies of 
the order of the distance between the levels of the doublet of quasi-stationary states. It is 
shown that damped waves of photoelectron charge and current densities are formed 
outside the double well, the characteristics of waves are determined by the intensity of 
the pump light pulse, by the poles of the scattering amplitudes and the electron density 
matrix, and also by the blurring of stationary states due to inelastic processes. Summed 
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over the states of the selected energy band, the products of the time-dependent elements 
of the density matrix and the coordinate-dependent elements of the probability or cur-
rent density matrices give measurable wave characteristics of the photoelectron or pho-
toemission current density distributions. The frequencies of these waves are equal to the 
difference frequency of the doublet, the wavelengths are equal to the inverse difference 
of the wave numbers of the free motion of electrons with resonant energies, and their 
propagation velocity is equal to the ratio of these quantities. The system can go into the 
mode of repetition of the emission of electron waves or into the mode of  
self-oscillations, if positive feedback and periodic resonance pumping of the doublet 
population are ensured. 

 

Keywords: Non-stationary photoemission, double-barrier heterostructure, double 
quantum well, density matrix. 
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