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Известно, что взаимодействие между кристаллической структурой и монохроматиче-

ским электромагнитным полем может открыть энергетические щели внутри электронных 
энергетических зон кристаллов (динамический эффект Штарка) и тем самым привести к 
качественному изменению их электронных характеристик. Не является в этом смысле ис-
ключением и такая новая кристаллическая наноструктура, как графен, чьи уникальные 
физические свойства привлекли пристальное внимание научного сообщества в связи с пер-
спективами создания нового класса наноэлектронных приборов. Однако ранее открытие 
энергетических щелей в графене посредством фотонов было исследовано только вблизи 
дираковской точки зоны Бриллюэна, где имеет место касание зоны проводимости и ва-
лентной зоны графена. Вопрос о том, каким образом лазерное излучение модифицирует 
электронный спектр графена в произвольной точке зоны Бриллюэна, оставался открытым. 
Данная работа ставит своей целью восполнить этот пробел в теории электронных свойств 
графена. Для решения сформулированной задачи проведен теоретический анализ сильного 
электрон-фотонного взаимодействия в графене. В рамках модели сильной связи получены 
аналитические выражения, описывающие энергетический спектр электрон-фотонных со-
стояний в произвольной точке зоны Бриллюэна графена. Показано, что резонансное взаи-
модействие лазерного излучения с электронами приводит к открытию энергетических ще-
лей внутри зоны проводимости и валентной зоны графена, а также найдена зависимость 
этих щелей от амплитуды и поляризации излучения. Такая возможность изменения элек-
тронных свойств графена посредством лазерного излучения создает физические предпо-
сылки для создания новых оптоэлектронных приборов с управляемыми параметрами. 

Ключевые слова: графен, электрон-фотонное взаимодействие, лазерное излучение,  
динамический эффект Штарка. 

Введение 

Успехи в лазерной физике, достигнутые за последние десятилетия, сделали 
возможным использование лазеров в качестве инструмента для манипуляции 
электронными свойствами различных электронных систем. Поскольку сильное 
взаимодействие между электронами и интенсивным лазерным излучением не мо-
жет быть описано как слабое возмущение, необходимо рассматривать систему 
«электрон + лазерное поле» как единое целое. Такой связанный электрон-
фотонный объект, называемый обычно «одетый электрон» (dressed electron), стал 
общепринятой моделью в современной физике [1, 2]. Индуцированная лазерным 
полем модификация энергетического спектра одетых электронов – известная так-
же как динамический эффект Штарка – была обнаружена как в атомах [3], так и в 
твердых телах [4] много лет тому назад. В частности, хорошо известно, что взаи-
модействие между кристаллической структурой и монохроматическим электро-
магнитным полем может открыть энергетические щели внутри электронных энер-
гетических зон кристаллов и тем самым привести к качественному изменению их 
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электронных характеристик [5–10]. Не является в этом смысле исключением и 
такая кристаллическая наноструктура, как графен [11], чьи уникальные физиче-
ские свойства привлекли пристальное внимание научного сообщества в связи с 
перспективами создания нового класса наноэлектронных приборов. Однако в 
предыдущих работах [12–15] открытие энергетических щелей в графене посред-
ством фотонов было исследовано только вблизи дираковской точки зоны Бриллю-
эна, где имеет место касание зоны проводимости и валентной зоны графена. Во-
прос о том, каким образом лазерное излучение модифицирует электронный 
спектр графена в произвольной точке зоны Бриллюэна, оставался открытым. Дан-
ная работа ставит своей целью восполнить этот пробел в теории электронных 
свойств графена. 

1. Электрон-фотонный гамильтониан 

Для того чтобы решить сформулированную задачу, прежде всего необходимо 
построить гамильтониан, описывающий перемешивание электронных состояний 
валентной зоны и зоны проводимости графена лазерным полем. Для этого обо-

значим энергию электрона в графене символами ( ) k , а волновые функции 

электрона в графене – символами ( ) k , где k  – волновой вектор электрона в 

произвольной точке зоны Бриллюэна графена, знак «  » соответствует зоне про-
водимости графена, а знак «  » соответствует валентной зоне графена. Пусть 

графен подвергнут воздействию плоской линейно поляризованной электромаг-
нитной волны с частотой 0  (одевающее лазерное поле), которая распространя-

ется вдоль нормали к плоскости графена. Соответственно, вектор поляризации 
этой волны ( , )x ye ee  лежит в плоскости графена ( , )x y . Для того чтобы описать 

индуцированное волной перемешивание электронных состояний из двух зон 

( ) k  и ( ) k , электронный гамильтониан следует записать как (2 2)  –  

матрица  

 ˆ ˆ ˆ[ ( ) ( )] / 2 [ ( ) ( )] / 2 ,e zH I           k k k k   (1)  

где Î  – единичная матрица, а , ,ˆ x y z  – матрицы Паули, записанные в базисе двух 

электронных состояний ( ) k . Что касается гамильтониана межзонного элек-

трон-фотонного взаимодействия, то в рамках дипольного приближения он имеет 
вид 

 ˆ ˆ ,xH   dEint  (2) 

где E  – вектор электрического поля волны,  

 ( ) | | ( )eq     d k r k     (3) 

есть межзонный матричный элемент электрического дипольного момента, кото-
рый в дальнейшем полагается вещественным и положительным, eq  – заряд элек-

трона, а ( , )x yr  – радиус-вектор электрона в плоскости графена. Рассматривая 

задачу в рамках общепринятого квантово-полевого подхода [1, 2], классическое 
поле E  в соотношении (2) следует заменить оператором поля  

 0
ˆ ˆ ˆ2 /i V a a   E e  , где V  – объем квантования поля, â  и â  – фотонные 

операторы уничтожения и рождения, записанные в шредингеровском представле-
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нии (представление чисел заполнения [16]). После такой замены гамильтониан 
взаимодействия (2) принимает вид  

  0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 / ,H i V a a a a 

            de int   (4)  

где ˆ ˆ ˆ( ) / 2x yi     . В дальнейшем мы будем полагать, что энергия фотона 

0  много больше, чем характерная энергия электрон-фотонного взаимодействия 

0dE , где 0E  – амплитуда лазерного поля. Тогда слагаемые ˆ â  и ˆ â  в га-

мильтониане (4) могут быть опущены, что соответствует приближению вращаю-
щейся волны (the rotating-wave approximation), которое является общепринятым в 
квантовой оптике [1,2]. Как результат, гамильтониан взаимодействия (4) прини-
мает вид  

  0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 / .H i V a a      de int    (5) 

Поскольку оператор энергии лазерного поля есть 0 0
ˆ ˆ ˆH a a  , полный гамиль-

тониан рассматриваемой электрон-фотонной системы  

0
ˆ ˆ ˆ ˆ

eH H H H   int  

 может быть записан в итоге как  

 0
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ

2 2 zH a a I
   

      
     

k k k k  

  02
ˆ ˆ ˆ ˆ .i a a

V


 
 

  de


  (6) 

2. Энергетический спектр электрон-фотонных состояний в графене 

Гамильтониан (6) формально похож на гамильтониан точно решаемой модели 
Джейнса–Каммингса [17]. Поэтому шредингеровская задача с электрон-фотонным 
гамильтонианом (2) тоже может быть решена точно. Прилагая методологию [10, 
13] к этой задаче, введем объединенное электрон-фотонное пространство  

| , | ( ) | ,N N     k  

которое позволяет описать электрон в состоянии с волновой функцией ( ) k  и 

одевающее поле в состоянии с фотонным числом заполнения 1, 2,3,...N  . Базис-

ные состояния этого пространства | , N   ортонормированны и удовлетворяют 

условиям ,, | , N NN N       и  , | , 0N N    . Поэтому точные собственные 

состояния гамильтониана (6), ( )N
 k  и  ( )N

 k , могут быть записаны как  

 
( ) | ( ) | ( ) | ( ) |

| ( ) | , ( ) | , 1 ,
2 ( ) 2 ( )N N i N  

 

     
        

 
k k k k

k k
k k

  (7) 

где  2 2
0( ) 8( ) ( 1 / 2 1 / 2)( / ) ( )N V      k de k ,  0( ) [ ( )     k k  

( )] / k  , и 
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1, ( ) 0

( )

1, ( ) 0.

  
  
  

k

k

k

 

Две энергетические ветви, соответствующие электрон-фотонным состояниям (7), 

( )N
 k  и ( )N

 k , определяются при этом как  

 0
0

( )( ) ( )
( ) ( ) .

2 2 2N N
 

    
      

kk k
k k

    (8) 

Выражения (7) и (8) могут быть легко верифицированы прямой подстановкой в 

уравнение Шредингера ˆ ( ) ( ) ( )N N NH      k k k  с гамильтонианом (6), если при-

нять во внимание соотношения [16, 18]  

ˆ ˆ ˆ| , | , , | , 0 , | , | , 1 ,

ˆ ˆ| , | , , | , 1| , 1 .z

N N N a N N N

N N a N N N

 



              

             


 

Как и ожидалось, состояние | ( )N
 k  превращается в состояние | , N   при от-

сутствии электрон-фотонного взаимодействия (т. е. когда 0d  ). В интересую-
щем нас случае генерированного лазером интенсивного одевающего поля (когда 
величины N  и V  стремятся к бесконечности, в то время как их отношение /N V  
остается постоянной величиной [1]), полная энергия электрон-фотонной си-
стемы (8) может быть записана как сумма 0 ( )N    k , где 0N   – энергия оде-

вающего поля, а  

 0( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

     
    

k k k
k k


 (9) 

есть искомый энергетический спектр одетых электронов. Здесь  

2 2
0( ) ( ) [ ( ) ( )] ,R

         k k k   

0| | /R E  de   – частота Раби межзонных электронных переходов, а 

0 08 /E N V    – классическая амплитуда одевающего поля. Две ветви спек-

тра, соответствующие двум различным знакам «  » в выражении (9), описывают 
зону проводимости и валентную зону подвергнутого лазерному облучению гра-
фена. Как следует из соотношения (9), в этом спектре имеются энергетические 
щели  

 0| | ,E  de   (10) 

которые появляются при электронных волновых векторах 0k k , удовлетворяю-

щих резонансному условию  

 0 0 0( ) ( ) .     k k    (11) 

Необходимо подчеркнуть, что при отсутствии лазерного поля ( 0 0E  ) энергети-

ческий спектр (9) совпадает с невозмущенным спектром свободных электронов в 

графене, ( ) k . 
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Чтобы записать спектр (9) в явном виде для произвольной точки зоны Брил-
люэна k , необходимо знать закон дисперсии электронов в зоне проводимости и 

валентной зоне графена, ( ) k , а также волновые функции электрона, ( ) k , 

соответствующие этим зонам. Для нахождения интересующих нас выражений 

( ) k  и ( ) k  воспользуемся хорошо известной моделью сильной связи (the 

tight-binding approximation), которая является общепринятой при анализе элек-
тронных свойств углеродных наноструктур [11, 19]. Учитывая, что валентная зона 
и зона проводимости графена возникают за счет перекрытия zp -орбиталей обра-

зующих графен углеродных атомов, волновые функции электронов в рамках этой 
модели можно записать как  

 ( ) ( ) ( ),A B

A B

i iA B
A B

C C
e e

N N

 
       kR kR

R R

k r R r R  (12) 

где N  – число элементарных ячеек в решетке графена, индексы A  и B  обозна-
чают две подрешетки графена, векторы ,A BR  – положение атомов углерода в 

этих подрешетках, а   – волновая функция zp -орбитали атома углерода [19]. 

Используя сферическую систему координат с полярной осью z  и полагая атом 
углерода находящимся в начале координат, эту волновую функцию можно запи-
сать как  

 
5

cos
( , ) exp ,

2 32b b

        
  

 (13) 

где   – радиус-вектор,   – зенитный угол сферической системы координат, а 

0,15b  Å. Подставляя волновую функцию (12) в уравнение Шредингера с хоро-

шо известным гамильтонианом сильной связи, учитывающим переход электронов 
между соседними углеродными атомами в решетке графена [11, 19], мы придем к 

секулярному уравнению, позволяющему найти как энергетический спектр ( ) k , 

так и коэффициенты ,A BC  в волновой функции (12). Используя однозначно опре-

деленную таким образом волновую функцию (12) в межзонном матричном эле-
менте дипольного момента (3), мы после несложных, но довольно громоздких 
выкладок получим явное выражение для этого матричного элемента ( , )x yd dd  

в произвольной точке k  зоны Бриллюэна графена:  

 
1 2

2 1

3
[cos cos ],

4 ( )

3 1
cos( ) ,

4 ( ) 2 8

e
x

e e
y

q a
d

q a q a
d

 


       

a k a k
k

a a k
k

 (14) 

где  

1 2 2 1( ) 3 2[cos cos cos( ) ],     k a k a k a a k    

1, 42a  Å – межатомное расстояние в графене; 1 ( 3 / 2,3 / 2)aa  и 

2 ( 3 / 2,3 / 2)a a  – базисные векторы треугольной решетки Браве графена. Со-
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ответственно, энергетический спектр электронов валентной зоны и зоны прово-
димости графена имеет вид  

 0 1 2 2 1( ) 3 2[cos cos cos( ) ,      k a k a k a a k  (15) 

где 0 2,8   эВ – энергия, связанная с переходами электрона между соседними 

атомами в графене (см., например, [11]). Подставляя соотношения (14) и (15) в 
выражение (9), мы получаем искомый энергетический спектр электронов в произ-
вольной точке k  зоны Бриллюэна графена, подвергнутого воздействию лазерного 
излучения. При этом выражение для индуцированных лазерным излучением энер-
гетических щелей (10) в этом спектре принимает вид  

 

0 0
1 0 2 0 2 1 0

0 0

0

3 3 1
[cos cos ] cos( )

4 ( ) 4 ( ) 2

,
8

e e
x

e
y y

E q a E q a
e

E q a
e e

           

 

a k a k a a k
k k

 (16) 

где электронный вектор 0k  удовлетворяет резонансному условию (11). Из выра-

жения (16) следует, что величина щелей   зависит как от амплитуды лазерного 
излучения 0E , так и от ориентации вектора поляризации лазерного излучения 

( , )x ye ee  в плоскости графена. 

Заключение 

Мы показали, что сильное взаимодействие между электронами в графене и ла-
зерным излучением приводит к качественному изменению электронного спектра 
графена. В частности, в резонансных точках зоны Бриллюэна, где энергия лазер-
ного фотона равна разности энергий между валентной зоной и зоной проводимо-
сти, лазерное излучение открывает внутризонные щели, величина которых зави-
сит как от амплитуды лазерного поля, так и от ориентации его вектора поляриза-
ции. Такая возможность изменения электронных свойств графена посредством 
лазерного излучения создает физические предпосылки для создания новых опто-
электронных приборов с управляемыми параметрами. 
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It is known that interaction between a crystal structure and a monochromatic electromagnetic 
field can open energy gaps within electron energy bands of the crystals (dynamic Stark effect) 
and, therefore, to modify their electronic characteristics. This effect takes also place in such a 
novel crystal nanostructure as graphene whose unique physical properties are considered by the 
scientific community as a basis for novel nanoelectronic devices. However, the photon-induced 
gap opening in graphene was studied earlier only near the Dirac point of the Brillouin zone where 
the conduction band and the valence band touch each other. The question of an electron energy 
spectrum at any point of the Brillouin zone of graphene irradiated by a laser is still open. In order 
to solve this problem, a theoretical analysis of strong electron-photon interaction in graphene has 
been made. Analytical expressions describing an energy spectrum of electron-photon states at any 
point of the graphene Brillouin zone have been derived using the strong coupling model. It is 
shown that the resonance interaction between the laser radiation and electrons results in a band 
gap opening within the conduction band and the valence band of graphene. The dependence of the 
gaps on the amplitude and polarization of the laser-generated electromagnetic field has been re-
vealed. The possibility to modify electronic properties of graphene by laser irradiation forms a 
physical basis for creating novel optoelectronic devices with tunable parameters. 

Keywords: graphene; electron-photon interaction; laser radiation; ac Stark effect. 
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