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Полиномиальный подход к синтезу линейных систем управления предусматривает раз-

мещение ее полюсов в заданной области. Преобладающие на практике регуляторы пони-
женного порядка не позволяют задавать расположение полюсов произвольно; их парамет-
ры выбираются так, чтобы полюса попадали в приемлемую область. Затем выбор 
корректируется в соответствии с некоторым критерием оптимальности расположения по-
люсов. В статье исследуется геометрический подход к оптимальности, когда указывается 
вид целевой области, накрывающей все полюса системы, и ищутся такие значения пара-
метров, при которых достигается самое левое расположение области этого вида на ком-
плексной плоскости. В частности, поиск самого левого положения границы для всевоз-
можных полуплоскостей, накрывающих полюса системы, эквивалентен максимизации 
степени устойчивости системы как функции параметров регулятора. Критические распо-
ложения полюсов характеризуются наличием на правой границе области наибольшего чис-
ла действительных (т.е. наибольшей кратности) и комплексно сопряженных полюсов.  
В статье такие критические расположения представляются с помощью критических корне-
вых диаграмм – обобщенных корневых портретов. Указывается рекуррентная процедура 
построения полного списка таких диаграмм для различных видов целевых областей и про-
извольного числа параметров регулятора. Устанавливается, что число различных критиче-
ских диаграмм растет в зависимости от числа параметров регулятора по закону Фибоначчи. 
В предыдущих работах авторов показано, что техника корневых многочленов позволяет 
алгебраически выяснять, реализуется ли каждая корневая диаграмма в конкретной системе 
управления и достигается ли в ней экстремальное (крайнее левое) положение целевой об-
ласти. В настоящей статье решается вопрос о полноте такого рассмотрения. 

Ключевые слова: автоматическое управление, регулятор пониженного порядка, опти-
мальное расположение полюсов, целевая функция, критические многообразия, корневые 
диаграммы, рекуррентное перечисление, числа Фибоначчи. 

Введение 
Синтез регуляторов пониженного порядка для линейных систем автоматиче-

ского управления (САУ) – проблема, которая осознается и ставится довольно дав-
но [1, 2]. Отсутствие классического теоретического решения и различные препят-
ствия, возникающие при реализации многообразных численных подходов [3], 
парадоксально сочетаются с широким распространением простых и эффективных 
управляющих устройств в технике и промышленности [4]. Число и спектр иссле-
дований и публикаций, связанных с реализацией пропорционально-интегрального 
(ПИ) и пропорционально-интегрально-дифференциального (ПИД, иногда с при-
влечением регулирования по высшим производным) управления конкретными 
объектами, исключительно широки; среди множества обзоров можно указать [5]. 
Авторы настоящей статьи с конца 1990-х годов изучали возможности использова-
ния в синтезе управления пониженного порядка полиномиальных методов. По-
скольку линейные системы с помощью преобразования Лапласа допускают пере-
ход к алгебраическому описанию на языке передаточных функций и матриц, 
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задача построения эффективного управления приводит к вопросу расположения 
на комплексной плоскости полюсов – корней характеристического многочлена 
замкнутой системы. И если САУ полного порядка позволяют осуществлять любое 
расположение полюсов по усмотрению конструктора, то для систем пониженного 
порядка можно рассчитывать лишь на попадание полюсов в некоторую желаемую 
область в левой комплексной полуплоскости.  Главная идея, развивавшаяся авто-
рами (см., напр. [6–8]) заключалась в применении оптимизационного подхода: 
задав вместо конкретной целевой области семейство областей определенного ви-
да, найти такие значения параметров регулятора, которые обеспечивали бы самое 
левое расположение области семейства, которая накрывала бы все полюса САУ 
(рис. 1). Правая граница этой крайней области, задающаяся «наименее устойчи-
выми» полюсами, служит целевой функцией минимизации. Самая естественная 
форма осуществления этой идеи – накрывать полюса 1{ , ..., }mz z системы левыми 
полуплоскостями 1{ | Re max{Re , ..., Re }ms s z z≤ , которые ограничиваются вер-
тикальными прямыми, проходящими через самые правые корни. Нахождение са-
мой левой из возможных полуплоскостей соответствует минимизации целевой 
величины 1max{Re ,...,Re }mH z z= , отрицательные значения которой свидетель-
ствуют о классической устойчивости системы, что позволяет называть противо-
положную величину H−  степенью устойчивости, или запасом устойчивости 
(далее ( )H H p=  как функция параметров регулятора p  будет именоваться 
гурвицевой функцией, а классическая устойчивость – гурвицевой). 

 

 
Рис. 1 – Градуировочное семейство усеченных конусов 
Trα. Каждая область накрывает все полюса; граница за-
дается наименее устойчивыми полюсами, смещающи-
мися в связи с изменением одного из параметров p  
Fig. 1 – Graduated family of truncated cones Trα. Each area 
covers all the poles; its boundary is defined by the least 
stable pole, that is shifted due to changes in one of the  
                                 parameters p 

Вопросы максимизации степени устойчивости для характеристических много-
членов специального вида с 1980-х годов изучали А.М. Шубладзе и его соавторы 
(см., напр., [9–12]). В широком ряде случаев им удавалось доказать, что максиму-
мы степени устойчивости (т.е. минимумы функции ( )H p ) для таких САУ дости-
гаются при нахождении на границе полуплоскости максимально возможного  
числа корней – например, действительного корня кратности 1n +  или ( 1)n + -й 
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простой комплексной пары с совпадающими действительными частями, где  
n  – число свободных параметров регулятора. Проблемами оставались установле-
ние условий экстремальности для САУ произвольного вида и при различном  
значении числа параметров n , а кроме этого, построение полного перечня воз-
можностей для критических расположений полюсов – тех, в которых может до-
стигаться экстремум целевой функции.  

Последней проблеме посвящена настоящая статья. Вводимое ниже понятие  
R-градуировки обобщает различные подходы к запасу устойчивости, включая 
гурвицеву и D-устойчивость. Единственное ограничение, которое накладывается 
на тип САУ и, тем самым, на вид характеристического многочлена, заключается 
в том, что это система неполного порядка, т. е. такая, где число свободных пара-
метров регулятора или способ их вхождения в коэффициенты характеристическо-
го многочлена не позволяет добиваться любого наперед заданного расположения 
полюсов. 

1. R-градуировки и критические многообразия в пространстве  
параметров 

Зададим на комплексной плоскости семейство замкнутых областей 
{ | R}Bα α ∈  такое, что   

(1) B Bα β⊂  при  α < β ;  

(2) 
R

CBα
α∈

=


;  

(3) Rec ≤ α  для всякого комплексного c Bα∈ . 
В силу требования (2) каждое конечное множество 1{ ,..., }mM z z=  содержится 

в некотором из множеств Bα .  
Назовем R-градуировкой множества M  величину inf{ | }M M Bαα = α ⊆ . 
Естественно требовать от семейства { | R}Bα α ∈  также следующего: 

(4) инвариантности относительно комплексного сопряжения: B Bα α= ; 
(5) согласованности с действительной осью: Bαα ∈ ; 
(6) непрерывности: для всякого конечного множества M  и всякого 0ε >   

существует ( )δ ε  такое, что N Mα < α + ε  для всех ( )N O Mδ⊆ ; 
(7) кусочно-гладкой параметризации 

0 0
( ) ( )x iyα αι + ι  границы каждой области 

0
Bα  с помощью действительного параметра ι 1. 

Примеры. Конструкция R-градуированной плоскости включает в себя наибо-
лее распространенные в ТАУ примеры: 

а) семейство полуплоскостей { | Re }s s ≤ α , R-градуировка которого будет про-
тивоположна степени устойчивости: 1( ) max{Re ,...,Re }mH p z z= ; 

б) семейство конусов { | Re Im }s s s+ ≤ α , R-градуировкой для которого будет 

колебательность с учетом устойчивости: ( ) max(Re Im )k kK p z z= + ; 

                                                           
1 Для реализации алгебраического метода синтеза существенно, что параметризация за-

дается алгебраическими соотношениями между действительной и мнимой частями, точнее, 
границы области Bα заданы либо равенством Re ( Im )s sα= ι , либо  Im (Re )s sα= ±τ , где 
невозрастающие функции ( ), ( ) 0y xα αι τ ≥  определены при 0y ≥  или x ≤ α  соответствен-

но, причем (0)αι = α , ( ) 0ατ α = , а ( )yαι  и 2 ( )xατ – целые алгебраические функции. 
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в) семейство усеченных на величину l  от вершины конусов – трапециевидных 
областей Trα (оно изображено на рис. 1); R-градуировкой здесь будет величина 

( ) max( ( ), ( ) )T p H p K p l= − , представляющая собой степень устойчивости с уче-
том колебательности. 

Граница каждой градуировочной области задается самым правым – наименее 
устойчивым – полюсом или их сопряженной парой, которые и определяют значе-
ние R-градуировки ( )F p .  Изменяя значения параметров p  так, чтобы эта грани-
ца смещалась влево, можно добиться того, чтобы на ней оказалось уже кратная 
действительная пара 1m mz z− =  (характеристический многочлен в случае кратных 
граничных полюсов назван в [13] сильно несепарабельным), действительный ко-
рень вместе с комплексной парой: 2, 1m m mz z− − α=  или две комплексные пары с 
равными R-градуировками2: 3, 2 1,m m m mz z− − α −=  (в случае слабо несепарабельного 
многочлена). 

Если пространство параметров управления обеспечивает n  степеней свободы, 
то каждое α-равенство связывает одну из них, задавая в пространстве параметров 
регулятора ( 1)n − -мерное многообразие. Если возможность смещать границу об-
ласти влево сохраняется, то можно добиться того, что уже несколько пар или 
кратных корней окажутся на границе, связывая α-равенствами k степеней свобо-
ды и задавая ( )n k− -мерное многообразие. Нульмерное многообразие может 
включать одну или несколько точек экстремума; типичная для этого случая кар-
тина представлена на рис. 1: на границе самой левой трапециевидной градуиро-
вочной области оказывается кратный действительный корень и две комплексные 
пары с равными значениями R-градуировки ( )T p : 1 2 3,4 5,6z z z zα α= = = . Такая 
система равенств связывает три степени свободы и для случая трехпараметриче-
ских ПИД-или ПДД2-регуляторов может задавать точку *p , в которой любое 
изменение каждого из параметров управления приводит к смещению одного из 
корней или пары вправо, за счет чего увеличивается значение градуировки. Таким 
образом, в точке *p  достигается локальный минимум. Из этих соображений так-
же ясно, что при появлении на границе градуировочной области двух и более не-
сопряженных корней нарушается дифференцируемость самой градуировки [7, 13].  

Нетрудно видеть, что условие нахождения на границе кратной комплексной 
пары связывает две степени свободы, поскольку комплексное равенство 

3, 2 1,m m m mz z− − −=  требует выполнения двух действительных равенств: 

  3, 2 1,Re Rem m m mz z− − −=  и 3, 2 1,Im Imm m m mz z− − −= , 

или 3, 2 1,m m m mz z− − α −=  и 3 1( ) ( )m mx xα − α −τ = τ . 

Наличие кратной комплексной пары на границе вместе с действительным кор-
нем или простой парой связывает три степени свободы и т. д. 

Таким образом, поставленная во введении проблема может быть конкретизи-
рована так: указать эффективный способ перечисления всех возможностей крити-
ческих корневых расположений для произвольных R-градуировки и числа пара-
метров управления  n . 

                                                           
2 Значок α-равенства α= будет использоваться для характеристических корней и ком-

плексных пар с одинаковыми градуировочными значениями, т. е., например, 

3, 2 1, 3, 2 1,( ) ( )m m m m m m m mz z z z− − α − − − −= ⇔ α = α . 
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2. Критические корневые диаграммы 
Традиционным способом наглядного представления взаимного расположения 

полюсов являются так называемые корневые портреты: изображения комплекс-
ной плоскости, на которой отмечено расположение характеристических корней 
(полюсов) относительно действительной и мнимой осей и относительно друг дру-
га. Для целей этой статьи достаточно указывать только расположение «самых 
правых» корней: тех, которые имеют максимальную R-градуировку. Так возни-
кают корневые диаграммы, отличающиеся от корневых портретов двумя особен-
ностями. Корни с меньшими градуировочными значениями, не влияющие на гра-
дуировку корневого множества, допустимо обозначать серым сегментом в левой 
части круга (рис. 2 и 3).  

 

 
Рис. 2 – Критические корневые диаграммы САУ, имеющих ноль (А), 
один (Б) и два (В) параметров управления. Кратность корня подпи-
сывается рядом с изображающей его точкой. Нахождение корней на 
одной вертикали указывает на их α-равенство. Расположение прочих 
корней (помимо α-правых) условно обозначается серым сегментом  
                                                  слева  
Fig. 2 – Critical root diagrams for the control system with no (A), one (Б) 
and two (В) controller parameters. Multiplicity of the root is signed close 
to the depicting it point. The root placement on the same column indicates 
their α-equality. Location of other roots (besides α-right roots) is designated  
                                      by gray segment leftward 

 

 
Рис. 3 – Критические корневые диаграммы для трехпараметрической САУ 

Fig. 3 – Critical root diagrams for the three-parameter control system 
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Второе отличие заключается в том, что корни с одинаковой R-градуировкой 
изображаются на одной α-вертикали: вертикальной прямой, проходящей через 
точку s = α  на действительной оси. Таким образом, расположение корней на тра-
пециевидной границе самой левой области (см. рис. 1), отвечающее равенству 

1 2 3,4 5,6z z z zα α= = = , будет представляться корневой диаграммой (c) (см. рис. 3). 
При этом кратность корня подписывается рядом с точкой, его изображающей. 

 Поскольку взаимное расположение α-правых корней диаграммой полностью 
отражается, то составление перечня критических расположений полюсов сводится 
к перечислению списка критических корневых диаграмм – тех, которые представ-
ляют критические расположения полюсов и описываются таким же числом α-
равенств, каково число параметров управления. 

3. Критические корневые расположения малых порядков 
(1) Предположим, что задан многочлен с числовыми коэффициентами, кото-

рые не включают свободных параметров. В общем случае на правой границе об-
ласти расположения корней оказывается либо действительный корень, либо ком-
плексная пара (рис. 2, А); таким образом, для ноль-параметрического многочлена 
возникает две диаграммы. 

(2) Если коэффициенты многочлена зависят от одного свободного параметра, 
то минимизация R-градуировки может привести к равенству l mz zα=  для корней 

,l mz z , не образующих сопряженной пары. Это означает наличие на правой гра-
нице либо двукратного действительного корня, либо комплексной пары 1, 2m mz − −  

с тем же градуировочным значением, что и действительный корень mz , т. е. 

1, 2m m mz z− − α= , либо, наконец, две комплексных пары с равными градуировоч-

ными значениями: 3, 2 1,m m m mz z− − α −=  (рис. 2, Б).  
Заметим, что две из трех возможностей возникают из ноль-параметрического 

случая за счет добавления на правую границу простой комплексной пары «извне» 
(т. е. с большей мнимой частью) – это означает одно α-равенство для полюсов; 
кроме того, возникает возможность кратного действительного корня. 

(3) Для многочлена с зависимостью от двух параметров возможно накладывать 
два условия, связывающих две степени свободы – например, два α-равенства или 
условие кратности комплексной пары. В итоге возможно пять критических распо-
ложений (рис. 2, В), где справа оказываются: 

(a) трехкратный действительный корень;  
(b) двукратный действительный корень на одной α-вертикали с комплексной 

парой; 
(c) простой действительный корень и две комплексные пары на одной α-вер-

тикали; 
(d) три комплексные пары на одной α-вертикали; 
(e) двукратная комплексная пара. 
Легко видеть, расположения (b)–(d) образуются добавлением «извне» ком-

плексной пары к трем диаграммам  примера (2); кроме того,  возникает две воз-
можности: трехкратного действительного корня и кратной комплексной пары – 
максимальных возможных здесь кратностей.  

(4) Для многочлена с зависимостью коэффициентов от  трех параметров воз-
можно восемь критических многообразий (рис. 3):  

(a) четырехкратный действительный корень;  
(b) трехкратный действительный корень на одной α-вертикали с комплексной 

парой; 
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(c) двукратный действительный корень и две комплексные пары на одной  
α-вертикали; 

(d) простой действительный корень и три комплексные пары на одной 
α-вертикали; 

(e) четыре комплексные пары на одной α-вертикали; 
(f) двукратная комплексная пара на одной вертикали с однократной, причем 

кратная пара имеет меньшую мнимую часть; 
(g) двукратная комплексная пара на одной вертикали с однократной, причем 

кратная пара имеет бóльшую мнимую часть; 
(h) двукратная комплексная пара на одной вертикали с простым действитель-

ным корнем. 
Сравнивая рис. 2 и 3, нетрудно видеть, что диаграммы (b)–(f) возникают из 

диаграмм примера (3) при добавлении «извне» простой комплексной пары. 
Диаграммы (g) и (h) возникают из примера (1) в результате добавления дву-

кратной комплексной пары на той же α-вертикали, что и простые корень или пара 
корней, что также связывает три степени свободы.  

Как и выше, к этому добавляется возможность (a) действительного корня мак-
симальной кратности. 

Замечание. Из рассмотренных примеров видно, что число ( )nΦ  критических 
диаграмм для многочленов, зависящих от малого числа параметров n , соответ-
ствует началу последовательности Фибоначчи: 3(0) 2Φ = = ϕ , 4(1) 3Φ = = ϕ , 

5(2) 5Φ = = ϕ , 6(3) 8Φ = = ϕ . 

4. Построение списка критических корневых диаграмм 

Рассмотрение п. 3 позволяет указать, как список диаграмм для многочленов, 
зависящих от n  свободных параметров, рекуррентно строится из списков для 
k n<  параметров. Поскольку основание индукции установлено, предположим, 
что 3( ) kk +Φ = φ . 

а) Очевидно, если среди α-правых корней нет комплексных пар, и n  степеней 
свободы связываются действительным корнем, то этот корень должен иметь 
кратность 1n + , и такая возможность единственна; отметим, что 1 1ϕ = . 

Будем считать, что α-правые корни включают в себя комплексные пары.  
б) Пусть наибольшую мнимую часть среди них имеет простая комплексная па-

ра. Устраняя ее, получим корневые диаграммы, описывающиеся на единицу 
меньшим числом α-равенств. Они оказываются критическими диаграммами мно-
гочлена с 1n −  параметром, и по предположению индукции их 2n+ϕ .  

в) Если наибольшую мнимую часть среди α-правых пар имеет двукратная 
комплексная пара, то ее удаление приведет к критическим корневым диаграммам, 
задаваемым набором 3n −  равенств и соответствующим ( 3)n − -параметричес-
кому многочлену. По предположению их число равно nϕ .  

г) Рассматривая случаи комплексных пар нарастающей кратности,  будем по-
лучать списки критических корневых диаграмм многочленов, зависящих от 5n − , 

7n −  и т. д. параметров, которых по предположению будет соответственно 2n−ϕ , 

4n−ϕ  и т. д.  
д) Максимальная возможная кратность комплексной пары (в том числе и с 

наибольшей мнимой частью) равна [ / 2] 1n + . В конце возможны два варианта. 
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I. Для нечетного числа параметров 2 1n k= +  число 3 2 4n k+ = +  четно, и от-
брасывание комплексных пар нарастающей кратности будет приводить к спискам 
диаграмм многочленов с четным числом параметров (и нечетным членам после-
довательности Фибоначчи) и окончится на 3 2ϕ =  диаграммах ноль-пара-
метрического многочлена (пример 1 в п. 2).  

По известному тождеству для четных номеров последовательности Фибоначчи 
[14] получаем 1 3 5 2 3( ) ... n n nn + +Φ = ϕ + ϕ + ϕ + + ϕ + ϕ = ϕ . 

II. Если число 2n k=  четно, то 3n +  нечетно, и за счет отбрасывания ком-
плексных пар нарастающей кратности будут возникать списки диаграмм много-
членов с четным числом параметров (и нечетным членам последовательности 
Фибоначчи) вплоть до 4 3ϕ =  диаграмм однопараметрического многочлена (при-
мер 2 в п. 2).  

Однако, кроме случая (а) здесь нужно учесть возможность ( 1)k + -кратной 
комплексной пары, обеспечивающей выполнение 2n k=  равенств (для нечетного 
n  это не было возможно). 

Число 3n +  нечетно, и по аналогичному тождеству (с учетом того, что 
2 1ϕ = ), получим  2 4 2 3( ) 1 ... n n nn + +Φ = + ϕ + ϕ + + ϕ + ϕ = ϕ . 

Таким образом, построен рекуррентный процесс перечисления полного списка 
критических диаграмм и доказано следующее утверждение. 

Теорема. Число критических корневых диаграмм для многочлена, коэффици-
енты которого зависят от n  параметров, равно числу Фибоначчи 3n+ϕ . 

Замечание. Обозначив kD  множество критических корневых диаграмм для 
многочлена, зависящего от k  параметров, можно схематически представить про-
цесс построения списка критических диаграмм (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4 – Схема построения множества nD  критических корневых диаграмм рекурсией 

из множеств kD  меньших размерностей. Для нечетного числа n 0D D∗ = , для четного  

                                                 числа n множество D∗  пусто 
Fig. 4 – The construction scheme of critical root diagram set  nD  with recurrence of sets kD  

of lower dimensions. For even number n  0D D∗ = , for odd number n  set D∗  is empty 

Заключение 
Полный список критических корневых диаграмм позволяет в наиболее есте-

ственных и практических важных случаях выписывать все соответствующие им 
корневые многочлены. В [8, 15–17] на примерах САУ порядков 9–11 (в качестве 
объектов рассматривались многозвенные математические и перевернутые маятни-
ки, описывающиеся системами дифференциальных уравнений 6-го порядка) пока-
зано, как использование корневых многочленов приводит к системам алгебраиче-
ских уравнений, связывающих координаты полюсов и параметры регуляторов. Из 
этих систем уравнений с помощью пакета Maple удавалось рационально выразить 
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параметры управления через корневые координаты и установить, реализуется ли 
такое расположение полюсов в данной САУ, и какое критическое значение целе-
вой R-градуировки при этом достигается. 

Таким образом, наличие полного списка диаграмм позволяет алгебраическими 
методами устанавливать оптимальные по выбранной R-градуировке расположе-
ния полюсов САУ и, тем самым, оптимальные значения параметров регулятора. 

Остается добавить, что теорема, заключающая п. 4, здесь доказана непосред-
ственно, тогда как в диссертации одного из авторов ее доказательство строилось 
на анализе кодов критических корневых диаграмм [18]. 
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CONSTRUCTION OF THE CRITICAL LOCATION LIST  

OF AUTOMATIC CONTROL SYSTEM POLES 

Voevoda A.A., Chekhonadskikh A.V. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
A polynomial approach to the linear control system design involves placing its poles in a gi-

ven area of the complex plane. Low order controllers prevail in practice though they don’t make it 
possible to specify the location of the poles arbitrarily; their parameters are chosen so that the 
system poles are placed in the acceptable domain. Then the choice is to be corrected to corre-
spond to some optimality criterion for the pole location. The paper investigates a geometric ap-
proach to optimality; we fix some form of the object area which must cover all the system poles, 
then we seek for such parameter values that approach the leftmost position of the object area in 
the complex plane. In particular, the search for the leftmost position of the border for various 
semi-planes enclosing the system poles is equivalent to maximizing the relative stability of the 
system as a function of the controller parameters. Critical locations of the poles are characterized 
by the presence of the largest number of real poles on the right boundary (i.e. the highest multi-
plicity) and complex pairs. In the article such critical locations are represented by critical root 
diagrams. We specify a recursive procedure for constructing a complete list of such diagrams for 
different object areas and an arbitrary number of controller parameters. The number of different 
root diagrams depends on the controller parameter number by Fibonacci law. As the authors have 
shown in their previous papers, the technique of the root polynomials makes it possible to find out 
in an algebraic way whether each critical diagram is implemented in a particular control system 
and whether the extreme position of the object area is achieved in it. The problem of this ap-
proach completeness is solved in the present paper. 

Key words: control system, low order controller, optimal pole location, objective function, 
critical manifold, root diagrams, recurrent enumeration, Fibonacci numbers. 
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