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Статья относится к теории полей. Она посвящена изучению взаимосвязи свойств бес-

конечных расширений Галуа и отвечающим этим расширениям проконечных групп Галуа. 
Общие взаимосвязи установлены в самой теории Галуа. Например, по теореме о прими-
тивном элементе любое конечное расширение Галуа порождается некоторым одним эле-
ментом. Поэтому для конечных расширений полей нет связи между наименьшим числом 
порождающих элементов и величиной группы Галуа. Однако для бесконечных расширений 
полей неизвестна зависимость между количеством порождающих элементов расширения 
полей и величиной соответствующей этому расширению группы Галуа. По-видимому, 
наименьшее количество порождающих элементов расширения Галуа находит выражение в 
локальном весе топологии группы Галуа. Рассматриваем наименьшую бесконечную мощ-
ность порождающих элементов, ограничиваемся изучением счетно порожденных расшире-
ний полей. В подтверждение предположения устанавливаем, что счетно порожденному 
расширению полей отвечает свойство счетности локального веса топологии группы Галуа. 
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Введение 

Статья относится к теории полей. Она посвящена изучению взаимосвязи 
свойств расширений полей и отвечающим этим расширениям групп Галуа. Такие 
взаимосвязи установлены в самой теории Галуа. Мы изучаем свойство счетной 
порожденности расширения полей. Устанавливаем, что ему отвечает свойство 
локальной счeтности топологии группы Галуа.  

В теории Галуа установлено, что любому (возможно, бесконечному) нормаль-

ному расширению полей /L K  отвечает группа Галуа ( / ).G Gal L K  В случае 

бесконечного расширения полей такая группа является топологической проко-
нечной группой, топология проконечной группы определяется некоторой фунда-
ментальной системой окрестностей единицы этой группы.    

Счeтно порожденные поля 

Замечание 
Заметим, что фундаментальная счетная система окрестностей точки топологи-

ческого пространства ,iU i  эквивалентна фундаментальной счетной системе 

убывающих окрестностей этой точки, системе: 1 1 2 1 2 3, , ,U U U U U U     

В самом деле,  любая окрестность iU  содержит  пересечение 1 .iU U   

Наоборот, фундаментальная система является направленной, поэтому для любого 

такого пересечения 1 iU U  найдется такая окрестность jU , которая содер-

жится во всех множествах 1, , .iU U  Поэтому 1 .i jU U U    Это поясняет 

замечание. 

                                                           
Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования  

и науки РФ, по государственному заданию № 2014/138, проект № 1052. 
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Лемма 

Если бесконечная проконечная группа G  обладает счетной фундаментальной 

системой окрестностей единицы, то она обладает такой системой из убывающих 

нормальных делителей группы G . 

В самом деле, нормальные делители бесконечной проконечной группы образу-

ют фундаментальную систему окрестностей единицы (см. [1] предложение 1.14). 

Поэтому, если в бесконечной проконечной группе G  найдется какая-то счетная 

система фундаментальных окрестностей единицы, то по замечанию ее можно 

предполагать убывающей. Тогда в группе G  найдется такая система, образован-

ная некоторой убывающей цепью нормальных подгрупп конечного индекса 

{ | },iN i  1i iN N  . Это нормальные делители, которые содержатся в исход-

ной фундаментальной системе. Лемма доказана. 

Теорема 

Рассмотрим бесконечное расширение Галуа полей /L K  и его бесконечную 

проконечную группу Галуа G . Тогда группа G  обладает счетной фундаменталь-

ной системой окрестностей единицы тогда и только тогда, когда поле L  порож-

дается над полем K  счетной последовательностью элементов: 1 2( , , ).L K l l   

В самом деле, по лемме условие на группу G  равносильно наличию в группе 

убывающей счетной цепи нормальных делителей: 1 2 .G N N    По соответ-

ствию Галуа расширение /L K  получается объединением башни конечных расши-

рений Галуа: 1 .
NGK L L    По теореме о примитивном элементе (см. [2]–[4]) 

для каждого натурального n  найдется элемент ia L  для которого 

( ).iN
iL K a  Отсюда следует достаточность. 

Проверим необходимость. Пусть 1 2( , , ).L K a a   Для каждого натурального 

i  обозначим iL  – нормальное замыкание поля 1( , , )iK a a  в поле L . По 

соответствию Галуа каждое такое поле отвечает некоторому нормальному дели-

телю группы G . Эта система определяет счетную фундаментальную систему 

окрестностей единицы группы G  (см. [1] предложение 2.3). Теорема доказана.  

Условие счетности фундаментальной системы окрестностей единицы группы 

означает, что локальная топология этой группы счетного веса.  

Заключение 

Укажем в заключение, что данный результат позволит в дальнейшем приме-

нить его к изучению мультипликативных групп полей (см. [5]). 
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The paper is concerned with the field theory. It is devoted to the investigation of interrelations 

between infinite Galois extensions and corresponding profinite Galois groups. General relations 

have been stated in the Galois theory. For instance, by using the primitive element theorem any 

finite Galois extension of fields is generated by one element. So for finite extensions of fields 

there is no relation between the least number of generating elements of the field extension and its 

Galois group. However, for infinite field extensions the relation between the number of genera-

tions of field extension and the size of the Galois group is unknown. It is supposed that a minimal 

number of generations is related to the local weight of its Galois group. The minimal power of 

generating elements is studied, with emphasis being placed on a countable number of generated 

extensions of fields. We prove that a normal extension of fields generated by a countable set of 

elements is related to the countable topology of the profinite Galois group of this extension.  

Key words: extension of fields, Galois group,  profinite group, countable topology. 
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