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В работе выполнено теоретическое исследование закономерностей образова-

ния электромагнитных радиальных сил низкого порядка в синхронных электриче-
ских машинах с дробными зубцовыми обмотками и возбуждением от постоянных 
магнитов. Актуальность исследования обусловлена тем, что возникающие ради-
альные силы являются одной из основных причин повышенного уровня вибраций 
и шума. На основе гармонического анализа пространственно-временного распре-
деления магнитного поля получено аналитическое выражение для определения 
удельной радиальной силы, учитывающее взаимодействие основных гармониче-
ских составляющих магнитодвижущей силы обмотки статора, магнитодвижущей 
силы ротора и эквивалентной магнитной проводимости воздушного зазора. Рас-
смотрены условия возникновения радиальных сил как при гладком немагнитном 
воздушном зазоре, так и при наличии зубчатости статора. Установлено, что в обо-
их случаях возникают радиальные силы нулевого порядка, соответствующие 
пульсирующему растягивающе-сжимающему воздействию на статор. Показано, 
что для машин с обмоткой, имеющей шесть фазных зон, характерно образование 
радиальных сил второго порядка, вызывающих изгибные деформации статорного 
кольца, тогда как для машин с тремя фазными зонами возникают силы первого 
порядка, приводящие к одностороннему притяжению ротора к статору. Получен-
ные аналитические зависимости позволяют выявить механизмы формирования 
наиболее опасных гармонических составляющих радиальных сил и могут быть 
использованы при проектировании электрических машин для выбора конструк-
тивных решений, направленных на снижение вибраций и шума. 
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Введение 
Одним из перспективных направлений в области электромашинострое-

ния является применение синхронных электрических машин с возбужде-
нием от постоянных магнитов (ПМ) с использованием в качестве обмотки 
статора дробных зубцовых обмоток (ДЗО). Такие машины находят широ-
кое применение в различных областях: мотор колеса, ветрогенераторы, 
безредукторные приводы лифтов, двигатели беспилотных летательных 
аппаратов и другие устройства. 

Отличительной особенностью ДЗО является их число пазов на полюс  
и фазу q, которое представляет собой дробное число меньше единицы.  
С конструктивной точки зрения намотка каждой катушки таких обмоток 



6 Д.Ю. Бабицкий  

 

выполняется вокруг одного зубца, что обеспечивает малый осевой размер 
и длину лобовых частей обмотки в сравнении с классическими распреде-
ленными обмотками. Таким образом, применение ДЗО обеспечивает ком-
плекс существенных технологических и эксплуатационных преимуществ, 
в частности сокращение осевых габаритов электрической машины, сниже-
ние расхода меди, уменьшение активного сопротивления, электрических 
потерь и индуктивности рассеяния в лобовых частях. 

В рассматриваемом классе машин в качестве источника потока возбуж-
дения используются постоянные магниты. В сравнении с электромагнит-
ным возбуждением применение ПМ позволяет отказаться от обмотки воз-
буждения и контактных колец, что исключает потери на возбуждение, по-
вышает КПД машины, улучшает массогабаритные показатели и увеличи-
вает надежность. 

Применение ДЗО и ПМ позволяет выполнять электрические машины  
с улучшенными массогабаритными показателями, повышенными удель-
ными показателями мощности и момента, высоким КПД. Пример кон-
струкции таких электрических машин приведен на рис. 1. 

 

 
Рис. 1  – Пример конструкции электрической 

машины с ДЗО и ПМ 
Fig. 1 – An example of the electric machine  
design with fractional-slot concentrated winding  
                       and permanent magnets 

Анализ литературных источников [1–5], а также практический опыт 
проектирования свидетельствуют о том, что ряд типоразмеров синхрон-
ных машин с ДЗО и ПМ характеризуется повышенным уровнем шума  
и вибраций. Указанные нежелательные явления обусловлены действием 
электромагнитных радиальных сил, изменяющихся как во времени, так  
и в пространстве и возникающих между статором и ротором в процессе 
работы электрической машины. Вибрации, в свою очередь, могут снижать 
ресурс подшипниковых узлов и механических соединений, а шум нега-
тивно влияет на акустический комфорт обслуживающего персонала.  
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В рамках настоящей работы проведено теоретическое исследование при-
чин и условий образования электромагнитных радиальных сил в машинах 
рассматриваемого класса. 

1. Образование радиальных сил в электрических машинах  
с ДЗО и ПМ 
Вибрации и вызванный ими шум, источником которых являются маг-

нитные силы, принято называть магнитными вибрациями. В электриче-
ских машинах данные вибрации обусловлены радиальными силами, дей-
ствующими между статором и ротором. Эти силы, изменяющиеся как во 
времени, так и в пространстве, вызывают деформацию ярма статора, при-
водящую к его колебаниям. Наибольшие деформации статорного кольца 
возникают при совпадении частоты возмущающего воздействия, которой 
является радиальная сила, с частотой собственных колебаний статора [6]. 

В общем виде выражение радиальной силы можно записать следую-
щим образом [6]: 

.( , ) cos( )    r r m rF t F t r , 

где r – порядок радиальной силы; .r mF  – амплитуда силы r-го порядка; 
r  – угловая частота силы r-го порядка; t – время;  – пространственная 
координата. 

Особую опасность представляют радиальные силы низких порядков, 
поскольку их пространственный период достаточно велик, что позволяет 
вызывать значительные деформации статора. С ростом порядка волны 
плечо силы уменьшается и амплитуда колебаний снижается [6]. На рис. 2 
показано влияние радиальных сил различных порядков на форму дефор-
мации кольца статора. Сила порядка r = 0 создает пульсирующее усилие 
растяжения/сжатия; r = 1 соответствует одностороннему притяжению ро-
тора к статору; r = 2 и r = 3 приводят к изгибным деформациям статорного 
кольца, причем каждому порядку соответствует своя форма деформации. 
В настоящей работе рассматриваются условия образования электромаг-
нитных радиальных сил описанных порядков. 

 

 
Рис. 2 – Пространственное распределение сил, вызывающих деформацию  

кольца статора 
Fig. 2  – Spatial force distribution causing deformation of the stator ring 
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Удельная радиальная сила в любой точке воздушного зазора определя-
ется как величина, пропорциональная квадрату магнитной индукции [6]: 

 
2

0

( , )( , )
2
 

 
r

B tF t , (1) 

где ( , ) B t  – функция магнитной индукции в воздушном зазоре; 0  – 
магнитная постоянная. 

При пренебрежении магнитным сопротивлением стали мгновенное 
значение индукции в данной точке является произведением результирую-
щей магнитодвижущей силы (МДС) и эквивалентной магнитной проводи-
мости воздушного зазора [6]: 
 ( , ) ( , ) ( )B t F t      , (2) 

где F(, t) – результирующая МДС; Λ() – эквивалентная магнитная про-
водимость воздушного зазора. 

Функция результирующей МДС есть сумма МДС статора, созданная 
обмоткой, и МДС ротора, образованная постоянными магнитами [6]: 
 ( , ) ( , ) ( , )    kF t F t F t , (3) 

где ( , ) F t  – МДС статора; ( , )kF t  – МДС ротора. 
В рамках настоящей работы рассмотрено образование низкочастотных 

электромагнитных радиальных сил, образованных взаимодействием про-
странственных гармонических составляющих МДС статора, МДС ротора 
и эквивалентной магнитной проводимости, обладающих наибольшей ам-
плитудой. Далее такие гармоники каждой из рассматриваемых функций 
будут называться основными. Такой подход позволяет выявить ключевые 
механизмы возникновения рассматриваемых радиальных сил. 

Число пазов на полюс и фазу ДЗО можно представить следующим об-
разом [7]: 

 1.cq
d

   (4) 

При описании МДС, созданной ДЗО, необходимо отметить особен-
ность данного класса обмоток. Поскольку каждая катушка охватывает 
только один зубец статора, пространственное распределение МДС обмот-
ки отличается от синусоидальной формы. В пространственном гармониче-
ском составе МДС всегда присутствуют две составляющие, обладающие 
высокой амплитудой и вращающиеся в противоположных направлениях. 
Таким образом, каждая из этих гармоник может выступать в качестве ра-
бочей. Обе эти гармоники называются основными гармониками МДС ДЗО 
[7]. 

В качестве демонстрации гармонического состава МДС ДЗО на рис. 3 
представлены амплитуды гармоник МДС обмотки с числом пазов на по-
люс и фазу q = 2/5, являющейся одной из часто используемых ДЗО. Здесь 
основными гармониками с наибольшей амплитудой являются пятая  
и седьмая. Также показаны нерабочие гармоники МДС. 
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Рис. 3 – Относительные амплитуды гармоник МДС ДЗО с q = 2/5 

Fig. 3 – Relative harmonic amplitudes of the magnetomotive force  
of fractional-slot concentrated windings with q = 2/5 

Функцию МДС статора, созданной ДЗО, учитывая две основные гар-
моники, можно представить следующим образом [7]: 
 1 1 2 2( , ) cos( ) cos( )            m mF t F t F t , (5) 

где 1  и 2  – номера первой и второй основных пространственных гар-
моник МДС ДЗО; 1 mF  и 2 mF  – амплитуды соответствующих  простран-
ственных гармоник МДС; ω – частота протекающих по обмотке токов. От-
личающиеся знаки в аргументах косинусов показывают противоположное 
направление вращения основных гармоник МДС ДЗО. 

При описании МДС ротора наибольшую амплитуду имеет гармоника 
поля возбуждения, порядок которой равен числу пар полюсов, на которое 
выполнен ротор: 
  ( , ) cos ( )   k km rF t F p t , (6) 

где p – число пар полюсов ротора; kmF  – амплитуда основной гармоники 
МДС ротора; r  – частота вращения ротора. 

В настоящей работе рассмотрен вариант, когда магнитная проводи-
мость воздушного зазора изменяется вдоль расточки за счет зубчатой кон-
струкции статора (односторонняя зубчатость). Такая постановка приме-
нима для конструкций роторов с поверхностным расположением радиаль-
но намагниченных ПМ. Пример конструкции магнитной системы рас-
сматриваемой электрической машины показан на рис. 4. 

Анализ магнитного сопротивления с односторонней зубчатостью со 
стороны статора выполнен на модели гладкого зазора с эквивалентной 
удельной проводимостью, воспроизводящей зубцовую периодичность.  
В проводимости воздушного зазора учтем только постоянную составляю-
щую, определяемую величиной воздушного зазора и высотой ПМ (так как 
магнитная проводимость ПМ мало отличается от проводимости воздуха),  



10 Д.Ю. Бабицкий  

 

и основную гармонику, обусловленную числом зубцов статора (зубцовую 
гармонику) [7]: 
 0 1( ) cos( )      m Z , (7) 

где 0  – постоянная составляющая магнитной проводимости;  m  – ам-
плитуда основной гармоники эквивалентной магнитной проводимости;  

1Z  – число пазов статора. 
 

 
Рис. 4 – Эскиз рассматриваемой магнитной системы 

Fig. 4 –  Configuration of the magnetic system under study 

Используя выражения (2)–(3) и (5)–(7), функцию удельной радиальной 
силы (1) можно записать как 

 1 1
0

1( , ) cos( )
2r mF t F t      


 

2 2cos( ) cos( )         m km rF t F p t p  

  2
0 1cos( )    m Z . (8) 

Далее, используя выражение (8), рассмотрим условия образования 
электромагнитных радиальных сил по отдельности: 1) при гладком немаг-
нитном зазоре с учетом постоянной составляющей эквивалентной удель-
ной магнитной проводимости воздушного зазора; 2) при односторонней 
зубчатости со стороны статора с учетом переменной составляющей маг-
нитной проводимости. 

2. Образование радиальных сил низкого порядка при гладком  
немагнитном зазоре 
При гладком немагнитном зазоре функция эквивалентной удельной 

магнитной проводимости (7) включает в себя только постоянную состав-
ляющую 0 . Для такого случая выражение (8) можно записать как 
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2
0 1 1

0

1( , ) cos( )
2r mF t F t       


 

22 2cos( ) cos( )         m km rF t F p t p  

 2 2
0 1 1

0

1 1 1 cos(2 2 )
2 2 mF t

⎡       ⎢ ⎣
 

   2 2
2 2

1 11 cos(2 2 ) 1 cos(2 2 )
2 2           m km rF t F p t p  

   1 2 1 2 1 2 1 2cos ( ) cos 2 ( )                m m m mF F F F t  

 1 1cos ( ) ( )       m km rF F p t p  

 1 1cos ( ) ( )       m km rF F p t p  

 2 2cos ( ) ( )       m km rF F p t p  

  2 2cos ( ) ( )
⎤       ⎥⎦

m km rF F p t p . (9) 

Порядок радиальной силы определяется коэффициентом при . Таким 
образом, анализируя выражение (9), можно сделать следующие выводы.  
Поскольку большинство электрических машин с ДЗО выполняются мно-
гополюсными, то 1 , 2  и p имеют высокий порядок, т. е. часть слагае-
мых выражения (9), содержащих в аргументах косинусов только эти мно-
жители, не создают исследуемых радиальных сил. Другая часть слагаемых 
не изменяются во времени и имеют только пространственное распределе-
ние, что показывает наличие постоянной силы вдоль воздушного зазора,  
и также не вызывают создание исследуемых радиальных сил. Исключив 
эти выражения, функцию (9) можно переписать следующим образом: 

 2
0 1 2 1 2

0

1( , ) cos 2 ( )
2r m mF t F F t    ⎡       ⎣

 

 1 1cos ( ) ( )       m km rF F p t p  

 1 1cos ( ) ( )       m km rF F p t p  

 2 2cos ( ) ( )       m km rF F p t p  

  2 2cos ( ) ( )       ⎤⎦m km rF F p t p . (10) 

Структуру ДЗО можно описать следующим образом: обмотка форми-
руется из ряда одинаковых участков, называемых фазными зонами ,zm  
число которых кратно числу фаз m. Для трехфазных обмоток при нечетном 
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значении d [см. выражение (4)] количество фазных зон составляет 
2 6, zm m  тогда как при четном значении d оно равно 3. zm m  

Каждая фазная зона включает в себя c [см. выражение (4)] последователь-
но соединенных катушек. Номера основных пространственных гармоник 
МДС ДЗО связаны с числом фазных зон обмотки и числом катушек в фаз-
ной зоне [7]: 

а) для ДЗО с шестью фазными зонами (   6)zm   

 1,2 1 6 1;
2 2z
с сm      (11) 

б) для ДЗО с тремя фазными зонами (   3)zm    

 1,2
1 11 3 1

2 2z
с сm     

 , (12) 

где верхние знаки выражений (11)–(12) относятся к прямобегущим гармо-
никам МДС, а нижние – к обратнобегущим. 

В выражении (10) в аргументе первого слагаемого в коэффициенте  
при  содержатся только гармоники МДС обмотки, что показывает их 
взаимодействие. Используя формулы (11)–(12), можно рассчитать коэф-
фициент r при :  

а) для ДЗО с шестью фазными зонами (   6)zm    

 1 2 1 1 2;
2 2z z
с сr m m⎛ ⎞ ⎛ ⎞         ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (13) 

б) для ДЗО с тремя фазными зонами (   3)zm    

 1 2
1 11 1 1

2 2
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞        ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
z z
с сr m m . (14) 

Остальные слагаемые выражения (10) в коэффициенте при  содержат 
номер гармоники МДС статора и число пар полюсов МДС ротора, что по-
казывает их взаимодействие. Поскольку электрическая машина может 
быть выполнена для работы с любой из основных гармоник МДС обмотки, 
то число пар полюсов может принимать значения 1 p  или 2 p . Как 
было сказано ранее, основные гармоники МДС ДЗО имеют противопо-
ложное вращение. Соответственно, ротор будет вращаться сонаправленно 
с одной основной гармоникой МДС обмотки и встречно – со второй. Про-
анализировав коэффициенты при  в этих выражениях, можно заключить 
следующее. Для коэффициентов вида (ν – p), когда p = ν, имеет место об-
разование радиальной силы порядка r = 0 при взаимодействии гармоники 
МДС ротора с гармоникой МДС обмотки, имеющих одинаковый порядок. 
Также исследуемые радиальные силы создаются при взаимодействии 
МДС ротора с гармоникой МДС обмотки, имеющей противоположное 
направление вращения. Для такого случая расчет порядка создаваемой ра-
диальной силы аналогичен выражениям (13) и (14). Таким образом, для 



ИССЛЕДОВАНИЕ РАДИАЛЬНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ СИЛ… 13 

 

ДЗО с 6zm  образуются радиальные силы порядка r = 2, а для ДЗО  
с 3zm   – радиальные силы порядка r = 1. Описанные силы имеют различ-
ное изменение во времени, которое определяется коэффициентом при t. 

3. Образование радиальных сил низкого порядка  
при односторонней зубчатости со стороны статора 
Как показано в выражении (7), при учете односторонней зубчатости со 

стороны статора в выражении эквивалентной удельной проводимости 
присутствуют постоянная составляющая и переменная составляющая, 
определяющаяся числом зубцов статора. Поскольку анализ выражения 
радиальной силы при учете постоянной составляющей проведен ранее, 
далее рассмотрим влияние переменной составляющей. Выражение (8) 
можно записать как 

 1 1 2 2
0

1( , ) cos( ) cos( )
2r m mF t F t F t            


 

 2
1cos( ) cos( )km r mF p t p Z        

 2
1 1 1 1

0

1 1 2cos( ) cos 2 (2 )
2 4 m mF Z t Z

⎡         ⎢ ⎣
 

  2
1 1 2 1

1cos 2 (2 ) 2cos( )
4          m mt Z F Z  

   2 1 2 1cos 2 (2 ) cos 2 (2 )            t Z t Z  

 2
1 1

1 2cos( ) cos 2 (2 )
4

        km m rF Z p t p Z  

 1 1 2
1cos 2 (2 )
2         r m m mp t p Z F F  

    1 2 1 1 2 1cos ( ) cos ( )              Z Z  

 1 2 1 2 1
1 cos 2 ( )
2           m m mF F t Z  

 1 2 1 1
1cos 2 ( )
2           m km mt Z F F  

  1 1cos ( ) ( )        rp t p Z  

 1 1 1
1cos ( ) ( )
2           r m km mp t p Z F F  

  1 1cos ( ) ( )        rp t p Z  
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 1 1 2
1cos ( ) ( )
2           r m km mp t p Z F F  

  2 1cos ( ) ( )        rp t p Z  

 2 1 2
1cos ( ) ( )
2           r m km mp t p Z F F  

  2 1cos ( ) ( )        rp t p Z  

  2 1cos ( ) ( ) ⎤        ⎥⎦
rp t p Z . (15) 

Часть слагаемых выражения (15) не имеют изменения во времени, т. е. 
их можно не рассматривать при анализе исследуемых радиальных сил. 
Оставшиеся слагаемые для удобства последующего исследования целе-
сообразно классифицировать по типу взаимодействующих гармонических 
составляющих и рассматривать по отдельности. Выделим три группы: 

1) силы, обусловленные взаимодействием МДС статора с переменной 
составляющей магнитной проводимости; 

2) силы, возникающие при взаимодействии МДС ротора с переменной 
составляющей магнитной проводимости; 

3) силы, являющиеся результатом взаимодействия результирующей 
МДС с переменной составляющей магнитной проводимости. 
Радиальные силы, возникающие при взаимодействии МДС статора  

и переменной магнитной проводимости. Список аргументов косинусои-
дальных функций данной группы радиальных сил: 

1 1

1 1

2 1

2 1

1 2 1

1 2 1

2 (2 ) ,

2 (2 ) ,

2 (2 ) ,

2 (2 ) ,

2 ( ) ,

2 ( ) .

t Z

t Z

t Z

t Z

t Z

t Z

    ⎧
⎪
⎪     
⎪
⎪     ⎪
⎨
    ⎪

⎪
⎪       
⎪
⎪       ⎩

 

Число пазов статора в машинах с элементарной ДЗО можно связать  
с числом фазных зон обмотки [7]: 
 1  zZ m c . (16) 

В отношении коэффициентов при  вида 1(2 )  Z  можно заключить, 
что высокий порядок таких радиальных сил не вызывает значительной 
деформации статора. Для коэффициентов при  вида 1(2 )  Z  существуют 
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условия создания исследуемых радиальных сил. Причем порядок сил бу-
дет отличен для ДЗО с шестью и тремя фазными зонами. Это можно пока-
зать с использованием выражений (11)–(12) и (16): 

а) для ДЗО с шестью фазными зонами ( 6) zm    

 1,2 12 2 1 2 2;
2z z z z
сr Z m m c m c m c⎛ ⎞          ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (17) 

б) для ДЗО с тремя фазными зонами (   3)zm   

1,2 1
12 2 1 ( 1) 2

2z z z z
сr Z m m c m с m c⎛ ⎞         ⎜ ⎟

⎝ ⎠


  

 2 2 3 2 1z z z zm c m m c m           . (18) 

Это объясняется тем, что число пар полюсов основных гармоник поля, 
создаваемого обмоткой, практически совпадает с числом зубцов статора, 
вследствие чего разность соответствующих пространственных гармоник 
оказывается малой и дает составляющие низкого порядка. 

Рассматривая коэффициенты при  вида 1 2 1( )    Z , можно заклю-
чить следующее. Поскольку разность порядков основных гармоник 

1 2( )    имеет малую величину, а число зубцов статора 1Z  значительно 
ее превосходит, то результирующий порядок радиальной силы оказывает-
ся соизмеримым с 1Z  и относится к высоким пространственным гармо-
никам. 
Радиальные силы, возникающие при взаимодействии МДС ротора  

и переменной магнитной проводимости. Список аргументов косинусои-
дальных функций данной группы радиальных сил: 

1

1

2 (2 ) ,

2 (2 ) .
r

r

p t p Z

p t p Z

   ⎧⎪
⎨

   ⎪⎩
 

Учитывая, что для обеспечения работы электрической машины число 
пар полюсов возбуждения p должно соответствовать числу пар полюсов 
одной из основных гармоник поля обмотки 1(  p  или 2 ) p , анализ 
условий образования радиальных сил при взаимодействии МДС ротора  
с переменной составляющей магнитной проводимости полностью анало-
гичен анализу, проведенному в выражениях (17) и (18). Следовательно,  
и в данном случае имеют место те же закономерности: для обмоток  
с 6zm  образуются силы порядка r = 2, а для обмоток с 3zm  – силы 
порядка r = 1. 
Радиальные силы, возникающие при взаимодействии результирующей 

МДС и переменной магнитной проводимости. Список аргументов косину-
соидальных функций данной группы радиальных сил: 
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1 1

1 1

1 1

1 1

2 1

2 1

2 1

2 1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

      ⎧
⎪
      ⎪

⎪       ⎪
⎪       ⎪
⎨
      ⎪

⎪       ⎪
⎪       ⎪
⎪       ⎩

r

r

r

r

r

r

r

r

p t p Z

p t p Z

p t p Z

p t p Z

p t p Z

p t p Z

p t p Z

p t p Z

 

Здесь к созданию исследуемых радиальных сил низких порядков  
приводят только функции, содержащие коэффициенты при  вида 

1( ).  p Z  Причем существуют два варианта создания радиальных сил 
низких порядков. 

1. Силы порядка r = 0. Это справедливо для случая взаимодействия ос-
новной гармоники МДС ротора, основной гармоники МДС статора, не яв-
ляющейся рабочей, и основной гармоники магнитной проводимости. Это 
можно доказать с использованием выражений (11)–(12) и (16). Продемон-
стрируем это для случая, когда 2  – рабочая гармоника статора 2( ,) p  
а 1  – нерабочая: 

а) для ДЗО с шестью фазными зонами (   6)zm    

1 1 1 2 1 1 1 0;
2 2z z z
с сr p Z Z m m m c⎛ ⎞ ⎛ ⎞              ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

б) для обмоток с тремя фазными зонами (   3)zm   

1 1 1 2 1
1 11 1 0

2 2
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞              ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
z z z
с сr p Z Z m m m c . 

2. Для ДЗО с различным числом фазных зон имеет место образование 
радиальных сил разных порядков. Это справедливо для случая взаимодей-
ствия гармоники МДС ротора, порядок которой соответствует рабочей гар-
монике МДС статора, рабочей гармоники МДС статора и эквивалентной 
магнитной проводимости. Это также можно доказать с использованием вы-
ражений (11)–(12) и (16). Продемонстрируем это для случая, когда 1  – ра-
бочая гармоника статора 1( ) :p    

а) для ДЗО с шестью фазными зонами (   6)zm   

1 1 1 1 1 1 1 2;
2 2z z z
с сr p Z Z m m m c⎛ ⎞ ⎛ ⎞              ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

б) для обмоток с тремя фазными зонами (   3)zm   

1 1 1 1 1
1 11 1 1

2 2
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞              ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
z z z
с сr p Z Z m m m c . 



ИССЛЕДОВАНИЕ РАДИАЛЬНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ СИЛ… 17 

 

Заключение 
В настоящей работе выполнено теоретическое исследование условий 

образования магнитных радиальных сил низкого порядка в электрических 
машинах с ДЗО и возбуждением от ПМ. В ходе проведенного анализа по-
лучены следующие основные результаты. Разработано обобщенное анали-
тическое выражение для удельной радиальной силы, действующей между 
статором и ротором, учитывающее пространственно-временное распреде-
ление магнитного поля и включающее основные гармонические составля-
ющие (обладающие наибольшей амплитудой) МДС обмотки, МДС воз-
буждения и эквивалентной магнитной проводимости воздушного зазора. 
Показано, что радиальные силы низкого порядка в машинах рассматрива-
емого класса возникают как при гладком немагнитном зазоре, так и при 
учете односторонней зубчатости со стороны зубчатости статора. Показано 
также, что в электрических машинах с ДЗО как с шестью, так и с тремя 
фазными зонами имеет место образование сил нулевого порядка, пред-
ставляющих собой пульсирующее усилие растяжения/сжатия. В дополне-
ние к этому установлено, что в машинах с ДЗО с шестью фазными зонами 
образуются радиальные силы второго порядка, вызывающие изгибные де-
формации статорного кольца и его искривление к форме эллипса, а в ма-
шинах с ДЗО с тремя фазными зонами – силы первого порядка, приводя-
щие к одностороннему притяжению ротора к статору. Причем данные си-
лы имеют место как при гладком немагнитном зазоре, так и при учете зуб-
чатости статора. Представленные в работе аналитические зависимости  
и выявленные закономерности могут быть использованы на этапе проек-
тирования электрических машин рассматриваемого класса в ходе выбора 
конструктивных технических решений для снижения исследуемых гармо-
нических составляющих, являющихся причиной возникновения магнит-
ных радиальных сил. 
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Electromagnetic radial forces are among the dominant sources of vibration and 

acoustic noise in permanent magnet synchronous machines, making their prediction an 
important task in the design of high-performance electrical drives. This work presents  
a theoretical investigation of the mechanisms responsible for the generation of low-
order radial force components in machines with fractional-slot concentrated windings. 
The presented analytical model describes the interaction between the stator magnetic 
field, the rotor permanent-magnet excitation, and the air-gap magnetic reluctivity. The 
proposed formulation makes it possible to evaluate the contribution of individual har-
monic components and to identify the physical origin of radial force waves under both 
idealized smooth air-gap conditions and practical slotted stator configurations. The 
analysis shows that breathing-mode forces are present irrespective of stator slotting, 
whereas additional low-order force components strongly depend on the winding layout. 
Machines employing six phase zones predominantly generate second-order radial forces 
that promote elliptical deformation of the stator, while three-phase-zone topologies are 
susceptible to first-order forces responsible for unbalanced magnetic pull. These find-
ings clarify the relationship between winding configuration and electromagnetic excita-
tion of structural vibrations. The derived analytical expressions provide a convenient 
tool for the electromagnetic design of permanent magnet machines and can support the 
development of low-noise, low-vibration electrical drives through informed selection of 
winding and magnetic circuit parameters. 

 

Keywords: radial electromagnetic force, fractional-slot concentrated winding, per-
manent magnets, magnetomotive force. 
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