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О ДИНАМИЧЕСКОМ ХАОСЕ ФАЗОВЫХ ТРАЕКТОРИЙ СИСТЕМЫ 
АТОМОВ КРИСТАЛЛА  
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В статье методом молекулярной динамики изучена устойчивость фазовых траекторий 
ионов кристалла NaCl относительно возмущения начальных данных. Показано, что имеет 
место локальная неустойчивость возмущений фазовых траекторий системы и в конфигура-
ционном пространстве, и в пространстве скоростей. На начальной стадии малые возмуще-
ния растут экспоненциально, инкременты роста в том и другом случае одинаковы, они 
зависят от структуры кристалла и его температуры. С увеличением температуры инкре-
менты роста увеличиваются. Далее рост возмущений замедляется, и они достигают «пла-
тового» значения, характерный размер которого в конфигурационном пространстве сопо-
ставим с размером области локализации иона, а в пространстве скоростей – с его макси-
мальной скоростью. Кроме того, установлено, что автокорреляционная функция скоростей 
всех ионов затухает до нуля, т. е. в системе помимо локальной неустойчивости фазовых 
траекторий наблюдается их перемешивание. Таким образом, в системе атомов кристалли-
ческого вещества имеет место динамический хаос. 

 

Ключевые слова: фазовая траектория, локальная неустойчивость, перемешивание, ди-
намический хаос, кристалл, молекулярная динамика. 

DOI: 10.17212/1727-2769-2020-1-2-7-16 

Введение 

Метод молекулярной динамики (МД) сегодня является мощным средством 
моделирования самых разных физических явлений (см. [1] и цитируемую там ли-
тературу). Он с успехом используется при решении различных задач химии, био-
логии, медицины.  Идея этого метода, сформулированная для частного случая еще 
в [2, 3], чрезвычайно проста и сводится к решению уравнений Ньютона (если мо-
делируются классические системы), описывающих динамику рассматриваемой 
молекулярной системы. В результате получаются фазовые переменные (коорди-
наты и скорости) всех молекул системы в последовательные моменты времени. 
Используя затем методы неравновесной статистической механики, с помощью 
этой информации можно рассчитать все наблюдаемые характеристики системы 
(плотность, давление, температуру, коэффициенты переноса и т. п.).  

Поскольку при использовании метода МД речь практически всегда идет об 
изучении динамики большого числа частиц, то ясно, что численное решение 
большого числа уравнений приводит к систематическим ошибкам. Это ошибки, 
связанные с округлением чисел, конечным размером ячейки моделирования, ко-
нечным числом используемых частиц, схемами интегрирования уравнений Нью-
тона. В результате для газов и жидкостей было установлено, что при моделирова-
нии методом МД имеет место локальная неустойчивость фазовых траекторий и 

                                                           
Исследование выполнено при частичной поддержке Российского фонда фундаменталь-

ных исследований, грант № 19-01-00399, 20-01-00041 
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В начальный момент времени ионы в количестве 2000N   размещались в 
ячейке моделирования кубической формы строго в узлах кристаллической решетки. 
По требуемой температуре им случайным образом задавались начальные скорости, 
скорость центра масс системы при этом равнялась нулю. Для моделирования объ-
емных свойств кристалла использовались периодические граничные условия.  

Динамика ионов рассматриваемого кристалла описывается системой уравне-
ний Ньютона 

 

i
i

d

dt


r
v ,   i i

i

d

dt m


v F
,    1,..., ,i N   (1) 

где im , ir , iv  – масса, радиус-вектор и вектор скорости i-го иона; iF  – действу-

ющая на него равнодействующая сила. В результате решения уравнений (1) в по-
следовательные моменты времени находится полный набор динамических пере-
менных системы: 

 1 2 1 1( ) ( ), ( ), ..., ( ) ( ), ( ), ..., ( ), ( )N N Nt t t t t t t t x x x x r v r v . (2) 

Постановка задачи устойчивости относительно изменения начальных условий 
сводится к изучению эволюции векторов (2) для двух различных начальных усло-
вий. Итак, пусть заданы начальные условия  

 0 0( )t x x , (3) 

и 

 0 0 0( ) .t   x x x δ    (4) 

Решая уравнения (1) при начальных условиях (3) и (4), получим две фазовые 
траектории  и ( )tx . Будем дальше считать, что начальное возмущение δ  мало. 

Тогда фазовая траектория ( )tx называется устойчивой по Ляпунову, если для лю-

бых 0t  и  0ε  существует зависящая от 0t  и ε , но не зависящая от времени t  

величина δ , такая, что для всех 0t t  выполняется условие  

 
( ) ( )t t   x x ε .  (5) 

Таким образом, изучение устойчивости фазовых траекторий требует система-
тического вычисления эволюции функции  . Вообще говоря, можно изучать 
устойчивость фазовых траекторий отдельно в физическом пространстве 

( ) ( )r t t  r r  и в пространстве скоростей ( ) ( )v t t  v v , где 1( ) ( ), ...,t tr r  
( )N tr , 1( ) ( ), ..., ( )Nt t tv v v . Эти функции в расчетах определяются соотноше-

ниями: 

 

1/2
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 10 

Здесь с – 
ми ионам
равнялся 

3. Лок

На ри
простран
Температу
менты вр

мым с вр
ектории 
в областя
тер траек
действие
действия

 

Как уж
ционном 
двух трае
представл
пературам
функции 
поэтому 
На началь
Это означ

Налич
начальны
имеет мес
скоростей
ни, описы
рис. 3, б. 
при темп
экспонент
неустойчи

среднеквадр
ми. Шаг инте
одной фемто

кальная неус

ис. 2 привед
нственной к
ура равна 3
ремени kt 

ременем вза
напоминаю
ях вблизи у
кторий каж
ем с окружа
я. 

Рис. 2 – 

Fig. 2 – 

же отмечалос
пространстве
екторий (6а)
лена на рис. 3
м 350 и 300
(6а) экспоне
график функ
ьном этапе э
чает, что в си
чие неустойч
х данных им
сто не тольк
й системы. За
ывающего не
Здесь эта фу
ературе 300 
той. Таким об
ивость. 

атичная скор
егрирования 
осекунде. 

стойчивость

ден фрагмен
конфигураци
300 К. Траек

0t t    с до

аимодействи
т траектори
узлов криста
дого из ион
ающими сос

Траектории ио

Trajectories of

сь, характер у
е определяет
) для ионов 
3, а. Здесь кр

0 К соответс
ентой. Разни
кция (6а) дл
волюции име
стеме реализ
чивости фаз
еет универса
ко в конфигу
ависимость с
еустойчивост
ункция норми
К. Сплошна
бразом, и зде

рость, а – нач
уравнений д

ь и перемеши

нт полученн
ии ионов хл
ктории стро
остаточно б

ия пары ион
ии броуновс
аллической 
нов обуслов
седями и не

онов натрия (м

f sodium ions (s

устойчивости
тся эволюцие
натрия. Эт

руглые и ква
ственно, а с
ица в массах
ля ионов хло
еет место экс
зуется локаль
зовых траек
альный харак
урационном п
среднеквадра
ть в простра
ирована на ср
ая линия – с
есь на началь

чальное расст
движения (1) 

ивание 

ной в резуль
лорида натр
оились в по
большим ш

нов. Несмот
ских частиц,
решетки. «Б
влен его ко
естационарн

малые шарики

small balls) and

и фазовых тр
ей среднеквад
а эволюция 
адратные мет
сплошная ли
х ионов натр
ора выглядит
споненциаль
ьная неустойч
кторий относ
ктер. Поэтому
пространстве
атичного откл
анстве скоро
реднеквадрат
нова аппрок
ном участке 

 В.Я. Рудяк, А

тояние между
в МД модел

ьтате модел
рия и их тра
оследовател
агом t , со

ря на то что
, ионы локал
Броуновский
ллективным
ностью этого

 

) и хлора 

d chlorine 

аекторий в к
дратичного р
для двух т

тки соответст
ния – аппро
рия и хлора 
т практическ
ный рост воз
чивость.  
сительно во
у такая неуст
е, но и в про
лонения (6б) 
стей, предст
тичную скоро
симация фун
имеет место 

А.А. Белкин 

у соседни-
лировании 

лирования 
аектории. 
льные мо-
опостави-

о эти тра-
ализованы 
ий» харак-
м взаимо-
о взаимо-

конфигура-
расстояния 
температур  
твуют тем-
оксимация 
невелика, 
ки так же.  
змущений. 

озмущений 
тойчивость 
остранстве 
) от време-
тавлена на 
ость ионов 
нкции (6б) 
локальная 



О ДИНАМИ

Инкре
так и ско
моделиро

определяе
законом в
стом темп
возмущен

 

        

Рис. 3 – 
координ
               

Fig. 3 – 
coordinat
               

В нели
жидкостя
чие локал
выполнен
ко собств
ных функ
локальны
онными ф
шивание, 
корреляци
шивания 
(АКФС) р
определяе

 

где угловы
Эволю

статочно 
них стади
затухания
локальной
ский хаос

МИЧЕСКОМ ХА

ементы роста
оростей прак
ования. При 

ется как стру
взаимодейств
пературы все
ний увеличатс

                      

Зависимость 
ат (а, в проце
                        

Time depende
tes (a, as perce
                        

инейных дин
х, имеет мес
льной неусто
нии которого 
енно хаотиче
кционалов (6
е по времени
функциям. В 
специфично
ионной функ
является д

рассматривае
ется как 

ые скобки оз
юция АКФС 
быстро затух
иях имеет кв
я корреляций
й неустойчив
с. 

АОСЕ… 

а возмущений
ктически оди
температуре 

уктурными с
вия между ио
е процессы в
ся. 

  а                  

от времени (в
нтах от шага р
                        

ence (in picose
entage of the l
                       p

намических с
сто динамиче
ойчивости ре
возможно по
еские поведе
), которые я
и свойства ха
простейшем
е для хаотич
кции данных
двухвременн
емой системы

( )v k t
N

  

начают усред
ионов натри
хает, хотя за
вазипериоди
й указывает 
вости имеет 

й, т. е. показа
инаковы, отл
 300 К  =

свойствами  к
онами), так и
в системе бу

       
                      

в пикосекунда
решетки) и ск
  ной системы

econds) of the 
lattice pitch) an
perturbed syste

системах, в ч
еский хаос (с
ешений явля
оявление дин
ение не може
являлись мер
аотических п
м случае эти 
ческих процес
х величин. Т
ная автокорр
ы. В частност

/2

02
1

2
(

N

i
ii

t

 v

v

днение по ан
ия (7) предст
атухание нос
ический хара
на то, что в 
место и пере

атель экспон
личия не пре
1,52 ± 0,06 (

кристалла (с
и температур
удут ускорять

                    

ах) логарифма
коростей (б) ио
ы 

logarithm of t
nd velocities (b
em 

частности в 
см., например
яется необхо
намического 
т быть описа
ой локально
процессов оп
функции дв
ссов, обнаруж
Типичной хар
реляционная 
ти, например

0 0) ( )i t k t v

нсамблю. 
тавлена на ри
сит сложный 
актер. Тем не
рассматрива
емешивание,

енты γ, как к
евышают пог
(1/псек). Это

редним расст
рой. Естестве
ься, инкреме

    б 

а  среднего от
онов натрия во

the average dev
b) of sodium io

молекулярны
р, [4–9, 13–1
димым усло
хаоса в систе
ано с помощь
й неустойчив
писываются к
ухвременные
живается по з
рактеристико

функция 
р, АКФС ион

, 

ис. 4. Эта фу
характер и н
е менее само
аемой систем
а значит, и д

11 

координат, 
грешности 
о значение 

стоянием и 
енно, с ро-
енты роста 

 

тклонения 
озмущен- 

eviation of  
ons of the  

ых газах и 
15]). Нали-
овием, при 
еме. Одна-
ью локаль-
вости. Не-
корреляци-
е. Переме-
затуханию 
ой переме-
скоростей 
нов натрия 

(7) 

ункция до-
на послед-
о наличие 
ме помимо 
динамиче-



 12 

Заклю

Таким
так же, к
имеет мес
гда имеют
делирован
екториям.
ленного м
ний Ньют
ратимыми
отражени
моделиро
ние посре
появление
мы необр
фазовая тр

Нередк
или досто

некоторы
ε-окрестн
ляться дл
происходи

Теперь
го хаоса м
ций, что и
мах экспо
кой. Он р
Энскога [
и длинны

Стоит 
вости в 
на разных
является 

Рис

Fig. 4

ючение 

м образом, в д
как и в неуп
сто динамиче
т место те ил
ния требует с
. Одновремен
моделировани
тона. Это дел
и. Необратим
ем реально н
ование молек
едством дете
е динамическ
атима. Если р
раектория вп
ко при МД 
оверности. Д

й интервал 
ность начальн
лительностью
ит экспоненц
ь несколько с
математики о
и определяет
оненциальны
реализуется л
16]. Для пло
й степенной 
отметить, чт
конфигурац

х временах (р
типичным д

. 4 – Зависимо
АК

4. Time depende
autocorrelat

данной работ
порядоченных
еский хаос. П
ли иные оши
систематичес
нно следует 
ия вносятся 
лает получае
мость получа
наблюдаемой
кулярных сис
ерминированн
кого хаоса н
рассматривае
полне детерми
моделирован

Действительно

 , спустя кот
ной фазовой 
ю интервала 
циально быст
слов о деталя
обычно предп
т перемешива
ый характер з
лишь для раз
тного газа А
хвост [16, 17
то линейная (
ционном и 
рис. 3), хотя 
для всех си

 
ость от времени
КФС ионов нат
ence (in picose
tion function of

те показано, ч
х молекуляр
Поскольку в 
ибки, то полу
ского усредне
понимать, ч
практически
емые фазовые
аемых при э
й в природе н
стем является
ных уравнен
не означает, ч
емая динами
инирована и 
нии вводят т
о, вблизи вся

торый, если о
точки. Велич
 . Тем не м
тро. 
ях. При форм
полагают экс
ание фазовы
затухания ко
азреженного 
АКФС имеет д
7]. 
(экспоненциа
скоростном 
и близких. З
истем, в том

и (в пикосекун
трия 
conds) of the v

f sodium ions 

что в системе
ных система
реальном М
учение адекв
ения по незав
что ошибки в
и на каждом 
е траектории
этом фазовых
необратимост
я более адекв
ний Ньютона
что эволюция
ческая систем
обратима.   
так называем
якого времен

обратить вре
чина ε предс
енее разбега

мулировании
споненциальн
х траекторий
орреляций яв
газа или для
две ветви: эк

альная) стади
пространств

Замедление н
м числе и 

 В.Я. Рудяк, А

 

ндах) 

elocity 

е ионов крист
ах, жидкостя
МД моделиров
атных резуль
висимым фаз
в процессе та
шаге решени
и принципиал
х траекторий
ти. В этом см
ватным, чем 
а. Действител
я динамическ
ма не возмущ

мое время обр
ни 0t  можно

мя, можно ве
сказуемо буде
ние траектор

 свойств дин
ное затухани
й. В физическ
вляется скор
я так называе
споненциаль

ия развития н
ве системы 
арастания во
для неупоря

А.А. Белкин 

талла NaCl 
ях и газах, 
вании все-
ьтатов мо-
зовым тра-
акого чис-
ия уравне-
льно необ-
й является 
мысле МД 
их описа-
льно, само 
кой систе-
щена, то ее 

братимости 
о выделить 

ернуться в 
ет опреде-
рий всегда 

намическо-
ие корреля-
ких систе-
рее экзоти-
емого газа 
ьную ветвь 

неустойчи-
проходит  

озмущений 
ядоченных  



О ДИНАМИЧЕСКОМ ХАОСЕ… 13 

(см. [6, 8, 9]). В кристалле такое замедление кажется очень естественным, по-
скольку пространства конфигураций и скоростей ограничены, в первом случае 
подвижностью иона, а во втором – температурой кристалла. На самом деле ситуа-
ция несколько более тонкая. Она становится совершенно прозрачной, если при 
анализе динамики возмущений перейти в Фурье-представление. Тогда выяснится, 
что имеет место спектр неустойчивых возмущений, среди которых есть наиболее 
неустойчивое. Именно его нарастание и определяет экспоненциальный рост воз-
мущений. Затем, когда возмущение достигает некоторой амплитуды, включаются 
нелинейные взаимодействия различных мод, что и приводит к замедлению нарас-
тания возмущений.  

В заключение отметим, что в данной работе изучались фазовые траектории 
некоторой специфической системы – кристалла NaCl. Однако ясно, что все уста-
новленные качественные закономерности не зависят от того, какое кристалличе-
ское вещество рассматривается. Изменение типа решетки, расстояния между 
ионами, потенциала взаимодействия приведет лишь к количественным изменени-
ям. Замена ионов на нейтральные атомы также непринципиальна с точки зрения 
особенностей неустойчивости фазовых траекторий. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Rapaport D.C. The art of molecular dynamics simulations. – Cambridge: Cambridge Uni-
versity Press, 2004. – 549 p. 

2. Alder B., Wainwright T. Studies in molecular dynamics. I. General method // The Journal 
of Chemical Physics. – 1959. – Vol. 31, N 2. – P. 459–466. 

3. Alder B., Wainwright T. Studies in molecular dynamics. II. Behavior of a small number  
of elastic spheres // The Journal of Chemical Physics. – 1960. – Vol. 33, N 5. –  
P. 1439–1451. 

4. Норман Г.Э., Стегайлов В.В. Стохастические свойства молекулярно-динамической 
Ленард-Джонсовской системы в равновесном и неравновесном состояниях // Журнал 
экспериментальной и теоретической физики. – 2001. – T. 119, № 5. – C. 1011–1020. 

5. Norman G.E., Stegailov V.V. Stochastic and dynamic properties of molecular dynamics 
systems: simple liquids, plasma and electrolytes, polymers // Computer Physics Communica-
tions. – 2002. – Vol. 147, iss. 1–2. – P. 678–683. – DOI: 10.1016/S0010-4655(02)00376-4. 

6. Норман Г.Э., Стегайлов В.В. Стохастическая теория метода классической молеку-
лярной динамики // Математическое моделирование. – 2012. – Т. 24, № 6. – C. 3–44. 

7. Komatsu N., Abe T. Numerical irreversibility in time reversible molecular dynamics simu-
lation // Physica D: Nonlinear Phenomena. – 2004. – Vol. 195, iss. 3–4. – P. 391–397. – 
DOI: 10.1016/j.physd.2004.05.004. 

8. Рудяк В.Я., Иванов Д.А. Компьютерное моделирование динамики конечного числа 
взаимодействующих частиц // Доклады Академии наук высшей школы Российской 
Федерации. – 2003. – № 1. – С. 30–38. 

9. Рудяк В.Я., Иванов Д.А. Динамические и стохастические свойства открытой системы 
конечного числа упруго взаимодействующих частиц // Труды НГАСУ. – 2004. – Т. 7, 
№ 3. – С. 47–58. 

10. Daw M.S., Baskes M. Embedded-atom method: derivation and application to impurities, 
surfaces, and other defects in metals // Physical Review B. – 1984. – Vol. 29, N 12. – 
P. 6443–6453. DOI: 10.4028/www.scientific.net/MSF.502.57. 

11. Zhou X.W., Doty F.P. Embedded-ion method: an analytical energy-conserving charge-
transfer interatomic potential and its application to the La-Br system // Physical Review B. –
 2008. – Vol. 78, N 22. – P. 224307. – DOI: 10.1103/PhysRevB.93.144110. 

12. Ляпунов А.М. Собрание сочинений. Т. 2. – М.; Л.: Изд-во АН СССР, 1956. – 481 с. 
13. Данилов А.Ю. Лекции по нелинейной механике. – М.: Постмаркет, 2001. – 184 с. 
14. Малинецкий Г.Г., Потапов А.Б. Современные проблемы нелинейной динамики. – 

М.: Эдиториал УРСС, 2000. – 336 с. 
15. Рудяк В.Я. Механика, процессы переноса, флуктуации и необратимость. – Новоси-

бирск: НГАСУ, 2011. – 268 с. 



  В.Я. Рудяк, А.А. Белкин 14 

16. Рудяк В.Я. Статистическая аэрогидромеханика гомогенных и гетерогенных сред. Т. 2. 
Гидромеханика. – Новосибирск: НГАСУ, 2005. – 470 с. 

17. Alder B., Wainwright T. Decay of the velocity autocorrelation function // Physical  
Review A. – 1970. – Vol. 1, N 1. – P. 18–21. 

ON THE DYNAMIC CHAOS OF PHASE TRAJECTORIES  
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The molecular dynamics method is used to study the stability of phase trajectories of ions of a 
NaCl crystal to the perturbation of the initial data. It is shown that there is a local instability of 
perturbations of the phase trajectories of the system both in the configuration space and in the 
velocity space. At the initial stage, small perturbations grow exponentially, growth increments are 
the same in both cases, and they depend on the structure of the crystal and its temperature. With 
increasing the temperature, growth increments increase too. Further, the growth of perturbations 
slows down, and they reach a “plateau” value, the characteristic size of which in the configuration 
space is comparable with the size of the ion localization region, and in the velocity space with its 
maximum velocity. In addition, it was found that the velocity autocorrelation function of all ions 
decays to zero, i.e., their mixing takes place in the system in addition to the local instability of 
phase trajectories. Thus, a dynamic chaos takes place in the system of atoms of crystalline matter.  

 

Keywords: phase trajectory, local instability, mixing, dynamic chaos, crystal, molecular dy-
namics. 
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ УСТРОЙСТВА НА ОСНОВЕ ЭЛЕМЕНТА  
ПЕЛЬТЬЕ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

В.А. Гринкевич 

Сибирский федеральный научный центр агробиотехнологий РАН 
 

В статье рассматривается оценка параметров математической модели нелинейного объ-
екта с запаздыванием. Объектом идентификации в данной работе является термостолик на 
основе элемента Пельтье. Для идентификации подавалось несколько реализаций входных 
сигналов на вход объекта идентификации. Для расчета параметров нелинейного диффе-
ренциального уравнения, описывающего объект идентификации, применен метод наимень-
ших квадратов. Метод наименьших квадратов использован для идентификации по причине 
простоты его реализации и возможности идентификации нелинейных объектов. Приведены 
значения параметров математической модели, полученных в результате идентификации. 
Показаны графики изменения температуры в системе управления температурой с рассчи-
танным регулятором на основе полученной математической модели в результате иденти-
фикации. Выяснено, что полученная модель в результате идентификации может быть при-
менена для расчета регуляторов для нелинейных систем, в частности для термостолика на 
основе элемента Пельтье, а также при проектировании самонастраивающихся регуляторов. 
Однако предложенный в данной работе метод наименьших квадратов не позволяет оценить 
время запаздывания. Поэтому время запаздывания предварительно оценено по переходным 
процессам по температуре. Идентификация динамических объектов применяется, когда 
требуется получить структуру математической модели и оценить значения параметров 
исходя из входного и выходного сигнала объекта управления. Кроме того идентификация 
применяется при автоматической настройке регуляторов. Математическая модель объекта 
управления необходима для расчета регулятора, который используется для обеспечения 
требуемой точности и устойчивости систем управления. Элементы Пельтье применяются 
при проектировании термостатов малой мощности и малых размеров. Термостаты на осно-
ве элемента Пельтье могут обеспечить температуру как выше температуры окружающей 
среды, так и ниже. 

 

Ключевые слова: идентификация, математическая модель, метод наименьших квадра-
тов, нелинейный объект, термостолик, элемент Пельтье. 
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Введение 

Элементы Пельтье [1] применяются для конструирования термостатов малой 
мощности [2], формирователей температурных воздействий на растения [3, 4], 
термостатирования лазеров, ПЗС-матриц и биоматериалов [5]. Также элементы 
Пельтье применяются в формирователях температурного профиля [6], массажерах 
кожи человека, водяных кулерах, управляемых термостоликах [7] и термоэлек-
трических холодильниках [8]. Температурным профилем [6] называется закон 
изменения температуры от времени. 

Идентификация [9] объектов управления применяется для дальнейшего расче-
та регуляторов, а также для проектирования самонастраивающихся систем. 

В данной статье в качестве объекта идентификации рассматривается управля-
емый термостолик на основе элемента Пельтье. С целью обеспечения требуемой 
точности и других технических требований необходимо применять регулятор 
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температуры. Для расчета регулятора температуры необходимо вывести матема-
тическую модель объекта управления. Для таких задач применяется идентифика-
ция [9]. Существует множество учебных пособий и публикаций, посвященных 
идентификации динамических объектов, например [9–13]. Однако в большей их 
части рассматривается идентификация линейных объектов. Для идентификации 
объектов с применением нейронных сетей [13] требуется обучать нейронную 
сеть. В работе [1] на основе графиков переходных процессов предложена струк-
тура математической модели элемента Пельтье и эмпирически оценены парамет-
ры. Однако эмпирические методы не всегда являются эффективными, поэтому в 
данной работе рассматривается идентификация термостолика на основе элемента 
Пельтье с применением метода наименьших квадратов [11]. 

Метод наименьших квадратов и его модификации широко применяются для 
оценки импульсной характеристики линейных объектов. Для нелинейных объек-
тов с помощью метода наименьших квадратов можно оценить параметры нели-
нейного дифференциального уравнения, описывающего объект идентификации. 
Недостатком такого метода является необходимость вычисления производных, 
что при наличии высокочастотных помех повышает погрешность идентификации. 

1. Постановка задачи 

В данной работе рассматривается параметрическая идентификация термосто-
лика на основе элемента Пельтье (рис. 1). Выходной величиной объекта иденти-
фикации является температура его рабочей поверхности, а входной величиной – 
протекаемый через элемент Пельтье ток. 

 

 

Рис 1 – Схема термостолика 

Fig 1 – The diagram of the temperature stage 

В данной статье сторона элемента Пельтье, воздействующая на рабочую по-
верхность термостолика, названа рабочей стороной, противоположная ей сторона – 
радиаторной. Рабочая сторона элемента Пельтье, теплопроводящая пластина, 
датчик температуры, объект исследования составляют рабочий объем термосто-
лика. 

Целью работы является оценка параметров математической модели термосто-
лика методом наименьших квадратов. В данной работе используется структура 
математической модели термостолика, полученная в статье [1]. Для оценки пара-
метров сняты переходные процессы по температуре при различных токах. 
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В работе [1] рассмотрен синтез регулятора методом разделения движений для 
термостолика на основе элемента Пельтье и выяснено, что наиболее подходящей 
структурой алгоритма управления является ПИД-регулятор с общим множителем, 
зависимым от тока и температуры. Для расчета общего множителя регулятора 
использовались значения параметров математической модели термостолика на 
основе элемента Пельтье. В статье [1] эмпирически оценивались параметры мате-
матической модели термостолика. Однако эмпирическая оценка параметров мо-
жет проводиться долгое время и дать неточные значения параметров. В связи с 
этим в данной работе исследуется применение метода наименьших квадратов для 
устройства на основе элемента Пельтье. 

2. Идентификация математической модели для термостолика 

В работе [1] выведена структура математической модели термостолика в 
виде 
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где Tc – параметр, учитывающий динамику распространения тепла от элемента 
Пельтье к поверхности термостолика; T – температура рабочей поверхности тер-
мостолика; t – время; Tрабс – температура рабочей стороны элемента Пельтье; 

tзап – время запаздывания; a1 – параметр, учитывающий эффект Пельтье; a2 – 

параметр, учитывающий электрическое сопротивление элемента Пельтье; a4 – 

параметр, учитывающий теплообмен с окружающей средой; a3 – параметр, учи-
тывающий теплоемкость рабочего объема термостолика. 
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Переход от математической модели (2) к (3) скажется на значении параметров. 
Представим (3) в виде 
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Для определения параметров b1, …, b4 воспользуемся методом наименьших 
квадратов, суть которого заключается в выборе таких параметров b1, …, b4, для 
которых сумма квадратов отклонений левой части уравнения (4) от правой для 
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Необходимым условием локального минимума является нулевое значение част-
ных производных. В результате получим системы уравнений: 
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Из (5) и (6) следует 
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Для эффективной оценки параметров b1, …, b4 для нелинейного объекта тре-
буется провести идентификацию при нескольких вариантах входных сигналов 
(рис. 2, б), подаваемых на объект идентификации. При использовании метода 
наименьших квадратов предоставляется возможность объединения всех массивов 
температуры и тока, полученных при измерении, в один массив температуры и 
тока с соблюдением последовательности. Решив систему уравнений (7–10) мето-
дом Крамера, получим b1 = 0,39, b2 = –0,00396, b3 = –0,0002384, b4 = –0,000948. 

3. Сравнение метода наименьших квадратов с эмпирической  
идентификацией 

После расчета b1, b2, b3, b4, получаем: Tc = 2.56 c, a2/a3 = 0,0261, a1/a3 =  
= 0,00157, a4/a3 = 0,0615. В работе [1] с применением эмпирической идентифика-
ции были получены следующие значения: Tc = 4 c, a2/a3 = 0,0266, a1/a3 = 0,0023, 
a4/a3 = 0,0025. Из результатов работы [1] следует, что нужно использовать пере-
менный общий коэффициент k0 ПИД-регулятора, зависимый от тока и температу-
ры, для улучшения качества регулирования. В работе [1] исследовалось регулиро-
вание при общем коэффициенте, вычисляемом по формулам (11)–(13). 
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Рис 2 – Переходные процессы при заданном токе: 
а – графики изменения температуры при соответствующих вариантах задания тока на рис 5, б;         
б – варианты заданных токов для исследования нелинейности термостолика на основе 
                                               элемента Пельтье 

Fig 2 – Transient processes at specified current: 
a is the plots of the temperature change for the versions of desired currents in Fig 5, б; б is the desired 
      current variants to study the non-linearity of the temperature stage based on a Peltier element 
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Из результатов работы [1] следует, что с применением формулы (11) переход-
ные процессы имеют колебательный характер вследствие пренебрежения запаз-
дыванием при расчете коэффициентов регулятора температуры. Также в статье 
[1] исследовано, что при расчете изменяющегося общего коэффициента по фор-
муле (13) регулирование более эффективное при быстром изменении температу-
ры, чем при расчете k0 по формуле (12). 

В статье [1] отношение a2/a1 равно 11,56. В настоящей статье отношение a2/a1 
равно 16,62, что ближе к значению 1,56a2/a1, вычисленному методом эмпириче-
ской идентификации в работе [1]. 

4. Исследование регулирования температуры 

В этом разделе показаны результаты при рассчитанном коэффициенте k0 с 
применением параметров математической модели, полученных с помощью иден-
тификации по методу наименьших квадратов. На графиках заданная (желаемая) 
температура обозначена как Td, а температура с датчика – как T. 

На рис. 3, а и б показаны процессы в системе регулирования температурой при 
использовании k0, рассчитываемого по формуле (11), и параметров, полученных в 
данной работе. Как видно, процессы имеют колебательный характер. На рис. 4, a и б 
показаны процессы в системе регулирования температурой при использовании k0, 
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рассчитываемого по формуле (12), и параметров, полученных в данной работе. 
Как видно, качество регулирования температуры соответствует требованиям. 
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Рис. 3 – Процессы в системе управления температурой: 
a – процессы по температуре при общем коэффициенте ПИД-регулятора, рассчитанном  
по формуле (11); b – процессы по току при общем коэффициенте ПИД-регулятора,  

рассчитанном по формуле (11) 

Fig. 3. Processes in the temperature control system: 
a is temperature processes with the shared coefficient of the PID-controller calculated by the formula (11);  
    b is current processes with the shared coefficient of the PID-controllercalculated by the formula (11) 

 

0 50 100 150 200 250
0

10

20

30

40

50

60

t, c

 

 

T, °C

T
d
, °C

    
0 50 100 150 200 250

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

t, c

I,
 A

 

                                a                                                                     б 

Рис. 4 – Процессы в системе управления температурой: 
a – процессы по температуре при общем коэффициенте ПИД-регулятора, рассчитанном  
по формуле (12); b – процессы по току при общем коэффициенте ПИД-регулятора,  

рассчитанном по формуле (12) 

Fig. 4 – Processes in the temperature control system: 
a is temperature processes with the shared coefficient of the PID-controller calculated by the formula (12);     
  b is current processes with the shared coefficient of the PID-controller calculated by the formula (12) 

На рис. 5, а и б показаны процессы в системе регулирования температурой при 
использовании k0, рассчитываемого по формуле (14), и параметров математиче-
ской модели термостолика, полученных в данной работе. Как видно, качество 
регулирования температуры соответствует требованиям. 
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Рис. 5 – Процессы в системе управления температурой с общим коэффициентом  
ПИД-регулятора, рассчитанным по формуле (14): 

a – процессы по температуре; b – процессы по току 

Fig. 5 – Processes in the temperature control system with the PID-controller shared  
coefficient calculated by the formula (14): 

a is temperature processes, b is current processes 

На рис. 6 показана структурная схема ПИД-регулятора температуры, для кото-
рого параметры kp, ki, kd, τ рассчитаны в статье [1]. 
 

 

Рис. 6 – Структурная схема ПИД-регулятора 

Fig. 6 – The block diagram of the PID controller 

5. Обсуждение результатов 

Результаты работы показывают, что метод наименьших квадратов позволяет 
определить параметры дифференциального уравнения нелинейного объекта с 
запаздыванием, однако время запаздывания необходимо предварительно оценить 
по графику переходных процессов на рис. 2. В частности, данный метод может 
быть применен для идентификации устройств на основе элемента Пельтье. Из 
рис. 3–5 следует, что математическую модель, полученную в результате иденти-
фикации предложенным методом, можно применять для расчета регулятора для 
устройств на основе элемента Пельтье. 

Заключение 

Исследовано применение метода наименьших квадратов для идентификации 
нелинейного объекта с запаздыванием на примере термостолика на основе эле-
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мента Пельтье. Выполнено сравнение идентификации на основе метода наимень-
ших квадратов с эмпирическим методом, предложенным в работе [1]. Метод 
наименьших квадратов подходит для идентификации нелинейных объектов 
(устройств на основе элемента Пельтье). 

Предложенный в данной работе метод можно использовать для идентифика-
ции нелинейных объектов с запаздыванием. Полученную в результате идентифи-
кации математическую модель можно применять при синтезе регуляторов, а так-
же для проектирования самонастраивающихся систем управления. 
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ELEMENT BY THE LEAST SQUARES METHOD 

Grinkevich V.A.  

Siberian Federal Scientific Center of Agrobiotechnologies Russian Academy  
of Science, Krasnoobsk, Russia 

 
The evaluation of the mathematical model parameters of a non-linear object with a transport delay is con-

sidered in this paper. A temperature controlled stage based on a Peltier element is an identification object in 
the paper. Several input signal implementations are applied to the input of the identification object. The least 
squares method is applied for the calculation of the non-linear differential equitation parameters which de-
scribe the identification object. The least squares method is used due to its simplicity and the possibility of 
identification non-linear objects. The parameters values obtained in the process of identification are provided. 
The plots of temperature changes in the temperature control system with a controller designed based on the 
mathematical model of the control object obtained as a result of identification are shown. It is found that the 
mathematical model obtained in the process of identification may be applied to design controllers for non-
linear systems, in particular for a temperature stage based on a Peltier element, and for self-tuning controllers. 
However, the least square method proposed in the paper cannot estimate the transport delay time. Therefore it 
is required to evaluate the time delay by temperature transient processes. Dynamic object identification is 
applied when it is required to obtain a mathematical model structure and evaluate the parameters by an input 
and output control object signal. Also, identification is applied for auto tuning of controllers. A mathematical 
model of a control object is required to design the controller which is used to provide the required accuracy 
and stability of control systems. Peltier elements are applied to design low-power and small- size temperature 
stage . Hot benches based on a Peltier element can provide the desired temperature above and below ambient 
temperature. 
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perature stage , Peltier element. 
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В работе рассмотрена возможность замещения двумерного распределенного объекта 

четырехточечной частично когерентной моделью. В качестве критерия адекватности моде-
ли выбрано совпадение функций распределения шумов угловых координат для модели и 
замещаемого объекта. Показано, что предложенная четырехточечная конфигурация может 
быть представлена как две ортогональные эквивалентные двухточечные модели. Получены 
соотношения, связывающие параметры сигналов эквивалентных моделей с параметрами 
сигналов четырехточечной конфигурации. Под этими параметрами подразумеваются от-
ношения мощностей сигналов и коэффициенты корреляционной матрицы. Показано, что 
для задаваемых параметров совместного распределения азимутальных и угломестных шу-
мов могут быть рассчитаны параметры сигналов эквивалентных двухточечных моделей. 
Эти параметры используются для получения значений мощностей и коэффициентов корре-
ляционной матрицы двумерной четырехточечной модели. Осуществлена апробация полу-
ченных результатов с помощью численных экспериментов для задаваемых тестовых значе-
ний параметров функции распределения угловых шумов. Формирование отсчетов сигна-
лов, корреляционная матрица которых имеет требуемый вид, осуществлялось с помощью 
корреляционного метода линейного преобразования. Оценки параметров функции распре-
деления выборки, полученной с помощью пеленгационного соотношения, получены мето-
дом моментов. Результаты численных экспериментов подтверждают достоверность полу-
ченных соотношений. Они могут быть использованы при математическом и имитационном 
моделировании распределенных радиолокационных объектов. 

Ключевые слова: распределенный объект, шумы угловых координат, функция распре-
деления, моделирование. 
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Введение 

В настоящее время лабораторные испытания радиолокационных станций 
(РЛС) осуществляются с помощью матричных имитаторов [1, 2]. Они предостав-
ляют возможности имитации электромагнитных полей на апертуре антенны РЛС, 
соответствующих отражениям сигналов от различных целей. Перемещение ими-
тируемой цели осуществляется электронным способом. При этом имитаторы поз-
воляют учитывать амплитудные и допплеровские флуктуации, временное рассея-
ние, а также угловые шумы (УШ) протяженных объектов. 

Явление УШ имеет место при зондировании распределенных объектов и мо-
жет быть объяснено на основе их многоточечной модели. Близко расположенные 
элементарные отражающие элементы объекта дают излучение светящейся точки. 
Этот сигнал имеет нормальное распределение мгновенных значений. Распреде-
ленный объект представляется в виде совокупности светящихся точек и при ана-
лизе замещается соответствующей многоточечной моделью. Количество точек 
модели может варьироваться от нескольких десятков до нескольких тысяч. Нераз-
решаемые антенной РЛС светящиеся точки наблюдаются как кажущийся центр 
излучения (КЦИ). Координаты КЦИ принимаются в качестве оценки местополо-
жения объекта. Флуктуации фазового фронта, вызванные флуктуациями сигналов 
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светящихся точек (например, в результате взаимного движения объекта и РЛС), 
приводят к блужданиям КЦИ, которые и представляют собой УШ [3]. 

Функция распределения (ПРВ) УШ [3]: 

  3/22 2( ) 2 1 ( )W m
 

      
 

, (1) 

где m  – математическое ожидание блужданий КЦИ;   – параметр, от которого 

зависит ширина распределения;   – обобщенная угловая координата (например, 

азимут или угол места), определяемая как отношение тангенса угла отклонения 
КЦИ от геометрического центра объекта к половине углового размера объекта. 

Параметры m  и   распределения (1) характеризуют угловое положение объ-

екта и его угловой размер соответственно. 
Для имитации отражений от радиолокационных объектов используют малото-

чечные геометрические модели, где точка модели соответствует излучателю мат-
ричного имитатора. Замещение сложной многоточечной структуры происходит за 
счет распределения мощностей между излучателями сигналов [1, 2].  

Ранее авторами работы была рассмотрена возможность замещения одномерно-
го распределенного объекта двухточечной частично когерентной моделью [4]. 
Излучаемые сигналы – коррелированные случайные нормальные процессы. Были 
получены соотношения для расчета параметров излучаемых сигналов при задан-
ных параметрах плотности распределения вероятности (ПРВ) моделируемых УШ. 

Соотношения для расчета параметров сигналов двухточечной модели [4]: 

 
2

2 2 2

1 2
tg arccos

2 1

m

m

   
          

,  (2) 
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m
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m

   
 

  
        

,  (3) 

где 2  – отношение мощностей сигналов;   – коэффициент взаимной корреля-

ции сигналов. 
В данной работе авторами предлагается развить ранее полученные результаты 

для двумерного частично когерентного моделирования УШ. Цель работы – полу-
чить соотношения для расчета параметров сигналов двумерной частично когерент-
ной модели, обеспечивающей адекватное замещение распределенного объекта. 

1. Теория 

Адекватная двумерная модель должна обеспечивать равенство параметров 
двумерной функции распределения моделируемых УШ с соответствующими па-
раметрами для замещаемого объекта. Совместная ПРВ азимутальных и угломест-
ных шумов имеет вид [3] 

 

 22 2 2 2
( , )

1 ( ) ( )

x y
x y

x x x y y y

W
m m

 
  

      
, (4) 

где im , i  и i  имеют тот же смысл, что и для одномерного распределения (1). 
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Рассмотрим конфигурацию из четырех излучателей коррелированных случай-
ных сигналов (рис. 1). Излучатели модели расположены в одной плоскости в уг-
лах прямоугольника. Координаты излучателей в декартовой системе координат: 

   1 1, 1,1x y  ,    2 2, 1,1x y   ,    3 3, 1, 1x y   ,    4 4, 1, 1x y    .  

 

 

 
 

Рис. 1 – Четырехточечная двумерная частично 
когерентная модель распределенного объекта 

Fig. 1.A four-point two-dimensional partially  
coherent model of a distributed object 

 
 
 

 
Проекции излучающих точек на два взаимно ортогональных направления 

обобщенной координаты   (направления, совпадающие с осью OX и осью OY 

соответственно) образуют двухточечные модели-проекции. Параметры моделей-
проекций следующие. 

Модель, ориентированная по оси OX: 

 
2 2 2
1 1 3 13 1 3

2 2 2
2 2 4 24 2 4

2 ,

2 .

x

x

        

        

 (5) 

Модель, ориентированная по оси OY: 

 

2 2 2
1 1 2 12 1 2

2 2 2
2 3 4 34 3 4

2 ,

2 .

y

y

        

        

 (6) 

где ij  – коэффициент взаимной корреляции сигналов, излучаемых из i-й и  

j-й точек модели. 
Синтез двухточечных моделей-проекций (расчет дисперсий излучаемых сиг-

налов 2
1x , 2

2x , 2
1y  и 2

2y  и коэффициентов взаимной корреляции x  и y ) 

можно проводить по соотношениям (2) и (3). В соответствии с (5) и (6) сигналы 
излучающих точек моделей-проекций – это сумма сигналов двух реальных точек. 

Коэффициенты взаимной корреляции сигналов излучателей, формирующих 
излучение двухточечной модели-проекции, можно положить равными друг другу 
и определить следующим образом: 

 12 34 x     ,    13 24 y     ,  (7)  

где x  и y  – коэффициенты взаимной корреляции сигналов двухточечных мо-

делей-проекций.  
Аналогичным образом можно обозначить отношение среднеквадратичных от-

клонений (СКО) двухточечных моделей: 



ДВУМЕРНАЯ ЧАСТИЧНО КОГЕРЕНТНАЯ… 31 

 

1 31

2 2 4

x
x

x

 
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  
,    

1 1 2

2 3 4

y
y

y

  
   

  
.  (8)  

Допущения в виде соотношений (7) и (8) не являются противоречивыми и поз-
воляют значительно упростить расчет параметров сигналов. Покажем справедли-
вость записанных равенств.  

Рассмотрим горизонтально ориентированную двухточечную модель-
проекцию. В соответствии с (5) отношение СКО сигналов: 

 
 

2 2 22 2 2 3 1 3 13 1 31 1 3 13 1 3
2 2 2 2 2 2

2 2 4 24 2 4 4 2 4 24 2 4

/ 1 2 /2

2 / 1 2 /
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               
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23

3 4
2
4

13 24

x

 
     


  

.   

Полученное равенство верно с учетом (7) и (8). Запишем теперь выражение 
для коэффициента корреляции и произведем преобразования, учитывая (7) и (8): 

 1 3 2 41 2

1 2 1 2

( )( )[ ]x x
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. 

Выражение для коэффициента корреляции также верно. Аналогичные выклад-
ки можно привести и для вертикально ориентированной модели-проекции. Дела-
ем вывод о допустимости использования (7) и (8). 

Выражения (5)–(8) позволяют найти соотношения для расчета СКО сигналов 
излучателей четырехточечной двумерной модели для обеспечения требуемых па-
раметров ПРВ моделируемых УШ: 

 
2
1

1 2 1 2
x

y
y y y


  

    
,   1

2
x


 


,   1

3
y


 


,   1

4
x y


 

 
. (9) 

2. Апробация результатов 

Апробация результатов осуществлялась с помощью численных эксперимен-
тов. Задавались тестовые значения параметров ПРВ моделируемых УШ. 

По задаваемым параметрам ПРВ УШ производился расчет коэффициентов 
корреляции и СКО излучаемых сигналов по соотношениям (2), (3) и (9).  
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Сперва формировались отсчеты четырех не коррелированных реализаций 
комплексного случайного процесса ( ) ( ) ( )k k kn t i t jq t  , где k  – порядковый но-

мер реализации; ( )i t  и ( )q t  – нормальные случайные процессы с нулевым мат. 

ожиданием и единичной дисперсией; t  – порядковый номер отсчета. 
Для получения отсчетов реализаций с требуемыми значениями коэффициентов 

взаимной корреляции использовался корреляционный метод линейного преобра-
зования [5]: 

( ) ( )y t A n t   . 

Переходная матрица имеет вид 
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, 

где элементы матрицы [5]: 

11 1a  , 21 21a   , 2
22 22 21a a   , 31 31a   , 32 21 31
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a a a a
a

a

  
 , 
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44 44 41 42 43a a a a     . 

Полученные реализации с заданными взаимными коэффициентами корреля-
ции использовались для получения отсчетов комплексной амплитуды сигнала, 
излучаемого из k-й точки модели по соотношению 

  ( )k k kS t y t   . 

Положение точки КЦИ определялось с помощью соотношения для моноим-
пульсной пеленгации [6]: 

( )
( ) Re

( )

t
F t

t

 
   

, 

где ( )t  – отсчет сигнала, принятого моделью разностной диаграммы направлен-

ности пеленгатора; ( )t  – отсчет сигнала, принятого моделью суммарной диа-

граммы направленности пеленгатора.  
Оценка параметров функции распределения моделируемых УШ осуществля-

лась по соотношениям [3, 7]: 

1

1
( )
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m F t

N 
   ,   

1

1

1
( )

N

t
F t m

N 

 


. 

Результаты моделирования (100 тыс. отсчетов для одной реализации) сведены 
в таблицу (табл. 1). Для эксперимента № 1 из табл. 1 представлены графики тре-
буемой ПРВ и гистограмма моделируемых флуктуаций КЦИ, полученная в ре-
зультате усреднения по 20 реализациям (рис. 2 и 3). 
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  Таблица 1 / Table 1 
Результаты численных экспериментов 

Results of numerical experiments 

№ 
Задаваемые параметры ПРВ УШ Оценки параметров ПРВ моделируемых 

УШ

xm   x  ym  y  xm  x  ym  y  

1 0,5 2 0 1 0.498 2,012 0,016 0,992 
2 –0,2 0,7 0,4 1 –0,21 0,703 0,406 1,006 
3 –0,5 4 –0,6 2,7 –0,499 4,014 –0,6 2,684 

 
Параметры модели

1   2  3  4  x   y  

1 1,581 0,707 1,581 0,707 0,447 0 
2 0,755 0,86 0,512 0,583 –0,354 –0,08 
3 0.1 0,273 0,302 0,821 0,808 0,562 

 

 

Рис. 2 – Задаваемая ПРВ УШ 

Fig. 2 – The required distribution function of an angle noise 

 
Рис. 3 – Гистограмма флуктуаций КЦИ 

Fig. 3 – The histogram of fluctuations of the apparent radiation  
center 
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Как видно из таблицы и рисунков, полученные в результате численных экспе-
риментов оценки параметров ПРВ УШ соответствуют задаваемым величинам, что 
указывает на достоверность полученных результатов. 

Заключение 

Данная работа является развитием ранее полученных результатов для одно-
мерной двухточечной частично когерентной модели. Результат работы – соот-
ношения для расчета параметров сигналов четырехточечной двумерной частич-
но когерентной модели. Достоверность полученных соотношений была под-
тверждена с помощью численных экспериментов. Полученные результаты мо-
гут быть использованы для разработки геометрических моделей распределен-
ных радиолокационных объектов при математическом или имитационном моде-
лировании. 
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A TWO-DIMENSIONAL PARTIALLY COHERENT GEOMETRIC 
MODEL OF A DISTRIBUTED RADAR OBJECT 

Kiselev A.V., Sabitov T.I., Stepanov M.A. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
The possibility of the substitution of a two-dimensional distributed radar object by a 4-point 

partly coherent model is considered. As a criterion of adequacy we accepted the coincidence of 
the angle noise distribution function for the model and the substituted object. It is shown that the 
proposed four-point configuration can be represented as two orthogonal equivalent two-point 
models. Relations are obtained for calculating the parameters (power ratios of the signals and 
coefficients of the correlation matrix) of the signals of the four-point model through the parame-
ters of the signals of the equivalent two-point models. The signal parameters of the equivalent 
two-point models can be calculated for the given parameters of the joint distribution of azimuthal 
and elevation noises. These relations obtained for the two-dimensional model are the result of this 
work. The results obtained were tested using numerical experiments for the test values of the pa-
rameters of the angle noise distribution function. To generate samples of signals whose correla-
tion matrix has the required form the linear transformation method was used. The parameters of 
the distribution function of the simulated angle noise were estimated by the method of matching 
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moments. The results of numerical experiments confirm the reliability of the obtained ratios. They 
can be used in mathematical and simulation modeling of distributed radar objects. 

 

Keywords: distributed object, angle noise, distribution function, simulation.  
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ВЫСОКОДИНАМИЧНЫЙ НАБЛЮДАТЕЛЬ МАГНИТНОГО 
СОСТОЯНИЯ НА ОСНОВЕ ВЕНТИЛЬНОГО ИНДУКТОРНОГО 

ДВИГАТЕЛЯ 

А. А. Кромм1, Г.М. Симаков2, С.С. Жук2 
1Linde Material Handling GmbH, Ашаффенбург, Германия  

2Новосибирский государственный технический университет 
 

Статья посвящена проблеме разработки высокодинамичного наблюдателя потока трех-
фазного вентильного индукторного двигателя, или коротко индукторного двигателя.  Син-
тез наблюдателя потока базируется на анализе мгновенных мощностей статора двигателя в 
системах векторного управления индукторных двигателей. В алгоритме наблюдателя от-
сутствуют интегральные, дифференциальные и итерационные методы математики.  Пред-
ложенный алгоритм наблюдателя реализован в векторно-матричной форме для современ-
ных систем управления электрических приводов. Наблюдатель обеспечивает стабильность 
и высокую прецизионность в приводах с прямым управлением момента, в которых вариа-
ции угла пространственного вектора напряжения инвертора значительно выше, чем в при-
водах с широтно-импульсной модуляцией. Предложенный алгоритм наблюдателя не тре-
бует «эксклюзивных» ресурсов микропроцессорных блоков управления. В работе приведен 
алгоритм инвариантного по времени наблюдателя, обеспечивающего высокую точность 
наблюдаемого потока при малых индуктивностях и низких напряжениях индукторного 
двигателя. Проведен анализ кривых измеренного и наблюдаемого момента индукторного 
двигателя во время разгона привода. 

 

Ключевые слова: наблюдатель потока двигателя, прямое управление моментом, баланс 
мощностей, пространство состояний, отсутствие итерационных методов, высокая точность 
наблюдателя, кривые наблюдаемого момента.  
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Введение 

Перспективы внедрения индукторных двигателей в глубокорегулируемых 
электроприводах, по мнению многих специалистов, практически неограниченны. 
Импульс такому оптимизму дает ряд уникальных свойств индукторного двигате-
ля, как например, высокая перегрузочная способность, простота конструкции 
магнитопроводов ротора, высокие динамические свойства привода за счет малой 
инерционности безобмоточного ротора [1, 2]. Прецизионная точность воспроиз-
ведения заданного момента двигателя в широком диапазоне температур и меха-
нических воздействий в сочетании с низкой ценой делает его незаменимым, 
например, в приводах электрических погрузчиков, где профили динамики приво-
да характеризуются высокими градиентами момента двигателя. 

В подтверждение к сказанному один небольшой пример: три европейские 
фирмы, производящие погрузчики премиум класса в общей сложности более ше-
стидесяти тысяч машин в год, с 2022 года предполагают отказаться от использо-
вания асинхронных двигателей из-за высокой стоимости «беличьей клетки» рото-
ра [3]. (Высокая цена синхронных двигателей в производстве и недостаточная 
точность воспроизведения заданного момента двигателя в широком диапазоне 
температур ограничивают его применение.) 

В общем случае, переход к разработке электрического привода с индукторны-
ми двигателями (ИД), в статоре которых уложена классическая трехфазная  
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обмотка, не вызывает больших проблем, за исключением, пожалуй, методов и 
способов идентификации магнитного состояния электрической машины. Так как 
электромагнитный поток ИД является функцией тока статора и угла поворота ро-
тора, градиенты его изменения велики, что, в свою очередь, требует применения 
быстродействующих наблюдателей. Классические наблюдатели, использующие, 
например, интегральные оценки разницы подводимого напряжения статора и па-
дения напряжения на сопротивлении статорной цепи, недостаточно динамичны.  
В технической литературе можно найти материалы по анализу и синтезу динами-
ческих наблюдателей потока двигателя, которые преимущественно базируются на 
итерационных методах математики, в предположении об обеспечении желаемой 
точности метода за конечное время вычисления микропроцессорных устройств [4, 
5]. При превышении отведенного для идентификации времени, которое, в первую 
очередь, определяется мощностью процессора, прецизионность наблюдаемого 
потока становится недостаточной. Для повышения точности оценки потока, 
например, в [6] предлагается адаптивный метод, основанный на многомодельном 
расширенном фильтре Калмана с иерархическим переходом от модели к модели. 
Повышенная точность результата получается путем «смешивания» выходных 
данных разных моделей с разными весовыми коэффициентами.  

Не углубляясь в детальное описание достоинств и недостатков вышеуказан-
ных наблюдателей, следует отметить два основных недостатка, ограничивающих 
их применение в массовом производстве: сложность алгоритма и соответственно 
программного обеспечения микропроцессорных устройств, а также трудоемкость 
оптимизации времени итерационного процесса или весовых коэффициентов. 
Устранить указанные недостатки позволяет методика оценки потока, которая бу-
дет приведена ниже. 

1. Постановка задачи 

Целью работы является синтез высокодинамичного наблюдателя магнитного 
состояния индукторного двигателя (НМСД) на базе анализа мощностей двигателя. 
В алгоритме для повышения динамической точности наблюдателя используются 
исключительно алгебраические уравнения. Простота и «прозрачность» данного 
метода ставят целью сократить время разработки, анализа и синтеза высокодина-
мичных приводов с индукторными двигателями. 

Постановка задачи определяет основные требования к разработке привода и 
наблюдателя: 

– математическое описание контуров статорной обмотки двигателя общепри-
нятое, как в неподвижных, так и во вращающихся координатах; 

– алгоритм оценки потока должен учитывать отсутствие потерь в роторе ИД 
(достоинство ИД, которое обеспечивает успех этого типа двигателя на рынке); 

– приоритетным алгоритмом управления двигателем является прямое управ-
ление моментом (англ.: Direct Torque Control (DTC)), так как указанный способ 
обеспечивает максимальную динамику привода [7]; 

– алгоритм наблюдателя не должен содержать интегралы и производные сиг-
налов. Первые ухудшают динамические свойства, особенно при малых частотах 
вращения двигателя [8], вторые нарушают прецизионность наблюдателя вслед-
ствие ограниченной помехозащищенности электрической части привода [9]; 

– алгоритм наблюдателя должен реализоваться в векторно-матричной форме 
для успешной интеграции НМСД в системы векторного управления двигателя; 

– синтез НМСД должен осуществляться в оптимизированных по стоимости 
микропроцессорных устройствах, не обладающих «сверхресурсами». 
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2. Синтез наблюдателя 

Разработка алгоритма идентификации магнитного состояния машины базиру-
ется на анализе баланса мгновенных мощностей двигателя, основой которого,  
в свою очередь, является закон сохранения энергии. Запасенную энергию  
в фазе двигателя целесообразно оценить через классическое уравнение равнове-
сия напряжений статорной цепи ИД во вращающейся синхронно с ротором  
(индекс «r») системе координат [8]: 

  ,
r

r r rs
s s s s r s

dI
U I R L j

dt
        причем   ,r

r
d

dt


    (1) 

где , , ,s s s sI L U  – ток, индуктивность, поток и напряжение статора двигателя; 

sR  – омическое сопротивление статорной обмотки двигателя; ,r r   – угловая 

скорость и угол поворота ротора двигателя. 

Умножив каждый член уравнения (1) на r
sI t  и опустив, для простоты чтения 

индекс «r», получим следующее уравнение для энергий: 

 2 Δ Δ Δ Δ ,s s s s s s s sU I t I R t I jI       (2) 

где t – некоторый конечный интервал времени. 
Записав (2) в обобщенном виде, получим 

    Δ ( , ) , , , Δs s s s m s s em s sE E I R E I E I      , (3) 

где sE  – полная энергия, подводимая к двигателю; Δ sE  – потери энергии на ак-

тивном сопротивлении статора двигателя; mE  – магнитная энергия двигателя со-

гласно определению энергии: 0
0

W i d


   [10]; emE  – энергия электромеханиче-

ского преобразователя, затраченная на формирование вращающего момента дви-

гателя, согласно определению коэнергии: *
0

0

i

W di   [10]. 

Баланс энергий (3) позволяет определить полную, активную и реактивную 
мощности в двигателе, с учeтом допущения отсутствия потерь в роторе ИД.  
(Замечание: данное допущение для ИД с полнотелым шихтованным ротором не 
является грубым в сравнении, например, с асинхронным двигателем, в роторе ко-
торого реализована «беличья клетка»). 

Реактивную мощность (Q) легко выделить из магнитной энергии mE : 

 T T
s s s s ,s s s

s s s s
dI d d

Q I L I I
dt dt d

 
      


I Dψ I DU  (4) 

причeм s s s, ,I ψ U  – вектор тока, потока и напряжения двигателя; 
0 1

1    0

 
  
 

D  – 

классическая матрица преобразования, позволяющая перейти к инвариантной по 
времени системе, записанной в векторно-матричной форме, а также позволяющая 
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записать реактивную мощность через векторное произведение векторов тока 
напряжения статора. 

С учeтом скалярной и векторно-матричной формы записи активную мощность 
фазы двигателя можно представить в следующем виде: 

 2 ( ) .T
s s s s s s s s s sP R I I I R I


      I U  (5) 

Компоненты наблюдаемого вектора магнитного потока двигателя ˆ sψ  в ска-

лярной форме определяются из (4, 5) по нижеприведенному выражению: 

 
    1

2

ψ Im

ψ Rˆ e

ˆ sd s
s e

sq s s s

Q
I

P R I

      
              

 

или в векторно-матричной форме: 

 
1

12
ψ

[( ) ] ,
ψ

ˆ

ˆ

T
sd s sT

s s e T Tsq s s s s


  
   
    

I DU
I I

I U I RI
  (6) 

где d, q  индекс продольной и поперечной осей вращающейся системы коорди-
нат; е – угловая скорость вращающейся системы координат; 

  ( ), ( )d qdiag r t r tR    – матрица сопротивлений обмотки статора во вращаю-

щейся системе координат с учетом влияния температурного фактора на омическое 
сопротивление. 

Реализация алгоритма (6) не представляет большого труда на практике. Следу-
ет, однако, отметить, что в некоторых случаях для повышения точности формиро-
вания вектора потока при малых напряжениях статора или малой индуктивности 
обмотки статора двигателя целесообразней воспользоваться следующим  
выражением: 

        
111
2

2
ψ

,
ˆ

ψ̂

T T T Tsd T s s s s s s s se s s
sq T T

s s s s

               
    

I I U U I U I UI I

I U I RI

 

в котором реактивная мощность рассчитывается через полную и активную  
мощность. 

Модуль вектора потока статора двигателя целесообразно записать, и соответ-
ственно рассчитывать, в классической форме, а именно: 

 
1

2ˆ ˆ| ˆ| T
s s sψ ψ ψ . 

По результатам анализа и синтеза НМСД была проведена разработка  
программного обеспечения наблюдателя на базе оптимированного по стоимости 
16-битного процессора. Результаты имплементации разработанного наблюдателя 
в привод с ИД целесообразно оценить с помощью кривых, приведeнных на  
рисунке. 
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времени как параметрa. Aлгоритм базируется исключительно на алгебраических 
выражениях, что позволяет быстро осуществить реализацию наблюдателя на 
практике. 

2. Описанный алгоритм учитывает «автоматически» угловую скорость ротора, 
так как предложенная методика НМСД идентифицирует поток во вращающейся 
системе координат. Как следствие, НМСД обеспечивает точную оценку потока 
даже тогда, когда статор запитан, но ротор двигателя неподвижен. 

3. Погрешность наблюдателя от неточности оценки омического сопротивления 
обмотки статора при нагреве ИД существенно ниже, чем в наблюдателях потока 
асинхронных двигателей, так как в наблюдателях последних требуется информа-
ция о температуре обмотки ротора. В оптимизированных по стоимости приводах 
прямое измерение температуры ротора недоступно. В приводе с индукторным 
двигателем необходимость измерения температуры ротора отпадает, а температу-
ра обмотки статора ИД доступна прямому измерению. 

4. Предложенный алгоритм предпочтителен в оптимизированных по стоимо-
сти приводах, так как его программное обеспечение не требует «эксклюзивных» 
ресурсов блоков управления. Так, например, в микропроцессоре семейства 
ХC22хх с тактовой частотой 100 MHz время вычисления предложенного алгорит-
ма составляет не более 2 µs, в случае реализации функции извлечения квадратно-
го корня в табличной форме. 
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The article is devoted to the problem of developing highly dynamic flux observers for three-

phase inductor motors. The synthesis of the flux observer is based on the analysis of the instanta-
neous powers of the motor stator by the vector control of drives. The observation algorithm lacks 
integral, differential and iterative methods of mathematics. The proposed observer algorithm is 
implemented in a vector-matrix form for its simplest integration into the modern vector control of 
electric drives. The observer provides stability and high precision in drives with direct torque 
control, in which the variation in the angle of the spatial voltage vector of the inverter is much 
higher than in drives with pulse width modulation. The proposed observer algorithm can be used 
in cost optimized drives, because its implementation does not require “exclusive” resources of 
microprocessor control units. The paper presents a time invariant observer algorithm that provides 
high precision of the observed flux at low inductances and low voltages of the inductor motor. 
The measured and observed moments of the reluctance motor during the acceleration of the drive 
were analyzed. 

 

Keywords: flux observer of the inductor motor, direct torque control of the drive, identifica-
tion based on power analysis, identification in a vector-matrix form, elimination of iterative 
methods of mathematics, high precision of non-rotating motor observation, presentation of the 
measured and observed moment. 
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УСЛОВИЯ РЕАЛИЗАЦИИ ПРЕДЕЛЬНОГО КПД 
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Для случая линейной среды установлена предпочтительность в режимах энергопреоб-
разования, характеризующих процесс ускорения якоря электромагнитного двигателя из 
условия достижения предельных значений коэффициента полезного действия (КПД).  
В качестве объекта исследования рассматривается ненасыщенный электромагнитный дви-
гатель, характеризующийся однократным процессом ускорения якоря, в магнитном поле, 
созданном индуктором. В результате проведенных исследований получены новые соотно-
шения для анализа условий реализации предельных значений КПД, соответствующие ре-
жиму энергопреобразования и конфигурации элементарного магнитного цикла. Показано, 
что теоретически реализация режимов с КПД близких к 100 % возможна только при усло-
вии использования специальных средств автоматического управления. Для случая прямого 
включения, при отсутствии специальных средств контроля и управления, значения КПД не 
могут превышать его теоретического предела 50 %. Полученные результаты по отдельным 
режимам энергопреобразования и выводы хорошо согласуются с результатами исследова-
ний других авторов, выполненных в разное время. 
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Введение 

Основное применение электромагнитные двигатели (ЭМД) получили в дис-
кретных импульсных системах с фиксированным перемещением исполнительных 
органов. Типичным примером использования дискретных систем являются элек-
тромагнитные приводы коммутационной аппаратуры, ударного электроинстру-
мента, молотов, вибраторов, прессового оборудования, ударных источников сей-
смических волн и т. д. [1–4]. 

Перспективность применения электромагнитного привода в перечисленных 
устройствах прежде всего определяется их надежностью, простотой конструкции, 
минимальными затратами при обслуживании [5–8]. Работа электромагнитного 
привода при больших динамических перегрузках считается нормальным режимом 
его функционирования [9, 10]. 

Несмотря на давнее использование электромагнитного привода, по-прежнему 
остаются востребованными методы по его расчету в различных режимах [11–15]. 
Также большое внимание уделяется вопросам оптимизации режимов работы как 
за счет изучения процессов энергопреобразования, так и за счет применения но-
вых рабочих циклов, способствующих повышению его эффективности [16–18].  

Главным показателем любой машины или устройства, созданного на основе 
ЭМД, остается коэффициент полезного действия (КПД). Анализ существующих 
машин с ЭМД, а также выполненные расчеты машин, функционирующих в дина-
мических режимах показывают, что уровень их КПД не превышает 50 % [19–21]. 
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1. Постановка задачи исследования 

Один из распространенных вариантов электромагнитного двигателя, применя-
емого в качестве привода прессового оборудования, приведен на рис. 1 [22–24]. 
Энергетические показатели и режимы энергопреобразования такого ЭМД во мно-
гом определяются видом переходной кривой динамической характеристики 
намагничивания в виде зависимости ( )f i   [25]. Внешний вид подобной харак-

теристики намагничивания на интервале движения якоря ЭМД представлен на 
рис. 2. 

 

 

 
 
 
 
 

 

Рис. 1 – Электромагнитный  
двигатель 

Fig. 1 – Electromagnetic motor 

Рис. 2 – Переходная динамическая 
характеристика намагничивания  

Fig. 2 – The transient dynamic characteristic 
of magnetization 

 
Согласно рис. 2 магнитная энергия, запасенная в системе ЭМД к началу дви-

жения якоря, 
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где 1231S  – соответствующая площадь поверхности на рис. 2. 

Магнитная энергия, приобретенная системой за время движения якоря, 
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Магнитная энергия, накопленная системой к концу движения якоря, 
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Согласно закону сохранения энергии 1 2 3 мехA A A A   , механическая работа 

по перемещению якоря из точки 2 с координатой max  в точку 4 с координатой 

0   определится как 

мех 1 2 3 1241A A A A S    . 
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Внешний вид переходной характеристики ( )f i   (рис. 2) может быть раз-

личным и при детальном рассмотрении несложно установить, что формируется он 
из совокупности промежуточных элементарных магнитных циклов (рис. 3), ха-
рактеризующих процессы энергопреобразования за время движении якоря ЭМД  
[26–28].  

Основными показателями, способствующими такому разделению, являются 
знаки приращения потокосцепления [29]. Все процессы, происходящие с увели-
чением потокосцепления 0d  , сопровождаются потреблением энергии из сети. 

Процессы, происходящие с уменьшением потокосцепления 0d  , сопровожда-

ются отдачей энергии обратно в сеть. Уменьшение рабочего воздушного зазора в 
соответствии с направлением указателя в виде стрелки на рис. 3 свидетельствует 
о том, что электромагнитные силы совершают положительную работу, связанную 
с перемещением якоря и преодолением внешней механической силы (двигатель-
ный режим). 
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Рис. 3 – Элементарные магнитные циклы для двигательного режима 

Fig. 3 – Elementary magnetic cycles for the motor mode 
 

Существующее многообразие процессов энергопреобразования можно разде-
лить на несколько групп (режимов), обладающих общими свойствами и характе-
ризующих процессы движения якоря: 1) при одновременном нарастании тока и 
потокосцепления (рис. 3, а); 2) при постоянном токе и увеличивающемся пото-
косцеплении (рис. 3, б); 3) при уменьшающемся токе и увеличивающемся пото-
косцеплении (рис. 3, в); 4) при уменьшающемся токе и постоянном потокосцепле-
нии (рис. 3, г); 5) при уменьшающемся токе и уменьшающемся потокосцеплении 
(рис. 3, д). 

Каждый из представленных на рис. 3 элементарных магнитных циклов позво-
ляет установить энергию, запасенную в системе на момент начала и окончания 
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движения якоря, сообщенную системе энергию за время движения и энергию на 
создание механической работы. 

Согласно закону сохранения энергии, энергия пропорциональная заштрихо-
ванной области (рис. 3), определяет механическую работу мехA  по перемеще-

нию якоря. 
Исследования энергетических показателей на основе анализа элементарных 

магнитных циклов, позволяющих относительно просто устанавливать зависимости 
токов и потокосцеплений от координаты положения якоря, хорошо известны [30]. 

Однако в вопросах достижения предельных значений КПД в процессе совер-
шения полезной механической работы в основном исходят из частных случаев 
постоянства тока ( const)i   или потокосцепления ( const)   [31, 32]. Вызвано 

это только тем, что введение подобного рода ограничений, относительно характе-
ра поведения зависимости ( )f i   при движении якоря, упрощает процедуру 

математических выкладок с использованием энергетических соотношений, а так-
же упрощает анализ получаемых результатов. 

Для случая линейной среды установим предпочтительность в использовании 
магнитных циклов и соответствующих циклам режимов энергопреобразования, 
характеризующих однократный процесс ускорения якоря магнитным полем, ис-
ходя из условия реализации предельных КПД электромагнитного двигателя. 

2. Условия реализации предельного КПД режима энергопреобразования  

Для анализа условий реализации предельного КПД не будем учитывать влия-
ние активных потерь энергии в катушке ( 0)QW  , так как данные потери не зави-

сят от конфигурации магнитного цикла и определяют только тепловое состояние 
всей системы. Полезной работой условимся считать механическую работу, кото-
рую совершают электромагнитные силы при перемещении якоря из начального 

max( )    в конечное ( 0)   положение. 

Коэффициент полезного действия будем определять как отношение полезной 
механической работы мехA  к сумме начальной энергии магнитного поля 1W  и 

энергии, сообщенной системе за время движения 3W . Предполагая 0QW  , 

находим КПД электромагнитного двигателя без активных потерь: 

 мех

1 3

A

W W


 

  
.  (1) 

Работу электромагнитных сил на бесконечно малом интервале перемещения 
якоря определяем из баланса энергии как сумму начальной энергии 1W  и энер-

гии 3W  за вычетом конечной энергии магнитного поля 2W : 

мех 1 3 2A W W W       . 

Для анализа фактического перераспределения энергии, потребляемой или от-
даваемой источнику питания на интервале движения, целесообразно воспользо-
ваться коэффициентом восстановления магнитной энергии, отражающим степень 
изменения энергии магнитного поля по отношению к энергии, затраченной для 
совершения механической работы [33]: 

 м 2 1
в

мех мех

W W W
k

A A

  
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 

.  (2) 
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Условия протекания процессов энергопреобразования на границах раздела их 
режимов в зависимости от величины и знака коэффициента восстановления (2) 
рассмотрены в таблице. 

Условия протекания процессов энергопреобразования 

Conditions of energy conversion processes 

Номер  
условия 

Коэффициент  
восстановления 

Условия протекания процессов 

1 в0 1k   

Электрическая энергия источника расходуется на 
совершение механической работы и на увеличение 
энергии магнитного поля. Причем затраты энергии 
на совершение механической работы превышают 
затраты энергии на увеличение энергии магнитного 
поля 

2 в 1k   
Электрическая энергия источника в равных долях 
расходуется на совершение механической работы и 
увеличение энергии магнитного поля 

3 в 1k   
Затраты электрической энергии источника на уве-
личение энергии магнитного поля превышают за-
траты энергии на совершение механической работы 

4 в 0k   
Электрическая энергия, поступающая от источника, 
расходуется только на совершение механической 
работы 

5 в1 0k    
Механическая работа частично совершается за счет 
электрической энергии источника и частично за 
счет энергии магнитного поля 

6 в 1k    
Электрическая энергия от источника не поступает. 
Механическая работа совершается только за счет 
энергии магнитного поля 

7 в 1k    
Энергия магнитного поля используется для совер-
шения механической работы и частично передается 
источнику в виде электрической энергии 

 
Основные режимы энергопреобразования и сопутствующие данным режимам 

элементарные магнитные циклы, определяющие общий вид переходной кривой 
намагничивания, представлены на рис. 3. 

Полагаем, что на начало движения якоря система характеризуется значениями 
начального тока нi i  и начального потокосцепления н   , а в конце движе-

ния – значениями конечного тока кi i i    и конечного потокосцепления 

к     . Условия позволяют начальные и конечные значения токов и пото-

косцеплений выразить через их приращения в виде к нi i i   , к н    . 

Выражая входящие в (1) составляющие от энергий через начальные и конеч-
ные значения токов и потокосцеплений, получим соотношения для анализа усло-
вий реализации предельных КПД, удовлетворяющие режиму энергопреобразова-
ния и конфигурации элементарного магнитного цикла (рис. 3). 

Рассмотрим основные режимы энергопреобразования (работы электромагнит-
ных сил) в соответствии с элементарными циклами намагничивания на рис. 3. 

Режим энергопреобразования при увеличивающемся токе и потокосцеплении 
(рис. 3, а). Коэффициент полезного действия режима без активных потерь 
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. (3) 

Предельным случаем (3) является условие кi  нi  и н  0 , при которых 

КПД будет максимальным и соответствовать 1 0,5  . 

При этом коэффициент восстановления магнитной энергии  

2 1
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   


, (4) 

и в предельном случае в1 1,0k  . Таким образом, при поддержании режима в пре-

дельном случае перераспределение потребляемой от источника энергии таково, 
что только половина потребляемой энергии может быть преобразована в механи-
ческую работу, другая половина энергии идет на увеличение энергии магнитного 
поля системы. 

Фактическое значение КПД данного режима, даже без учета активных потерь 
энергии на нагрев, менее 50 %. Так, если принять для режима н к 0,6   и 

н к 0,8i i  , то согласно (3) КПД составит 1 0,17  , а коэффициент восстановле-

ния в соответствии с (4) увеличится до в1 2,6k  . 

Столь существенное снижение КПД режима по сравнению с предельным слу-
чаем вызвано тем (см. таблицу), что затраты электрической энергии на увеличе-
ние энергии магнитного поля за время движения составляют 72,2 % и значительно 
превышают затраты этой энергии для совершения механической работы (27,8 %). 

Режим энергопреобразования при условии постоянства тока ( const)i   и 

увеличивающемся потокосцеплении (рис. 3, б). Коэффициент полезного действия 
режима 
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мех2 к н к
2

н1 3 н к н

к

1 1
2=

1 2( ) 2
2

iA

W W i i


   

   
         


.  (5) 

Предельным случаем режима (5) является условие н  0 , при котором КПД 

будет максимальным 2( 0,5)  . 
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Коэффициент восстановления магнитной энергии для режима 

 2 1
в2

мех2

1 1( )
2 2 1

1
2

i iW W
k

A i

     
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 
.  (6) 

Увеличение энергии магнитного поля или энергии, расходуемой на соверше-
ние механической работы в данном режиме, всегда равно половине потребляемой 
от источника энергии (см. таблицу). Это означает, что механическая работа в точ-
ности равна увеличению энергии магнитного поля и не зависит от начального и 
конечного значения потокосцепления. 

Если принять для режима за время движения якоря н к 0,6   , то согласно (5) 

КПД без учета активной составляющей потерь энергии на нагрев составит 

2 0,29  . С увеличением разницы между начальным и конечным значением по-

токосцепления КПД возрастает (при н к 0,4   получим 2 0,38)  . 

Результаты анализа по данному режиму полностью согласуются с результата-
ми других авторов [31, 32]. 

Следующий режим энергопреобразования характеризуется уменьшающимся 
током и увеличивающимся потокосцеплением (рис. 3, в). Коэффициент полезного 
действия режима 
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Учитывая, что границами раздела режима энергопреобразования являются ре-
жимы для consti   и const  , в качестве предельного случая режима (7) следу-

ет рассмотреть два условия. Для первого условия н  0  и кi  нi  предельный 

КПД режима составит 3 0,5  . Для второго условия к  н  и кi  0  КПД 

режима будет максимальным и  составит 3 1,0  . Следовательно, КПД режима 

энергопреобразования следует рассматривать в пределах 30,5 1,0   . 

Коэффициент восстановления  магнитной энергии  
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. (8) 

Рассматривая (8) как предельный случай, при котором КПД будет максималь-
ным, получим в3 1,0k   . Фактически это означает (см. таблицу), что механиче-
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ская работа должна совершаться только за счет уменьшения запасенной ранее 
энергии магнитного поля, в то время как электрическая энергия от источника в 
систему не поступает. 

Одной из особенностей рассматриваемого режима является возможность со-
вершения механической работы без приращения энергии магнитного поля 

м( 0)dW  . В этом режиме вся энергия, поступающая от источника, расходуется 

на совершение механической работы, при этом в3 0k   (см. таблицу). 
Приравнивая (8) нулю получим условие, при котором приращение энергии 

магнитного поля при движении якоря отсутствует: 

 н к

к н
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i


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
. (9) 

При данном условии (9) КПД режима энергопреобразования может быть по-
лучен с использованием одного из упрощенных выражений: 

 

2 2
н к

к н
3 2 2

н н к к

к к н н

1 1

=

1 1

i

i

i i

i i

   
        

    
          

.  (10) 

В этом случае достаточно установить только кратность изменения потоко-
сцепления или тока либо обладать их начальными и конечными значениями. 

Например, при н к 0,5,    согласно (10), получим КПД режима 3 0,6  . 
Рассматривая самый общий случай режима энергопреобразования для 

н к 0,4   , к н 0,6,i i   КПД в соответствии с (7) без учета активных потерь 

составит 3 0,56  , а коэффициент восстановления магнитной энергии по (8) бу-

дет равен в3 0, 45k  . Условия протекания процесса таковы, что затраты электри-
ческой энергии источника для совершения механической работы в 2,2 раза 
(68,7 %) превышают затраты этой энергии, запасаемой в магнитном поле системы 
(31,3 %) за время движения якоря. 

Режим энергопреобразования при постоянстве потокосцепления const   и 
уменьшающемся токе (рис. 3, г). Полагая, что электрическая энергия источника 
за время движения якоря в систему не поступает 3( 0)W  , выражение (1) для 
коэффициента полезного действия режима значительно упрощается: 
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В конкретном случае (11) КПД режима энергопреобразования определяется 
только начальным и конечным значением тока. Предельным случаем режима сле-
дует рассматривать условие кi  0 , при котором КПД может быть близок к еди-

нице 4( 1,0)  . 
Коэффициент восстановления магнитной энергии режима 
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Условие протекания процесса энергопреобразования таково (см. таблицу), что 
механическая работа системы совершается только за счет энергии магнитного 
поля системы, запасенной до начала движения. Причем электрическая энергия от 
источника в систему не поступает. 

Например, при различии токов за время движения к н 0,6i i   КПД режима со-

ставит 4 0, 4.   При большем различии токов за время движения к н 0, 4i i   

КПД возрастает до 4 0,6  . Результаты анализа по данному режиму также хо-

рошо согласуются с исследованиями авторов известных работ [31, 32]. 
Режим энергопреобразования при уменьшающемся токе и уменьшающемся 

потокосцеплении (рис. 3, д). Коэффициент полезного действия режима с учетом 
изменения знака потокосцепления 
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Предельным случаем режима (13) следует рассматривать условие к  н  и 

кi  0, при которых КПД будет максимальным и соответствовать 5 1,0  . 

Коэффициент восстановления магнитной энергии режима 
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и в предельном случае имеем в5 1k   . 

В предельном случае механическая работа совершается только за счет энер-
гии, запасенной в магнитном поле. При этом электрическая энергия не потребля-
ется и не передается обратно источнику. 

Для самого общего случая режим энергопреобразования может характеризо-
ваться относительно высоким КПД. Особенность режима заключается в том, что 
энергия электромагнитного поля системы используется для совершения полезной 
механической работы и одновременного возврата энергии источнику в виде элек-
трической энергии в5( 1k   , см. таблицу). 

Так, если принять для режима за время движения якоря н кψ ψ 0,8  и 

к н 0, 4i i  , то в соответствии с (13) КПД составит 5 0,56  , а коэффициент вос-

становления магнитной энергии согласно (14) в5 1,7k   . Анализ режима показы-
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вает, что за время движения якоря энергия магнитного поля системы по отноше-
нию к начальной уменьшилась на 68 % , из которой 40 % энергии затрачено на 
совершение механической работы и 28 % энергии переданы источнику. 

Заключение 

Основным выводом по работе следует указать предпочтительность в исполь-
зовании отдельных режимов энергопреобразования, поддерживающих предель-
ные значения КПД электромагнитного двигателя на дискретном интервале дви-
жения якоря. 

Значения КПД без учета тепловых потерь для некоторых режимов энергопре-
образования теоретически может составлять до 100 %, однако реализация подоб-
ных режимов возможна только при наличии специальных средств автоматическо-
го управления. 

Для случая прямого включения ЭМД, т. е. при отсутствии средств контроля и 
управления, теоретическое значение КПД режимов энергопреобразования не мо-
жет превышать 50 %-го порога при однократном процессе ускорения якоря в маг-
нитном поле. 
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Energy conversion modes of the electromagnetic motor when the armature is accelerated are 

established to be preferable with respect to maximal efficiency. A non-saturated electromagnetic 
motor where the armature is once accelerated in the magnetic field generated by the inductor is 
considered to be a research subject. New relations are obtained for the analysis of the conditions 
when the maximal efficiency is achieved with respect to the energy conversion mode and the 
elementary magnetic cycle configuration. It is shown that the efficiency of about 100 % can be 
theoretically achieved only if special automatic control means are used. The efficiency cannot be 
more than a theoretical limit of 50 % if there is no automatic control. The obtained results and 
conclusions for separate energy conversion modes are well agreed with the results obtained by 
other authors in the past. 

 

Keywords: electromagnetic motor, efficiency, energy conversion mode, elementary magnetic 
cycles, recovery coefficient of magnetic energy. 

DOI: 10.17212/1727-2769-2020-1-2-45-59 

REFERENCES 

1. Ivashin V.V., Kudinov A.K., Pevchev V.P. Elektromagnitnye privoda dlya impul'snykh i vi-
broimpul'snykh tekhnologii [Electromagnetic drive for pulse technology and vibroimpulsnyh]. 
Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedenii. Elektromekhanika – Russian Electromechanics, 2012, 
no. 1, pp. 72–75. 

2. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Nizkochastotnye udarnye elektromagnitnye mashiny i 
tekhnologii [Low-frequency impact electromagnetic machines and technologies]. Aktual'nye 
problemy v mashinostroenii – Actual problems in machine building, 2014, no. 1, pp. 256–259. 

3. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Issledovanie dvukhkatushechnoi sinkhronnoi elektromagnitnoi 
mashiny s inertsionnym reversom boika [Research two-coil synchronous electromagnetic ma-
chine with inertial reversal the firing pin]. Sovremennye problemy teorii mashin – Modern 
Problems of Theory of Machines, 2014, no. 2, pp. 109–110. 

4. Simonov B.F., Neiman V.Yu., Shabanov A.S. Impul'snyi lineinyi elektromagnitnyi privod 
dlya skvazhinnogo vibroistochnika [Pulsed linear electromagnetic drive for downhole vibra-
tion source]. Fiziko-tekhnicheskie problemy razrabotki poleznykh iskopaemykh – Journal of 
Mining Science, 2017, no. 1, рр. 118–126. 

5. Ugarov G.G., Moshkin V.I. Perspektivy razvitiya silovykh elektromagnitnykh impul'snykh 
sistem [Prospects of electromagnetic pulse of power systems]. Vestnik Kurganskogo gosudar-
stvennogo universiteta. Seriya: Tekhnicheskie nauki – Bulletin of the Kurgan State University. 
Series: Technical Sciences, 2013, no. 29, pp. 88–90. 

6. Pevchev V.P., Ivashin V.V. Proektirovanie moshchnykh korotkokhodovykh impul'snykh 
elektromagnitnykh dvigatelei [Designing powerful pulsed electromagnetic short-stroke 
engine]. Tol'yatti, Togliatti State University Publ., 2012. 142 p. 

7. Neyman V.Yu., Skotnikov A.A., Neyman L.A. Strukturnyi analiz sinkhronnykh elektromag-
nitnykh mashin udarnogo deistviya [Structural analysis of synchronous electromagnetic shock 
machines]. Avtomatizirovannye elektromekhanicheskie sistemy [Automated electromechanical 
systems]. Ed. by V.N. Anosov. Novosibirsk, NSTU Publ., 2011, pp. 106–120. 



УСЛОВИЯ РЕАЛИЗАЦИИ… 57 

8. Usanov K.M., Kargin V.A. Silovaya elektromagnitnaya impul'snaya sistema dlya pogruzhe-
niya sterzhnevykh elementov v grunt [Power electromagnetic pulse system for inserting rod 
elements into soil]. Vestnik Saratovskogo gosagrouniversiteta im. N.I. Vavilova – The Bulle-
tin of Saratov state agrarian university in honor of N.I. Vavilov, 2005, no. 3, pp. 59–61. 

9. Ryashentsev N.P., Ryashentsev V.N. Elektromagnitnyi privod lineinykh mashin [The elec-
tromagnetic linear actuator machines]. Novosibirsk, Nauka Publ., 1985. 153 p. 

10. Sattarov R.R., Ismagilov F.R. Periodicheskie rezhimy v elektromagnitnykh vibratsionnykh 
preobrazovatelyakh [Periodic modes in the electromagnetic vibration converters]. Vestnik 
Ufimskogo gosudarstvennogo aviatsionnogo tekhnicheskogo universiteta – Bulletin of the 
Ufa State Aviation Technical University, 2010, vol. 14, no. 1 (36), pp. 50–55. 

11. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Modelirovanie protsessov v elektromagnitnom vibratsionnom 
preobrazovatele s poteryami energii v magnitoprovode [Modelling of processes in the elec-
tromagnetic vibration transducer with energy losses in the yoke]. Doklady Tomskogo gosu-
darstvennogo universiteta sistem upravleniya i radioelektroniki – Proceedings of Tomsk 
State University of Control Systems and Radioelectronics, 2016, vol. 1, no. 1, pp. 73–78. 

12. Neyman L.A., Petrova A.A., Neyman V.Yu. K otsenke vybora tipa elektromagnita po 
znacheniyu konstruktivnogo faktora [On the electromagnet type selection by a design factor]. 
Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedenii. Elektromekhanika – Russian Electromechanics, 
2012, no. 6, pp. 62–64. 

13. Neyman V.Yu. Neyman L.A., Petrova A.A. Vliyanie sootnoshenii glavnykh razmerov el-
ektromagnitov na znacheniya konstruktivnogo faktora i pokazatelya ekonomichnosti [Influ-
ence of major proportions electromagnets sizes on the value of constructive factor and indi-
cator of profitability]. Avtomatizirovannye elektromekhanicheskie sistemy [Automated elec-
tromechanical systems]. Ed. by V.N. Anosov. Novosibirsk, NSTU Publ., 2011, pp. 177–187. 

14. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Primenenie metoda provodimostei dlya ucheta sily odnosto-
ronnego magnitnogo prityazheniya asimmetrichnogo elektromagnita [Application conducti-
vities method to account for the strength of a unilateral asymmetric magnetic attraction of the 
electromagnet]. Vestnik Irkutskogo gosudarstvennogo tekhnicheskogo universiteta – Bulletin 
of Irkutsk State Technical University, 2015, no. 2 (97), pp. 214–218. 

15. Neyman V.Yu., Neyman L.A., Petrova A.A. Raschet pokazatelya ekonomichnosti silovogo 
elektromagnita postoyannogo toka s pomoshch'yu modelirovaniya magnitnogo polya [The 
calculation of the efficiency indicator of a DC power electromagnet using magnetic field 
simulation]. Transport: nauka, tekhnika, upravlenie – Transportation: science, technology, 
management, 2008, no. 6, pp. 21–24. 

16. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Rabochii tsikl dvukhkatushechnoi sinkhronnoi elektro-
magnitnoi mashiny so svobodnym vybegom boika [Operation cycle of double winding 
synchronous electromagnetic machine with head free running out]. Izvestiya vysshikh 
uchebnykh zavedenii. Elektromekhanika – Russian Electromechanics, 2013, no. 6,  
pp. 48–52. 

17. Neyman V.Yu. Petrova A.A. Sravnenie sposobov forsirovki impul'snykh lineinykh elektro-
magnitnykh dvigatelei [Comparison of forcing methods of pulsed linear electromagnetic mo-
tors]. Elektrotekhnika – Russian Electrical Engineering, 2007, no. 9, pp. 47a–50. 

18. Usanov K.M., Kargin V.A., Volgin A.V. Otsenka effektivnosti energopreobrazovanii v el-
ektromagnitnoi udarnoi mashine s uprugim vozvratnym elementom [Evaluating the effec-
tiveness of energy conversion in the electromagnetic shock machine with an resilient return 
element]. Trudy Kubanskogo gosudarstvennogo agrarnogo universiteta – Proceedings of the 
Kuban State Agrarian University, 2008, no. 1, pp. 86–87. 

19. Manzhosov V.K., Lukutina N.O., Nevenchannaya T.O. Dinamika i sintez elektromagnitnykh 
generatorov silovykh impul'sov [The dynamics and synthesis of electromagnetic power pulse 
generators]. Frunze, Ilim Publ., 1985. 119 p. 

20. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Raschet dinamiki elektromagnitnogo privoda kolebatel'nogo 
dvizheniya s odnopoluperiodnym vypryamitelem [The calculation of the dynamics of the 
magnetic drive of oscillatory motion with half-wave rectifier]. Vestnik MEI – MPEI Vestnik, 
2016, no. 6, pp. 64–71. 



В.Ю. Нейман 58 

21. Neyman L.A., Neyman V.Yu. Matematicheskaya model' dinamiki dvukhkatushechnoi sink-
hronnoi elektromagnitnoi mashiny udarnogo deistviya s inertsionnym reversom boika [A dy-
namic model of a two-inductor synchronous impact electromagnetic machine with an inertial 
head reverse]. Doklady Akademii nauk vysshei shkoly Rossiiskoi Federatsii – Proceedings of 
the Russian higher school Academy of science, 2016, no. 4 (33), pp. 61–79. 

22. Ryashentsev N.P., Ugarov G.G., L'vitsin A.V. Elektromagnitnye pressy [Electromagnetic 
press]. Novosibirsk, Nauka Publ., 1989. 216 p. 

23. Neyman V.Yu, Evreinov D.M., Neyman L.A., Skotnikov A.A., Smirnova Yu.B. Sposoby 
povysheniya energeticheskikh pokazatelei odnoobmotochnykh impul'snykh ustroistv s  
elektromagnitnym vozbuzhdeniem [Ways to improve the energy performance of single-
winding pulsed devices with electromagnetic excitation]. Transport: nauka, tekhnika, uprav-
lenie – Transportation: science, technology, management, 2010, no. 8, pp. 29–31. 

24. Aksyutin V.A., Neyman L.A., Neyman V.Yu., Skotnikov A.A. Pressovoe oborudovanie s 
lineinym elektromagnitnym privodom dlya mekhanizatsii tekhnologicheskikh protsessov 
udarnoi sborki i shtampovki melkikh izdelii [Press equipment with a linear electromagnetic 
drive for the mechanization of technological processes of shock assembly and stamping of 
small products]. Aktual'nye problemy v mashinostroenii – Actual problems in machine buil-
ding, 2015, no. 2, pp. 220–224. 

25. Neyman V.Yu. Energopreobrazovanie nenasyshchennogo elektromagnitnogo dvigatelya pri 
otryve yakorya vneshnimi silami [Energy conversion in a non-saturated electromagnetic mo-
tor with the armature detached by external forces]. Nauchnyi vestnik Novosibirskogo gosu-
darstvennogo tekhnicheskogo universiteta – Science bulletin of the Novosibirsk state tech-
nical university, 2019, no. 3 (76), pp. 135–148. 

26. Ryashentsev N.P., Timoshenko E.M., Frolov A.V. Teoriya, raschet i konstruirovanie  
elektromagnitnykh mashin udarnogo deistviya [Theory, calculation and design of electro-
magnetic percussion machines]. Novosibirsk, Nauka Publ., 1970. 260 p. 

27. Rodshtein L.A. Elektricheskie apparaty [Electrical apparatus]. 3rd ed. Leningrad, Energoiz-
dat Publ., 1981. 304 p. 

28. Malinin V.I., Ryashentsev A.N., Tolstik A.I. Otsenka dinamicheskogo KPD elektromagnita s 
nenasyshchennoi magnitnoi sistemoi [Evaluation of the dynamic efficiency of an electro-
magnet with an unsaturated magnetic system]. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedenii.  
Elektromekhanika – Russian Electromechanics, 1989, no. 9, pp. 86–90. (In Russian). 

29. Ryashentsev N.P., Miroshnichenko A.N. Vvedenie v teoriyu energopreobrazovaniya elektro-
magnitnykh mashin [Introduction to the theory of energy conversion of electromagnetic ma-
chines]. Novosibirsk, Nauka Publ., 1987. 160 p. 

30. Moshkin V.I., Ugarov G.G. Issledovanie kombinirovannykh magnitnykh tsiklov elektro-
mekhanicheskikh preobrazovatelei elektromagnitnogo tipa [Research of combined magnetic 
cycles of electromechanical converters of electromagnetic type]. Impul'snyi elektromagnitnyi 
privod [Pulsed electromagnetic drive]. Novosibirsk, IGD SO AN SSSR Publ., 1988, pp. 38–
44. 

31. Ivashin V.V. Ob optimal'nom rezhime raboty elektromagnitov s tochki zreniya uvelicheniya 
ikh udel'noi impul'snoi moshchnosti [On the optimal mode of operation of electromagnets in 
terms of increasing their specific pulse power]. Silovye poluprovodnikovye i impul'snye el-
ektromekhanicheskie preobrazovatel'nye ustroistva [Power semiconductor and pulsed elec-
tromechanical converting devices]. Kuibyshev, 1976, pp. 24–28. 

32. Bondaletov V.N. Opredelenie elektromagnitnykh sil, ikh raboty i elektromekhanicheskogo 
k.p.d. v konturakh s tokami [Determination of electromagnetic forces, their work and elec-
tromechanical efficiency in circuits with currents]. Elektrichestvo – Electrical Technology 
Russia, 1966, no. 1, pp. 57–60. 

33. Ugarov G.G. Impul'snye lineinye elektromagnitnye dvigateli s povyshennymi silovymi i ener-
geticheskimi pokazatelyami. Avtoref. diss. dokt. tekhn. nauk [Pulsed linear electromagnetic 
motors with increased power and energy indicators. Author's abstract of Dr. eng. sci. diss.]. 
Novosibirsk, 1992. 46 p. 

 



УСЛОВИЯ РЕАЛИЗАЦИИ… 59 

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ 

 

Нейман Владимир Юрьевич – родился в 1960 году, д-р техн. наук, 
профессор, заведующий кафедрой теоретических основ электротехники 
Новосибирского государственного технического университета. Область 
научных интересов – силовые электромагнитные импульсные системы. 
Автор и соавтор более 200 научных и учебно-методических работ. 
(Адрес: 630073, Россия, г.  Новосибирск, пр. К. Маркса, 20. E‐mail: 
nv.nstu@ngs.ru). 

Neyman Vladimir Yurievich (b. 1960), D.Sc. (Eng.), professor, head of the 
Department of Electrical Engineering Fundamantals, Novosibirsk State 
Technical University. His research interests include power electromagnetic 
pulse systems. He is the author and co-author of over 200 scientific and 
educational manuals. (Address: 20, Karl Marх Av., Novosibirsk, 630073, 
Russia.  E-mail: nv.nstu@ngs.ru). 

 
Статья поступила 10 декабря 2019 г. 

Received December 10, 2019 
 

 
 

 
 
 

                                                           
To Reference: 

Neyman V.Yu. Usloviya realizatsii predel'nogo KPD elektromagnitnogo dvigatelya [Сonditions 
of achieving electromagnetic motor maximal efficiency]. Doklady Akademii nauk vysshei shkoly 
Rossiiskoi Federatsii = Proceedings of the Russian higher school Academy of sciences, 2020, 
no. 1-2 (46-47), pp. 45–59. DOI: 10.17212/1727-2769-2020-1-2-45-59. 



ДОКЛАДЫ АН ВШ РФ 
2020 январь–июнь № 1-2 (46-47) 

 
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

 
  

 

©  2020  Т.И. Сабитов 

УДК: 621.396.01 

ПРОСТРАНСТВЕННО-ФАЗОВАЯ ФОКУСИРОВКА ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ 
МАТРИЧНОГО ИМИТАТОРА НА ДВЕ ТОЧКИ ПРИЕМА 

Т.И. Сабитов 
Новосибирский государственный технический университет 

 
В данной работе рассматриваются вопросы построения конфигурации когерентного 

матричного имитатора для моделирования эхосигналов двухпозиционной системы. Сфор-
мулировано условие синфазности излучаемых сигналов в обеих точках приема в виде си-
стемы уравнений. Матрица, удовлетворяющая этому условию, обеспечивает имитацию 
цели в одном и том же положении для двух разнесенных антенн. Для обеспечения синфаз-
ности предложено использовать возможности размещения излучателей и управления 
начальными фазами сигналов. Получены соотношения для расчета координат излучателей 
двухточечной конфигурации и для расчета значения фазовой добавки. На основе этих со-
отношений разработан алгоритм синтеза расширенной одномерной матрицы с требуемым 
угловым размером. Показано, что точки такой матрицы могут быть расположены на одной 
прямой. Полученный алгоритм использован для синтеза конфигурации из семи излучате-
лей для задаваемых параметров двухпозиционной системы. С помощью численных экспе-
риментов произведена проверка адекватности модели. Задавались различные положения 
точечной цели, а для ее пеленга использовалась модель моноимпульсного пеленгатора. 
Результаты численных экспериментов подтверждают достоверность полученных теорети-
ческих результатов. Они могут быть использованы при математическом и имитационном 
моделировании отражений от реальных радиолокационных целей для двухпозиционных 
систем.     
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Введение 

На сегодняшний день довольно подробно изучены вопросы имитации отраже-
ний электромагнитных волн от реальных объектов. Известные результаты [1–4] 
находят применение в полунатурном моделировании сигнально-помеховой об-
становки, что позволяет осуществлять настройку и проверку качества работы ра-
диолокационных систем (РЛС) в лабораторных условиях. Это значительно уде-
шевляет и ускоряет процесс тестирования системы в сравнении с натурными ис-
пытаниями. 

Для моделирования эхосигналов от радиолокационных целей используют 
имитаторы. Наибольшее распространение получили матричные имитаторы (МИ) 
[1–3] в силу своих преимуществ: с их помощью на апертуре антенны исследуемой 
РЛС воспроизводится фронт электромагнитной волны, соответствующий отраже-
ниям от реальных объектов. При этом обеспечивается моделирование плавных 
перемещений цели с требуемой скоростью по заданной траектории. 

В основе работы МИ используется то, что неразрешаемые антенной излучате-
ли воспринимаются как одиночный источник – кажущийся центр излучения 
(КЦИ). КЦИ замещает точечную цель или отражатель многоточечного распреде-
ленного объекта. Положение КЦИ зависит от фаз и амплитуд излучаемых сигна-
лов, приведенных в точку приема. Для двухточечной конфигурации[5] 

    2 2
0 0 01 1 2 cosz z z      , (1) 
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где 0 2 1/z E E – отношение амплитуд сигналов;   – разность фаз;   – норми-
рованная координата КЦИ – отношение отклонения КЦИ от центра конфигурации 
к половине ее размера.   

В работе [6] были исследованы вопросы достоверности моделирования эхо-
сигналов матричными имитаторами. Установлено, что имеют место ошибки мо-
делирования, обусловленные замещением точечного отражателя группой излуча-
телей. Эти ошибки выражаются в отклонении КЦИ от задаваемого положения. 
Показано, что наименьшими ошибками моделирования обладают синфазные кон-
фигурации излучателей ( 0)  . 

Для обеспечения синфазности сигналов излучатели располагают равноудален-
но от точки приема. Однако если излучателей матрицы больше двух, то их распо-
лагают на одной прямой, а синфазности добиваются путем управления фазами 
подводимых к излучателям сигналов. 

Известные конфигурации когерентных МИ разработаны для одноантенных си-
стем. Для многопозиционных систем излучатели надо сфокусировать на все точки 
приема. А именно расположить так, чтобы разность фаз сигналов для всех точек 
приема была равна нулю. При этом имитируемая точечная цель будет наблюдать-
ся в одном и том же положении для всех антенн. 

В работах [7, 8]исследованы вопросы пространственной фокусировки одно-
мерных и двумерных конфигураций на две точки приема. Результаты этих работ 
позволяют рассчитать координаты излучателей расширенных N-точечных матриц 
с требуемым угловым размером, обеспечивающих имитацию точечной цели в 
одном и том же положении для обеих антенн. Однако при этом точки излучения 
одномерной матрицы не могут быть расположены на одной прямой, а двумерной – 
в одной плоскости, что усложняет их практическую реализацию. 

В данной работе предлагается рассмотреть возможности фокусировки матри-
цы излучателей на две точки приема, используя не только возможность управле-
ния взаимным расположением излучателей, но и возможность управления фазами 
сигналов. Данную фокусировку будем называть пространственно-фазовой. Пред-
полагается, что это позволит синтезировать N-точечные матрицы излучателей, 
лежащих на одной прямой. 

Цель работы – получить соотношения для расчета координат излучателей и 
значений фазовых добавок, для которых обеспечивается синфазность сигналов в 
двух точках приема. 

1. Теория 

Рассмотрим произвольную двухточечную конфигурацию (рис. 1). Запишем 
условие синфазности сигналов в двух точках приема: 

 
2 1 2 1

2 1 2 2

2
( ) 2 ,

2
( ) 2 ,

A A

B B

R R k

R R k

     


     

 (2) 

где 2  – фазовая добавка к сигналу второго излучателя; itR  – расстояние между  

i-м излучателей и t-й антенной;   – длина волны; 1k  и 2k  – целые числа.    

Разность уравнений системы (2) после преобразований имеет вид 

 1 2 1 2A A B BR R R R n     , (3) 

где 1 2n k k   – целое число.  
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Рис. 1 – Матрица из двух излучателей применительно к двухпозиционной  

системе: 
A, B – приемные антенны; 1, 2 – номера излучателей; b  – расстояние между антеннами;  

itR  – расстояние между i-м излучателем и t-й антенной 

Fig. 1 – A matrix of two radiators as applied to a two-position system: 
A, B  are receiving antennas; 1, 2 are the  numbers of the radiators; b  is the distance  

between the antennas; itR  is the distance between the i-th emitter and the t-th antenna 

Запишем соотношение (3) с учетом введенной системы координат, связанной с 
антенной A: 

 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 1 1 1 1( ) ( )x b y x y x b y x y n           .  (4) 

Пусть координаты первого излучателя заданы, и излучатели должны быть рас-
положены на одной прямой 1 2y y y  . Тогда правая часть уравнения может 

быть рассчитана отдельно как  1, , , ,F f x y n b  , и (4) имеет вид 

 2 2 2 2
2 2( )x b y x y F     .  (5) 

Решим (5) относительно абсциссы второго излучателя. Сделаем замену 

2 2 2x x b   и подставим ее в (5): 

   2 22 2
2 2/ 2 / 2x b y x b y F       , 

 22 2
2 22 2 / 2bx F F x b y      , 

2 2 2 2 2 2 2 4
24( ) 4b F x F b F y F    , 

2

2 2 2

4
1

2

F y
x

b F
   


. 

Делаем обратную замену: 

 
2

2 2 2

4
1

2 2

F y b
x

b F
   


.  (6) 

Найденное соотношение позволяет ограничиться случаем симметричной кон-
фигурации. Действительно, при x1 = b/2 значения x2 оказываются симметричными 
относительно b/2, и (6) преобразуется к виду 

 
2

2 2 2 2

4
1

2 2

b n y
x

b n


  

 
. (7) 



ПРОСТРАНСТВЕННО-ФАЗОВАЯ ФОКУСИРОВКА… 63 

Соотношение для расчета фазовой добавки может быть получено из первого 
уравнения системы (2): 

 2 2 2 2
2 1 2

2
mod 2x y x y

           
, (8) 

где mod – операция взятия остатка от целочисленного деления. 
Используя (7) и (8), можно предложить следующий алгоритм синтеза протя-

женной матрицы. 
1. Задаются исходные данные: параметры системы b и  , расстояние между 

матрицей и системой y , абсцисса первого излучателя 1 2x b . 

2. Задается ориентировочная координата второго излучателя 2x  при условии 

2 1 tg ( / 2)x x y    , где   – ширина ДНА по уровню половинной мощности.  

3. Из (4) рассчитывается значение n , которое округляется до целого. С по-
мощью (7) уточняется координата второго излучателя 2x . 

4. Найденная координата второго излучателя становится исходной для расче-
та координаты следующего, третьего излучателя в соответствии с пунктами 2 и 3. 

5. Пункты со 2 по 4 циклично повторяются, пока не будет найдена точка рас-
положения крайнего правого излучателя. 

6. Найденные точки отображается относительно оси симметрии матрицы 

1 / 2x b . 

7. С помощью (8) рассчитывается фазовая добавка (i + 1)-го излучателя отно-
сительно фазы i-го. 

В качестве примера синтезируем матрицу для имитации цели в диапазоне 

КЦИ [ 1;2]x   для 1b   м, 0, 03   м. Первый излучатель располагаем в плоско-

сти симметрии с координатами 1 1( , ) (0,5; 5)x y   м. Используя алгоритм, разме-

щаем излучатели один за другим с шагом Δx = 0,5 м. Результаты применения ал-
горитма сведены в таблицу. 

Координаты излучателей 7-точечной матрицы и значения фазовых добавок 

The coordinates of the radiators of the 7-point matrix and the values of phase additives 

Номер излучателя Координаты ( ; )x y , м Значение n   , град 

4' (–0,909;5) – – 
3' (–0,419;5) – 51,86 
2' (0,046;5) – 208,134 
1 (0,5,; 5) –3 63,278 
2 (0,954;5) –3 296,722 
3 (1,419;5) –3 151,866 
4 (1,909; 5) – 308,14 

2. Апробация результатов 

Апробация результатов осуществлялась с помощью численных эксперимен-
тов. Задавались перемещения цели в диапазоне КЦИ [ 0,9;1,9]x   м. Если коорди-

ната КЦИ удовлетворяла условию: КЦИ 1i ix x x   , то для этой пары излучателей 

рассчитывалась нормированная координата КЦИ: 

КЦИ 1

1

2 ( )i i

i i

x x x

x x




 
 


. 
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По значению  определялось отношению амплитуд сигналов с помощью (1) 

при условии, что 0  . 

Комплексные амплитуды сигналов i-х излучателей в t-й точке приема опреде-
лялись соотношением 

2
expit i it iE E j R

      
 . 

Положение КЦИ, наблюдаемого из точек A и B, определялось с помощью мо-
дели моноимпульсного пеленгатора [9]: 

( )
( ) Re

( )

i
F i

i

 
   

, 

где ( )i  – i-й отсчет сигнала, принятого моделью разностной диаграммой направ-

ленности пеленгатора; ( )i  – i-й отсчет сигнала, принятого моделью суммарной 

диаграммой направленности пеленгатора. 
Результаты численных экспериментов представлены на рис. 2. 
 

 

Рис. 2 – Результаты численных экспериментов: 
 – цель, наблюдаемая антенной A;  – цель, наблюдаемая антенной B;  

 – задаваемые положения цели 
Fig. 1 – Results of numerical experiments: 

 is the target observed by the antenna A;  is the target observed by the antenna B; 
  is the required target positions 

Видим, что обе антенны наблюдают цель в одних и тех же задаваемых по-
ложениях, что подтверждает достоверность полученных результатов. 
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Заключение 

Показано, что возможность управления фазами излучаемых сигналов предо-
ставляет дополнительную степень свободы при размещении излучателей.  

В частности, она позволяет разместить излучатели матрицы на одной прямой, 
что существенно упрощает ее реализацию. 

Найдены соотношения для расчета таких матриц. 
Достоверность полученных соотношений подтверждена с помощью числен-

ных экспериментов. 
Полученные результаты могут быть использованы в разработке матричных 

имитаторов эхосигналов двухпозиционных систем. 
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SPATIAL-PHASE FOCUSING OF MATRIX SIMULATOR  
RADIATORS AT TWO RECEIVING POINTS 

Sabitov T.I.  
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
This paper discusses the issues of constructing the configuration of a coherent matrix simula-

tor for modeling echo signals of a two-position system. The condition is formulated in the form of 
a system of equations that the emitted signals are in-phase at both points of reception. A matrix 
satisfying this condition provides a simulation of a target in the same position for two spaced 
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antennas. To ensure in-phase operation, it is proposed to use the possibilities of placing the radia-
tors and controlling the initial phases of the signals. Relations are obtained for calculating the 
coordinates of the 2-point configuration and for calculating the phase addition value. Based on 
these relations, an algorithm for the synthesis of an extended one-dimensional matrix with the 
required angular size is developed. It is shown that the points of such a matrix can be located on 
one straight line. The obtained algorithm was used to synthesize a configuration of seven emitters 
for the given parameters of the two-position system. Using numerical experiments, the adequacy 
of the model was verified. Different positions of the point target were set, and a monopulse direc-
tion finder model was used to find its direction. The results of numerical experiments confirm the 
reliability of the theoretical results. They can be used in mathematical and simulation modeling of 
reflections from real radar targets for two-position systems. 

 
Keywords: matrix simulator, two-position radar system, simulation. 
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ФИЗИЧЕСКОЙ РЕАЛИЗУЕМОСТИ 
БИФОКАЛЬНОГО ЛИНЗОВОГО КОЛЛИМАТОРА 

М.А. Степанов, Ю.С. Никулина 
Новосибирский государственный технический университет 

 
Рассматриваются условия физической реализуемости одной из разновидностей аплана-

тических линзовых коллиматоров – бифокального линзового коллиматора, имеющего две 
точки идеальной фокусировки, не лежащих на главной оптической оси. На основе взаимо-
связи параметров, задаваемых при проектировании бифокального линзового коллиматора 
(размер раскрыва, толщина, фокусное расстояние, расстояние от главной оптической оси 
до точки фокуса, наклон фазового фронта в раскрыве), сформулированы условия, выпол-
нение которых необходимо для синтеза физически реализуемого коллиматора. Решение 
поставленной задачи базируется на свойствах эллипса равных краев и геометрии бифо-
кального линзового коллиматора. Приводятся и анализируются графические зависимости 
полученных выражений. На основе этого анализа определена взаимная зависимость пара-
метров, задаваемых в начале вычислений поверхности линзы. Записаны системы нера-
венств, устанавливающие условия реализуемости бифокального линзового коллиматора. 
Записан ряд ограничений на начальные параметры бифокального линзового коллиматора. 
Выполнение полученных в статье неравенств является необходимым условием физической 
реализуемости бифокального линзового коллиматора. 

 

Ключевые слова: бифокальный линзовый коллиматор, эллипс равных краев, физическая 
реализуемость. 
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Введение 

Использование одноповерхностных асферических линзовых антенн в качестве 
коллиматора имеет существенный недостаток. Смещения облучателя из точки 
фокуса линзы в перпендикулярном к главной оптической оси направлении приво-
дят к искажениям фазового фронта в ее раскрыве. 

Апланатические линзовые коллиматоры позволяют осуществлять широко-
угольное сканирование без искажения формы диаграммы направленности путем 
большого смещения облучателя из фокуса. Расчет апланатических линз достаточ-
но полно рассмотрен в оптике [1, 2], апланатические линзовые коллиматоры рас-
смотрены в [3–5]. 

Одной из разновидностей апланатических линзовых коллиматоров являются 
бифокальные, которые рассматриваются в литературе [6–8]. 

Бифокальные линзовые антенны имеют две преломляющие поверхности и две 
симметричные точки идеальной фокусировки, расположенные не на главной оп-
тической оси. При облучателе, расположенном в любой из этих двух точек, в рас-
крыве коллиматора получается плоский фазовый фронт, наклоненный на задавае-
мый на этапе расчета коллиматора угол  , который определяется относительно 
раскрыва линзового коллиматора.  

Из литературы известен ряд методов построения поверхности бифокальных 
линзовых коллиматоров [9–12], однако они являются трудоемкими, приближен-
ными и не всегда позволяют получить физически реализуемую поверхность лин-
зового коллиматора.  
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Одна из проблем заключается в следующем. Геометрия коллиматора и воз-
можности его физической реализуемости существенно зависят от таких парамет-
ров, как фокусное расстояние, размер апертуры антенны, расстояние от фокуса до 
главной оптической оси коллиматора, а также угол наклона фазового фронта от-
носительно главной оптической оси в раскрыве линзы [9]. По сути, синтез любого 
бифокального линзового коллиматора начинается с задания этих параметров.  

В литературе отмечается, что не всякий набор таких параметров позволяет по-
лучить набор точек, аппроксимирующих поверхности линзового коллиматора, и 
не всегда полученный набор точек позволяет реализовать физически реализуемую 
линзовую антенну [9]. Поэтому зачастую успех проектирования зависит от опыта 
проектировщика.  

Однако рекомендаций ни по выбору конкретных значений величин, ни даже 
диапазона, в котором они могут лежать, в литературе не приводится. Это определя-
ет цель настоящей работы: на основе взаимосвязи параметров, задаваемых при про-
ектировании бифокального линзового коллиматора, сформулировать условия, вы-
полнение которых необходимо для синтеза физически реализуемого коллиматора. 

1. Теория 

Синтез бифокальной линзы начинается с задания таких параметров, как фо-
кусное расстояние XВ, размер апертуры антенны YВ, расстояние от фокуса до 
главной оптической оси линзы a, а также угол наклона фазового фронта относи-
тельно главной оптической оси в раскрыве линзы α (рис. 1). Геометрия линзы и 
возможности ее физической реализуемости существенно зависят от этих парамет-
ров. Определим условия, накладываемые на перечисленные параметры и гаранти-
рующие синтез коллиматора. 

 

 

Рис. 1 – Геометрия бифокальной линзовой антенны 

Fig. 1 – Geometry of the bifocal lens antenna 

Согласно [10], при построении бифокальной линзовой антенны необходимо, 
чтобы освещенная и теневая поверхности лежали по разные стороны от кривой 
эллипса равных краев: 

2 2 2 2 2cos ctgx y a    . 
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Так как кривая эллипса равных краев проходит через вершины линзы, то, под-
ставив ее координаты, получаем уравнение 

 2 2 2 2 2cos ctgB BX Y a    . (1) 

Кроме того, кривая эллипса краев пересекает главную оптическую ось (ось х 
на рис. 1) в некоторой точке с координатами ( , ) ( ,0)Bx y X s  . Тогда из (1) по-

лучаем уравнение 

 2 2 2( ) ctg ,BX s a        (2) 

где s – параметр, определяющий кривизну эллипса краев. 
Используя уравнения (1) и (2), составляем следующую систему уравнений: 

 
2 2 2 2 2

2 2 2

cos ctg ;

( ) ctg .

B B

B

X Y a

X s a

    

   

 (3) 

Получим зависимость угла наклона фазового фронта   от размера апертуры 

линзы YВ, кривизны эллипса краев s и фокусного расстояния XВ. 
Для этого раскроем скобки и перенесем одинаковые слагаемые по одну сторо-

ну каждого уравнения: 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos ctg ;

2 ctg .

B B

B B

Y a X

X s s a X

    

    

 

Получаем уравнение 

 2 2 2cos 2 .B BY X s s     (4) 

Отсюда выражаем  : 

 
22

( , , ) arccos .B
B B

B

X s s
X Y s

Y

    
 
 

  (5) 

Получим также зависимость расстояния от облучателя до главной оптической 
оси a  от размера апертуры линзы YВ, кривизны эллипса краев s и угла наклона 
фазового фронта  .  

Для этого в (3) выразим XВ из первого уравнения и подставим во второе: 

2 2 2 2

2 2 2 2

ctg cos ;

2 ct .

B B

B B

X a Y

X s s a g X

    

     

 

Получим 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ctg cos ctg ctg cos .B Ba Y s s a a Y            

 
 

После раскрытия скобок и приведения подобных 

2 2 2 2 2 2 22 ctg cos cosB Ba Y s Y s       . 
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Возведем обе части уравнения в квадрат: 

2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 44 ctg 4 cos cos 2 cos .B B Bs a s Y Y Y s s            

И выразим а: 

 2 2 24 4 4 2 2 2 coscos 2 cos
.

2 ctg 2 ctg

BB B
Y sY s s Y

a
s s

     
 

 
 

Таким образом, получаем зависимость расстояния от облучателя до главной 

оптической оси a  от размера апертуры линзы YВ, кривизны эллипса краев s и уг-
ла наклона фазового фронта  : 

 
2 2 2cos

( , , ) .
2 ctg

B
B

s Y
a Y s

s

 
  


 (6) 

Определим из системы уравнений (3) зависимость кривизны эллипса краев от 

угла наклона фазового фронта, от размера апертуры линзы YВ и фокусного рас-

стояния XВ. Для этого решим уравнение (4) как квадратное уравнение через дис-
криминант: 

   

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
1,2

2 cos 0;

(2 ) 4 1 cos 4 cos ;

2 4 cos
cos .

2 1

B B

B B B B

B B B

B B B

s X s Y

D X Y X Y

X X Y
x X X Y

    

       

   
     



 

Таким образом, получается, что кривизна эллипса равных краев зависит от уг-

ла наклона фазового фронта, от размера апертуры линзы YВ и фокусного расстоя-

ния XВ: 

 2 2 2( , , ) cos .B B B B Bs X Y X X Y       (7) 

2. Графические зависимости 

Графически полученные зависимости показаны на рис. 2–5. 
По полученным зависимостям (5)–(7) (рис. 2–5) можно сделать следующие 

выводы. При одинаковом фокусном расстоянии с увеличением диаметра и 
уменьшением кривизны эллипса равных краев происходит увеличение угла 
наклона фазового фронта и расстояния от главной оптической оси до фокуса. При 
идентичных углах наклона фазового фронта с увеличением диаметра линзы и 
уменьшением кривизны эллипса равных краев происходит увеличение расстояния 

от начала координат до вершины линзы XВ. При одинаковом расстоянии от глав-
ной оптической оси до фокуса с увеличением диаметра линзы и уменьшением 
кривизны эллипса равных краев происходит увеличение расстояния от начала 

координат до вершины линзы XВ. 
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Рис. 2 – Зависимость угла наклона фазового фронта от кривизны линзы, 
фокусного расстояния и размера апертуры антенны α(XB, YB, s), s = 0,01 
          при различных размерах апертуры линзы YВ (по выражению 4) 

Fig. 2 – The dependence of the angle of the phase front inclination on the lens 
curvature, focal length and size of the antenna aperture α(XB, YB, s), s = 0,01  
        for various sizes of the YВ lens aperture (according to expression 4) 

 

Рис. 3 – Зависимость угла наклона фазового фронта от размера апертуры 
антенны и кривизны эллипса краев, фокусного расстояния α(XB, YB, s),  
YВ = 0,5 м при различных значениях кривизны эллипса краев s (по выра- 
                                                         жению 4) 

Fig. 3 – Dependence of the angle of the phase front inclination on the antenna 
aperture size and the curvature of the ellipse of the edges, the focal length α(XB, 
YB, s), YВ = 0,5 m for various values of the ellipse curvature of edges s (accor- 
                                               ding to expression 4) 
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Рис. 4 – Зависимость расстояния от облучателя до главной оптической 
оси от радиуса и кривизны линзы, фокусного расстояния α(YB, a, s),  
 s = 0,01, при различных размерах апертуры линзы YВ (по выражению 5) 

Fig. 4 – Dependence of the distance from the irradiator to the main optical  
axis on the radius and curvature of the lens, focal length, s = 0,01, for various sizes  
                      of the lens aperture YВ (according to expression 5) 

 

Рис. 5 – Зависимость расстояния от облучателя до главной оптической 
оси от радиуса и кривизны линзы, фокусного расстояния α(YB, a, s),  
YВ = 0,5 м, при различных значениях кривизны эллипса краев s (по выра- 
                                                       жению 5) 

Fig. 5 – Dependence of the distance from the irradiator to the main optical ax-
is on the radius and curvature of the lens, focal length α(YB, a, s), YВ = 0,5 m, 
for various values of the ellipse curvature of edges s (according to expression 5) 
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Кривизна эллипса краев при одинаковых углах наклона фазового фронта с 
увеличением диаметра линзы возрастает. С увеличением углов наклона фазового 
фронта кривизна эллипса равных краев при равных размерах апертуры антенны 
крайне убывает.  

Кривизна эллипса краев при одинаковых углах наклона фазового фронта или 
при одинаковых размерах апертуры антенны с увеличением фокусного расстоя-
ния и размера апертуры линзы возрастает.  

3. Условия реализуемости бифокального линзового коллиматора 

Полученные зависимости позволяют определить взаимную зависимость пара-
метров, задаваемых в начале вычислений поверхности линзы.  

Исходными параметрами, при проектировании линзового коллиматора явля-
ются: BY  – координата вершины линзы (определяется размером апертуры иссле-

дуемой антенны); а – расстояние от главной оптической оси до точки фокуса 
(определяется требуемым диапазоном перемещения облучателя); BX  – фокусное 

расстояние (определяется размером радиобезэховой камеры). Свободными пара-
метрами остаются   – угол наклона фазового фронта в раскрыве линзового кол-
лиматора и s  – параметр, определяющий кривизну. Они выбираются такими, 
чтобы выполнялись равенства (5) и (6).  

Из геометрии линзы (рис. 1) следует ряд условий, накладываемых на исходные 
параметры и определяющих физическую реализуемость линзы [171]. 

Это означает, что координата вершины линзы (x = XВ), а также координаты то-

чек освещенной и теневой поверхности (x1N и x2N соответственно) должны быть 
расположены между координатой облучателя (x = 0) и координатой исследуемой 
антенны (x = с). 
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
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

   

  
  

 (8) 

Точки освещенной и теневой поверхности также должны находиться в указан-
ном диапазоне. Кроме того, как уже говорилось ранее, точки освещенной поверх-
ности должны быть расположены по одну сторону от кривой эллипса равных кра-
ев ( сtg )a  , а точки теневой поверхности – по другую [10]. Координаты точек, 

освещенной и теневой поверхности (y1N и y2N соответственно) должны быть рас-

положены между координатами вершин линзы (y = YВ и y = –YВ). 
Из уравнения эллипса равных краев следует, что должно выполняться нера-

венство 

2 2 2

2

ctg
0.

cos
Вa X 



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Это неравенство выполняется в случае, если 

2 2 2ctg 0.Вa X    

Отсюда 

 ctg ctgВa X a     . (9) 

Длины лучей физически реализуемой линзы не могут быть отрицательными. 
Отсюда следует ряд условий, определяющих начальные параметры бифокального 
линзового коллиматора. 

Длину луча, проходящего из точки фокуса О1 (0;a) через верхний край линзы с 

координатами (XВ; YВ), можно найти по выражению 

  22
1 1 .В ВO A X Y а    (10) 

Длину другого луча, от края линзы с координатами (XВ; YВ) до точки, лежащей 
на поверхности фазового фронта (см. рис. 1), P1, можно найти по выражению 

  1 1 tg cos .В ВA P с X Y       (11) 

Длина этого луча всегда будет положительна. 
Отсюда 

 cos ,B ВX с Y      если   cos 0 ; , ,
2 2

n n
n Z

          
  

  (12) 

 cos ,B ВX с Y      если    
3

cos 0 ; , .
2 2

n n
n Z

         
  

  (13) 

Длина луча CG определяется из геометрии линзы: 

2 1
1 2

2

1

( , ) 0.

1

x
CG x

a

n


  

 
   

 

Отсюда следует, что 

 1 1 .n a n     (14) 

Выражения, описывающие лучи GP4, EP2 и НP5, записывают исходя из того, 
что фазовый фронт должен быть перпендикулярен лучам: 

4 2 2 2 2( , ) cos ( ) sin( ) 0;GP x y c x y       

2 2 2cos ( ) sin( ) ;EP c x y      

   5 2 2 2 2, cos sin( ) .HP x y c x y         

Отсюда следующее ограничение: 

2 2tg( ) .Nc x y    
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Так как y2N лежит в пределах от  –YВ до YВ, следовательно, 

 

2

2

tg( ) ,    если  tg 0 ; , ;
2

tg( ) ,    если  tg 0 ; , .
2

B

B

c x Y n n n Z

c x Y n n n Z

                
  


                   

  (15) 

Заключение 

Определены неравенства, устанавливающие условия реализуемости бифо-
кального линзового коллиматора. Записан ряд ограничений (8) – (15) на началь-
ные параметры бифокальной линзовой антенны (фокусное расстояние, расстояние 
от облучателя до главной оптической оси, угол наклона фазового фронта). 

Выполнение неравенств является необходимым условием физической реали-
зуемости бифокального линзового коллиматора. 
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NECESSARY CONDITIONS OF PHYSICAL REALIZABILITY  
OF THE BIFOCAL LENS COLLIMATOR  

Stepanov M.A., Nikulina Yu.S. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
The conditions of physical realizability of one of the varieties of aplanitic lens collimators,  

a bifocal lens collimator, which has two points of perfect focus and do not lie on the main optical 
axis, are considered. Based on the relationship of the parameters specified during the design of the 
bifocal lens collimator (aperture size, thickness, focal length, distance from the main optical axis 
to the focal point, tilt of the phase front in the aperture), conditions that are necessary for the syn-
thesis of a physically feasible collimator are formulated. The solution of this problem is based on 
the properties of an ellipse of equal edges and the geometry of a bifocal lens collimator. The 
graphic dependencies of the obtained expressions are given and analyzed. Based on this analysis, 
the mutual dependence of the parameters specified at the beginning of the calculation of the lens 
surface is determined. Systems of inequalities that establish the conditions for the realizability of 
a bifocal lens collimator are written. A number of restrictions on the initial parameters of the bifo-
cal lens collimator are recorded. The fulfillment of the inequalities obtained in the article is a 
necessary condition for the physical realizability of the bifocal lens collimator. 

Keywords: bifocal lens collimator, ellipse of equal edges, physical realizability. 
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