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АНАЛИЗ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ В 
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНЫХ МЭМС СО СМЕЩЕНИЕМ ЭЛЕКТРОДОВ 

Д.И. Остертак, К.Г. Пельменев 
Новосибирский государственный технический университет 

 
При разработке электростатических микроэлектромеханических систем (МЭМС) возни-

кает необходимость в определении электрической емкости и электростатических сил, дей-
ствующих между различными частями конструкции. Обычно для этого используются анали-
тические выражения, не учитывающие влияние краевых эффектов, либо численные методы, 
которые их учитывают, но требуют больших затрат времени и мощной компьютерной техни-
ки, что значительно усложняет дальнейшую оптимизацию МЭМС, где желательно иметь 
быстрые и наглядные методы расчета. Поэтому аналитические выражения, позволяющие 
оценивать емкости и силы с достаточной для практических применений точностью, пред-
ставляют большой интерес. В данной работе представлены результаты экспериментальных и 
теоретических исследований электростатических взаимодействий в МЭМС с плоскопарал-
лельными электродами в 2D-приближении, с учетом относительного смещения электродов. 
Методом конечных элементов рассчитаны зависимости емкости и силы от величины меж-
электродного зазора, толщины электродов и их относительного смещения (изменения площа-
ди перекрытия электродов), на основе чего получены аппроксимационные формулы для рас-
чета емкости и тангенциальной составляющей электростатической силы с учетом краевых 
эффектов. Показано хорошее совпадение экспериментальных и теоретических результатов, 
оценены пределы применимости полученных формул. 
 

Ключевые слова: МЭМС, плоскопараллельный конденсатор, электрическая емкость, 
электростатическая сила, краевые эффекты, метод конечных элементов, аппроксимацион-
ные формулы. 
 

DOI: 10.17212/1727-2769-2018-1-7-21 

Введение 

При разработке и проектировании электростатических микроэлектромехани-
ческих систем (МЭМС) возникает необходимость в определении электрической 
емкости и электростатических сил, действующих между различными частями 
конструкции с отличающимися потенциалами. Как правило, для этого использу-
ется классическая формула емкости идеального плоского конденсатора (ИПК), не 
учитывающая, однако, влияние краевых эффектов, которое значительно усилива-
ется с увеличением расстояния между электродами. 

Использование численных расчетов, таких как метод конечных (МКЭ) или 
граничных (МГЭ) элементов, позволяет рассчитать емкости и силы в МЭМС с 
учетом краевых эффектов. Подобные методы, однако, требуют больших времен-
ных затрат и мощной компьютерной техники, что значительно усложняет даль-
нейшее проектирование и оптимизацию МЭМС, где желательно иметь быстрые и 
наглядные методы расчета. Особый интерес представляют аналитические выра-
                                                           

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования и 
науки РФ в рамках базовой части государственного задания, шифр проекта 8.6847.2017/БЧ, 
тема проекта «Разработка теоретических основ построения измерительного оборудования 
для телекоммуникационных систем, содержащего мощные СВЧ аттенюаторы, полосовые 
фильтры с заданными частотами режекции и микрополосковые печатные антенны». 
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жения, позволяющие рассчитывать емкости и силы с достаточной для практиче-
ских применений точностью. 

Существуют аналитические выражения для расчета емкостей и электростати-
ческих сил с учетом краевых эффектов [1–14], однако большинство из них подхо-
дит лишь для случая несмещенных плоскопараллельных электродов, когда пло-
щадь перекрытия электродов максимальна и равна площади каждого из электро-
дов. В [7–9, 12, 14] имеются выражения для оценки электростатических взаимо-
действий в зависимости от площади перекрытия электродов, которые, однако, не 
учитывают влияние краевых эффектов, связанных с конечной (ненулевой) толщи-
ной электродов. С практической точки зрения большой интерес представляют 
аналитические выражения, которые бы учитывали конечную толщину электродов 
в случае со смещением электродов относительно друг друга (изменением площа-
ди перекрытия электродов). 

В данной работе проводится экспериментальное и теоретическое исследование 
зависимостей электрической емкости и латеральной (тангенциальной) составля-
ющей электростатической силы в МЭМС с плоскопараллельной двухэлектродной 
структурой от геометрических параметров электродов: межэлектродного зазора, 
толщины электродов и их относительного смещения (изменения площади пере-
крытия электродов) в 2D-приближении, предлагаются соответствующие аппрок-
симационные формулы, полученные на основе рассчитанных данных. 

1. Методика эксперимента 

На рис. 1 приведено схематическое изображение конструкции двухэлектрод-
ного плоскопараллельного конденсатора, которая использовалась для измерения и 

расчета емкости системы в зависимости от 
относительного смещения x  при различных 
межэлектродных зазорах d . 

Данная конструкция представляла собой 
два прямоугольных алюминиевых электрода с 
одинаковой длиной 98,58a   мм, шириной 

26,92b   мм и толщиной 1, 2h   мм, меж-

электродный зазор величиной d  был запол-
нен воздухом. Электроды закреплялись на 
штативах измерительного прибора ИЗА-2, что 
позволяло устанавливать зазор d  с точностью 
0,5 мкм, а величину относительного смещения 
электродов x  – с точностью 0,25 мм. 

Для измерения емкости использовался 
цифровой LCR измеритель E7-8, позволяющий 
измерять значения от 0,01 пФ до 100 мкФ  

с погрешностью ±2,5 %. Паразитная емкость между электродами составляла от 1,5 
до 3,6 пФ, которая в дальнейшем вычиталась из экспериментальных данных. 

2. Методика расчета 

Расчет проводился с использованием метода конечных элементов (МКЭ) в 
программном пакете ANSYS. Были рассчитаны зависимости емкости и электро-
статической силы от величины относительного смещения x  подвижного электро-
да при различных соотношениях толщины электродов h  и межэлектродного зазо-
ра d , а также ширины электродов b  и зазора d . Для 2D-расчета было принято, 

b

x d

h
a

Рис. 1 – Конструкция переменного
конденсатора, используемая для из-
        мерения и расчета емкости 

Fig. 1 – Variable capacitor structure
used for measurements and modeling 
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что длина электродов a  много больше их ширины b  (бесконечно длинные элек-
троды). Использовалась адаптивная методика разбиения на конечные элементы, 
т. е. в областях с резким пространственным изменением электрического поля 
плотность сетки была значительно выше, чем в остальных областях. В качестве 
окружающей среды был использован воздух. Рассматривался случай постоянного 
напряжения на электродах, в качестве граничных условий полагалось, что потен-
циал одного из электродов был 1 В, а другого – 0 В. 

3. Результаты расчетов и эксперимента 

На рис. 2 представлены зависимости емкости от нормированного смещения 
электродов x b , полученные для различных соотношений b d . Белыми маркера-

ми обозначены экспериментальные результаты, черной сплошной линией – расчет 
МКЭ. Согласно рис. 2 зависимость, рассчитанная в рамках МКЭ, в диапазоне 
0 0,8x b   расходится с экспериментом не более чем на 5 %, что может быть 

связано с погрешностью измерений и паразитными эффектами и вполне приемле-
мо для практических применений. 

 

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
1

10

 b/d = 1

b/d = 2

b/d = 5

b/d = 10

b/d = 20

C
, п
Ф

/p
F

x/b  

Рис. 2 – Зависимости емкости C от нормированного смещения  
электродов x/b 

Fig. 2 – Dependences of the capacitance C on the  normalized  
electrode offset x/b 

4. Анализ расчета электрической емкости 

При проектировании МЭМС наиболее удобным является использование ана-
литических выражений. Для расчета зависимости емкости плоскопараллельного 
конденсатора в общем случае применяется формула на основе модели ИПК: 

 0 0(1 ) ( )xC C x b a b x d     , (1) 

где 0 0С ab d   – емкость ИПК; 0  – электрическая постоянная;   – диэлек-

трическая проницаемость среды между электродами; a , b  и d  – длина, ширина 
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электрода и межэлектродный зазор, соответственно; x  – величина смещения 
электродов относительно друг друга (см. рис. 1). 

Однако согласно результатам расчетов в рамках МКЭ, оценки емкости, по-
лученные с использованием модели ИПК, могут иметь значительную погреш-
ность, которая неуклонно растет с увеличением межэлектродного зазора d , 
смещения x  и толщины h . Различие между значениями емкости, полученными 
МКЭ и с помощью формулы ИПК, можно видеть на рис. 3, где представлены 
зависимости емкости от нормированного смещения x b  при различных отно-

шениях h b  и b d , линии с маркерами – расчет МКЭ, штриховые линии – рас-

чет по модели ИПК. 
Для более точной оценки емкости требуется аналитическое выражение, кото-

рое бы учитывало влияние краевых эффектов при различных соотношениях тол-
щины и ширины электродов h b , межэлектродного зазора и ширины электродов 

d b  для различных величин x b . Сначала рассмотрим влияние краевых эффек-

тов в системе при отсутствии смещения ( 0x b  ). В литературе имеется выраже-

ние для оценки емкости с учетом толщины электродов, основанное на модифика-
ции формулы Пальмера–Янга [4, 11] 

 1,04 1,16
0 1

3
1 1 ln (2 ) ln

4Pal
d b

C С
b d

  


                  
, (2) 

где 21 2 2 ( )h d h d h d     , 0,449
1 1,268 1 0,2( / )h b     . Погрешность 

расчетов с применением (2) составляет менее 1,3 % при условиях 1d b   и 

1h b  . Если произвести некоторую оптимизацию выражения (2), то его можно 

представить в виде 

 1,08 1,376
0 21 1 ln (2 ) 0,68 lnph

d b
C C

b d
  



                  
, (3) 

где 0,056
2 0,39 ( / ) 0,59b d      – коэффициент для учета соотношения b d . 

Анализ показывает, что погрешность расчетов с использованием (3) при 
1d b   и 1h b   составляет менее 0,55 % (относительно численных расчетов), 

что вполне достаточно для практических применений. 
Для оценки изменения емкости при смещении электродов x  в [7, 8] имеется 

аналитическое выражение для случая с нулевой толщиной электродов 

 0
1

1 1 ln 2 1 1 expOffs
d b x d b x

C C
b d b b d b

 


                         
           

,  (4) 

где 0,54031,0366 2,2275 1 2,3467 ( / )b d       .  Данное выражение позволяет 

аппроксимировать значения, полученные МКЭ, в диапазоне 0 1 x b   с по-

грешностью не более 10 % для отношения 1d b  . 
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Рис. 3 – Зависимости емкости C от нормированного смещения элек- 
                                      тродов x/b, рассчитанные:  
а – для различных отношений h/b при неизменном d/b; б – для различных  
                                       отношений b/d при неизменном h/b 

Fig. 3 – Dependences of the capacitance C on the normalized electrode  
                                      offset x/b calculated: 
a – for different h/b ratios at a fixed d/b; b – for different b/d ratios at a fixed h/b 

Точность расчетов c помощью (4) можно дополнительно повысить, если  
модифицировать его следующим образом: 
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 3 4
3

1
C 1 1 0,455 1 expof ph

x x
C

b b
 



                  
       

, (5) 

где 0,764
3 1, 418 1,116 ( / ) 0,008b d      , 0,65

4 2,35( / ) 1,192b d   . 

Анализ показывает, что погрешность расчетов с использованием (5) при 
1d b   и 0 1 x b   составляет менее 3 %, а при 1d b   и 0 0,85 x b   со-

ставляет менее 1 % (относительно численных расчетов). Однако выражение (5) не 
позволяет с высокой точностью оценить емкость при смещении электродов, име-
ющих конечную толщину. Как можно видеть из рис. 3, а, увеличение толщины 
электродов ведет к увеличению емкости за счет роста вклада краевых эффектов. 
Чтобы повысить точность расчетов с использованием (5) для электродов с конеч-
ной толщиной, (5) можно модифицировать путем добавления поправки, содержа-
щей отношение h b : 

 0 1 expofh of
x

C C a
d b b


  


          

, (6) 

где 0,3388 (1,1 )b h   , 0,122 (2, 27 )b h   , 0,3352,237 0,125 ( )h b     . 

На рис. 4 представлены зависимости нормированной емкости 0С С  от норми-

рованного смещения x b , полученные при различных отношениях d b  и h b  на 

основе данных расчета МКЭ (маркеры) и с использованием выражения (6) (ли-
нии). Анализ показывает, что выражение (6) позволяет рассчитать емкость с по-
грешностью при 1d b   и 1h b   не более 3 % в диапазоне 0 0,8x b   и не 

более 8 % в диапазоне 0,8 1x b  . 

5. Анализ расчета электростатических сил 

При приложении между электродами электрического напряжения V возникает 
электростатическая сила притяжения, стремящаяся уменьшить расстояние между 
электродами: нормальная составляющая электростатической силы стремится 
уменьшить межэлектродный зазор d , а латеральная составляющая электростати-
ческой силы стремится увеличить площадь перекрытия между электродами 
(уменьшить величину x ). В рамках модели ИПК формулы для расчета нормаль-
ной и латеральной (тангенциальной) составляющих электростатических сил при 
постоянном напряжении имеют вид: 

 
0

2
0

2
;

2

V
y

abV
F

d

 
   (7) 

 
0

2
0 .

2
V
x

aV
F

d

 
    (8) 

Согласно выражениям (7) и (8) в рамках модели ИПК при смещении подвиж-
ного электрода (уменьшении площади перекрытия электродов) нормальная  
составляющая электростатической силы будет линейно уменьшаться из-за 
уменьшения b , тогда как латеральная составляющая останется неизменной. Од-
нако, как показывает анализ расчетов МКЭ, влияние краевых эффектов необ-
ходимо учитывать не только при оценке электрической емкости, но и при оценке  
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Рис. 4 – Зависимости нормированной емкости C/C0 от норми-
рованного смещения x/b при различных отношениях d/b и h/b:  
а – d/b = 1; б – d/b = 0,1; в – d/b = 0,01 (маркеры – расчет МКЭ, линии –  
                                         расчет с использованием (6)) 

Fig. 4 – Dependences of thef normalized capacitance C/C0 on the 
normalized interelectrode offset x/b with different ratios of d/b  
                                                   and h/b:  
a – d/b = 1; b – d/b = 0,1; c – d/b = 0,01 (symbols are FEM calculations,  
                             lines are calculations using equation (6)) 
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электростатических сил. На рис. 5 приведены зависимости тангенциальной со-
ставляющей электростатической силы от отношения x b , рассчитанные при по-

стоянном напряжении, линии с маркерами – расчет МКЭ, сплошные серые линии – 
расчет по модели ИПК. Так же, как и в случае с электрической емкостью, значе-
ния сил, рассчитанные с использованием модели ИПК, с ростом отношения d b  

все сильнее расходятся с результатами численного расчета. 
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Рис. 5 – Зависимости тангенциальной составляющей электро-
статической силы от нормированного смещения электродов x/b  
                                           рассчитанные:  
а – для различных отношений h/b при неизменном d/b; б – для  
                    различных отношений d/b при неизменном h/b 

Fig. 5 – Dependences of the tangential component of the electro- 
     static force on normalized electrode offset x/b calculated:  
a – for different h/b ratios at a fixed d/b; b – for different d/b ratios at  
                                                     a fixed h/b 
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В литературе [7, 9] имеются выражения для оценки электростатических сил с 
учетом краевых эффектов при смещении подвижного электрода. В частности для 
тангенциальной компоненты силы 

 
2

1 exp
2
phV

x

C V b x
F

b d b

         

,  (9) 

где 0,54031,0366 2,2275 1 2,3467 ( / )b d       . 

Сравнение оценок, выполненных с использованием выражения (9) с результа-
тами расчета МКЭ, показывает, что данное выражение при значениях 1d b   

имеет погрешность не более 5 % в диапазоне 0,1 0,8x b   и не более 10 % в 

диапазоне 0,02 0,9x b  , однако оценка применима только для электродов с 

нулевой толщиной, поскольку не учитывает вклада краевых эффектов за счет ко-
нечной толщины электродов. 

Получить выражение для оценки тангенциальной составляющей электроста-
тической силы, учитывающее краевые эффекты при изменении параметров d , h , 
и x , возможно на основе выражения (6) путем дифференцирования выражения 
для потенциальной энергии E  по смещению x : 

 
2

2
ofhV

x

CE V
F

x x


   

 
. (10) 

Анализ показывает, что погрешность расчета в данном случае, относительно 
МКЭ, составляет не более 5 % в диапазоне 0,1 0,8x b   при значениях 1d b  , 

0h b  , и не более 10 % в диапазоне 0,1 0,9x b   при значениях 0,1d b  , 

1h b  . Следует отметить, что погрешность расчета в интервале 0 0,2x b   

существенно возрастает, что сужает общий диапазон применимости (10). 
В качестве альтернативного решения задачи аппроксимации данных расчета 

МКЭ предлагается модификация выражения (9) с заменой функции 1 exp( )x  

функцией arctg( )x : 
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x x
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F F

d b x b
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где 

2

1,392

1715 3 ( ) 26
300exp ( /1,4 ) 0,7 989

2,14 ( ) 0,038

b d
b d b d

h b b d


       
 

. 

На рис. 6 показаны зависимости нормированных значений V
xF  от нормиро-

ванного смещения x b , аппроксимированные выражениями (9), (10), (11) для 

случая с электродами нулевой толщины ( 0h b  ). Из рис. 6 видно, что формула 

(11) (сплошная линия) наиболее точно описывает результаты расчетов тангенци-
альной составляющей электростатической силы МКЭ. 

Как было отмечено ранее, выражение (9) не применимо для описания системы 
с электродами конечной толщины, поэтому в дальнейшем анализе оно не участву-
ет. На рис. 7 для сравнения приведены графики зависимости погрешности (отно-
сительно расчетов МКЭ) значений тангенциальной составляющей электростати-
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ческой силы, аппроксимированных выражениями (10) и (11), от нормированного 
смещения x b  (черные маркеры – формула (11), белые – формула (10)). Анализ 

показывает, что погрешность расчета с использованием (11) составляет не более 
5 % в диапазоне 0,05 0,85x b   при значениях 0,5d b  , 1h b  , что является 

более точным результатом по сравнению с выражением (10). 
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Рис. 6 – Зависимости нормированных значений тангенциаль-
ной электростатической силы при постоянном напряжении от 
нормированного смещения x/b при различных отношениях d/b 
для h/b → 0 (маркеры – расчет МКЭ; штриховая линия – расчет 
по формуле (9), серая штриховая линия – расчет по формуле (10),  
                        сплошная – расчет по формуле (11)) 

Fig. 6 – Dependences of normalized tangential term of the electro-
static force on the normalized electrode offset x/b with different ra-
tios of d/b in case of h/b → 0 (symbols are FEM data points; dash 
line is calculation of the equation (9); gray dash line is calculation  
of the equation (10); straight line is calculation of the equation (11)) 

Взяв за основу (11), можно также получить выражение для электрической ем-

кости путем интегрирования силы V
xF  по величине смещения x : 

 02

2 V
Fx x phC F dx C a

V
     ,    (12) 

где 0,113( ) (0,4 9)b d b d    – корректирующий коэффициент для снижения 

погрешности (относительно МКЭ) в диапазоне 0 1x b  . 

На рис. 8 для сравнения приведены графики зависимости погрешности значе-
ний емкости, аппроксимированных выражениями (6) и (12), от нормированного 
смещения x b . Как можно видеть, выражение (12), полученное на основе форму-

лы для аппроксимации электростатической силы (11), имеет относительно мень-
шие погрешности: не более 2 % при 1d b   и 1h b   в диапазоне 0 1x b  . 
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Рис. 7 – Графики отклонения (в процентах) аппроксимированных значений тангенци-
альной составляющей электростатической силы от значений МКЭ при различных  
      отношениях d/b и h/b (черные маркеры – формула (11), белые – формула (10)): 

а – d/b = 1; б – d/b = 0,5; в – d/b = 0,1; г – d/b = 0,01 

Fig. 7 – Deviation  plots (in per cent) of approximated  values of lateral electrostatic force 
from FEM values with different ratios of d/b and h/b (black symbols – equation (11), white  
                                                      symbols – equation (10)):  

a – d/b = 1; b – d/b = 0,5; c – d/b = 0,1; d – d/b = 0,01 

Заключение 

В работе приведены результаты теоретических исследований электрической 
емкости и электростатических сил в системе со смещающимися плоскопарал-
лельными электродами в 2D-приближении. Также представлены данные экспери-
мента по измерению зависимости емкости от величины относительного смещения 
электродов при различных величинах межэлектродного зазора. Показано, что за 
счет вклада краевых эффектов значения емкости при смещении электродов суще-
ственно отличаются от значений, рассчитываемых по формуле ИПК, когда уже при 

1x b   значения емкостей равны нулю. 

Методом конечных элементов были рассчитаны зависимости емкости и элек-
тростатических сил от величины межэлектродного зазора, толщины электродов и 
их относительного смещения с учетом краевых эффектов. Выполнено сравне-
ние теоретических и экспериментальных результатов, показано, что зависимость,  
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Рис. 8 – Графики отклонения (в процентах) аппроксимированных значений электриче-
ской емкости от значений МКЭ при различных отношениях d/b и h/b (черные маркеры –  
                                          формула (12), белые – формула (6)): 

а – d/b = 1; б – d/b = 0,1; в – d/b = 0,01 

Fig. 8 – Deviation plots (in per cent) of approximated values of capacitance from FEM  
values with  various  ratios of d/b and h/b (black symbols – equation (12), white symbols –  
                                                            equation (6)): 

a – d/b = 1; b – d/b = 0,1; c – d/b = 0,01 

рассчитанная в рамках МКЭ, в диапазоне 0 0,8x b   расходится с эксперимен-

том не более чем на 5 %. 
Получены аппроксимационные формулы для расчета емкости и тангенци-

альной составляющей электростатической силы с учетом краевых эффектов. 
Произведена оценка пределов применимости полученных формул, учитываю-
щих краевые эффекты в двумерном приближении. Данные формулы позволяют 
рассчитывать электрическую емкость при 1d b  , 1h b   и 0 1x b    

с погрешностью менее 2 %, а тангенциальную электростатическую силу  
при постоянном напряжении – с погрешностью не более 5 % в диапазоне 
0,05 0,85x b   при значениях 0,5d b   и 1h b  , что вполне достаточно для 

практических применений. 
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AN ANALYSIS OF ELECTROSTATIC  
INTERACTIONS IN PARALLEL-PLATE MEMS  

WITH AN ELECTRODE OFFSET 

Ostertak D.I., Pelmenev K.G. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
During the design process of electrostatic microelectromechanical systems (MEMS) it is ne-

cessary to evaluate electric capacitance and electrostatic forces acting between different elements 
of the structure. These parameters are usually evaluated using analytical expressions that do not 
take into account fringing field effects or using numerical computations that take into account 
these effects, but require a lot of time and powerful computers hampering further MEMS optimi-
zation, where it is essential to have fast and evident calculation methods. Therefore analytical 
expressions making it possible to evaluate capacitances and electrostatic forces with a sufficient 
for practical application accuracy are very attractive. This work is devoted to the experimental 
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and theoretical study of electrostatic interactions in parallel-plate MEMS within the 2D-approach 
with a relative electrode offset. Dependences of capacitance and electrostatic force on the inte-
relectrode gap, electrode thickness, and electrode offset are calculated using the finite element 
method. On the basis of the calculation approximation formulas to calculate capacitance and the 
tangential component of the electrostatic force taking into account fringing field effects have been 
obtained. A comparison between experimental and theoretical results demonstrates good agree-
ment. Applicability limits of the obtained formulas are estimated. 

 

Keywords: MEMS, parallel-plate capacitor, capacitance, electrostatic forces, fringing field ef-
fects, finite element method, approximation formulas. 
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В последнее время возрос интерес к исследованию микроструй, что связано с широкой 

перспективой использования микроструй в практических приложениях химической и аэро-
космической промышленности. В отличие от хорошо изученных макроструй эксперимен-
тальных и расчетных данных по структуре микротечений недостаточно. Данная работа 
представляет результаты численного моделирования истечения сверхзвуковых недорасши-
ренных микроструй в затопленное пространство. Условия в затопленной области соответ-
ствуют стандартной атмосфере на нулевой высоте. Численное моделирование истечения 
сверхзвуковых струй из микросопел выполнено с помощью академической версии коммер-
ческого пакета ANSYS. Стационарные уравнения Навье–Стокса, осредненные по Рейноль-
дсу, решались для ламинарного режима истечения и турбулентного с моделью турбулент-
ности k–ω SST. В работе представлены результаты, полученные для диаметров сопел 2 – 
44.3 мкм, степеней нерасчетности n = 1.5 – 4. Показано влияние нерасчетности на ударно-
волновую структуру сверхзвукового участка струи, истекающей из сопла диаметром  
16.1 мкм для ламинарного режима истечения, а также распределение параметров вдоль оси 
струи для ламинарного и турбулентного режимов истечения. Представлены основные па-
раметры струи: размеры бочек и дальнобойность струй в широком диапазоне степеней 
нерасчетности и диаметров сопел осесимметричных сверхзвуковых недорасширенных 
струй. Проведено их сопоставление с известными обобщающими зависимостями для мак-
роструй. 

 

Ключевые слова: сверхзвуковые микроструи, степень нерасчетности, газодинамическая 
структура струи, ламинарный и турбулентный режимы течения, модель турбулентности, 
дальнобойность, длина бочки, численное моделирование, уравнения Навье–Стокса. 
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Введение 

Область газовой динамики, изучающая процессы истечения, интенсивно раз-
вивалась с 50-х годов прошлого столетия, что было обусловлено необходимостью 
решения насущных задач, возникающих при разработке реактивных летательных 
аппаратов. Постепенно область практических приложений расширялась, включая 
разработку разнообразных струйных технологических процессов и газоструйных 
аппаратов. Результаты экспериментальных и численных исследований макро-
струй нашли отражение в огромном числе публикаций, монографий и обзоров, 
например [1–5]. 

В последнее время возрос интерес к исследованию микроструй, что связано с 
потенциальной возможностью их использования в различных процессах, таких, 
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как охлаждение на микроуровне, струйное горение, производство нанопорошков, 
создание новых материалов, отличающихся необычными свойствами. Микро-
струи применяются при смешении газов и защиты поверхностей от воздействия 
химически агрессивной или высокотемпературной среды. Они могут быть ис-
пользованы в аэрокосмической отрасли для подавления шума струй реактивных 
двигателей или в реактивных системах ориентации микроспутников. 

Таким образом, широкая перспектива использования микроструй в практиче-
ских приложениях химической и аэрокосмической промышленности создает 
предпосылки к углубленному исследованию процессов истечения до- и сверхзву-
ковых струй при различных режимах. Как и макроструи, микроструи могут иметь 
дозвуковую, сверхзуковую и звуковую скорость истечения из сопла. Простран-
ство, в которое истекает струя, может быть покоящимся или движущимся со ско-
ростью. Возможны различные режимы истечения. Все это определяет особенно-
сти струи, которые описывают с использованием характеристических линейных 
масштабов в продольном и поперечном по отношению к оси струи направлениям. 

Экспериментальное исследование структуры сверхзвуковой осесимметричной 
микроструи представлено в работе [6]. Результаты экспериментального исследо-
вания устойчивости и ламинарно-турбулентного перехода в плоской дозвуковой 
гелиевой микроструе, истекающей в атмосферу, представлены в [7]. Развитие ста-
ционарных возмущений в недорасширенных осесимметричных и двумерных мик-
роструях описано в работе [8]. 

Целью настоящей работы является определение основных газодинамических 
параметров осесимметричных недорасширенных микроструй струй воздуха: раз-
мера первой бочки струи, среднего размера бочек, длины сверхзвукового участка 
и установление особенностей течения при различных режимах: ламинарном и 
турбулентном. 

1. Постановка задачи 

Настоящая работа посвящена численному исследованию истечения осесим-
метричных недорасширенных струй в затопленное пространство. 

Постановка задачи для численного моделирования соответствует схеме экспе-
риментов, представленной в работе [9]. Все эксперименты были проведены с ис-
пользованием азота и воздуха в качестве рабочего газа. Газ под давлением пода-
ется в форкамеру, после чего поступает в сопловой тракт и истекает в атмосферу 
при комнатной температуре. В экспериментах [9] рассматривалось истечение 
азота и воздуха из круглых звуковых сопел с острой кромкой в диапазоне диа-
метров от 10.4 до 340 мкм и была проанализирована их газодинамическая 
структура. Дозвуковая часть сопел представляла собой коническое сужение с 
начального диаметра 4 мм под углом 47°. 

Струи, истекающие из осесимметричных сопел, исследовались в рамках чис-
ленного решения задачи в постановке, соответствующей постановке эксперимен-
тов. При численном моделировании рассматривался сопловой тракт и область, в 
которую происходило истечение. Расчеты проведены для диаметров сопел: 44.3; 
34.8; 21.4; 16.1; 10.4; 5.2; 2 мкм. Условия в затопленной области соответствуют 
стандартной атмосфере на нулевой высоте, температура комнатная, нерасчетность 
для каждого диаметра: 1.5; 1.7; 2; 2.5; 3; 3.5; 4n  . 

На рис. 1 приведен пример двумерной расчетной сетки, построенной с по-
мощью сеточного генератора ICEM CFD. Рассматривается половина расчетной  
области. 
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Рис. 1 – Разностная сетка: 
 а – общий вид области; б – фрагмент области 

Fig. 1. Mesh: 
a – a general view; b – part of the calculation domain 

На рис. 1, а приведен общий вид области, фрагмент сетки вблизи среза сопла 
представлен на рис. 1, б. Сетка построена со сгущением в поперечном направле-
нии в области среза сопла и в продольном направлении в струе. Строились сетки с 
различными габаритами области, в которую происходит истечение струи:  
от 50 диаметров струи (D) до 250D. Таким образом, с ростом нерасчетности ис-
пользовались более длинные расчетные области, для того, чтобы вся сверхзвуко-
вая часть струи полностью помещалась в расчетную область. Вертикальный раз-
мер, равный 5D, был выбран для того, чтобы внешняя граница расчетной области 
располагалась на достаточном удалении от струи. Прямоугольная сетка насчиты-
вала ~0.5 млн ячеек при продольных габаритах 50D, 100D и порядка ~ 1 млн ячеек 
при продольном размере 250D. 

Стационарные уравнения Навье–Стокса, осредненные по Рейнольдсу, реша-
лись как для ламинарного режима истечения, так и турбулентного с использова-
нием модели турбулентности k–ω SST. В рамках задачи использовались “density-
based” решатель (термин пакета Ansys Fluent, означающий определение поля дав-
ления из уравнения состояния), неявная схема второго порядка точности, расщеп-
ление конвективных потоков производилось с использованием схемы Рое. В каче-
стве граничных условий на левой границе расчетной области использовался тип 
“pressure-inlet” (рис. 2), т. е. задавались давление торможения 0P , статическое 

давление p  в диапазоне от 2.5 до 7.56 атм и температура торможения 

0 300 КT   . На стенках сопла ставилось граничное условие “wall” с условием 

прилипания и температурой стенки 300 КwT   . На выходной границе с помо-

щью условия “pressure outlet” задавалось атмосферное давление и 0 300 КT   . 

Нижняя граница расчетной области для плоской задачи являлась осью симметрии 
и на ней задавалось условие “axis”. 

 

 

Рис. 2 – Граничные условия:  
1 – pressure-inlet; 2 – wall; 3 – pressure-outlet; 4 – axis 

Fig. 2 – Boundary conditions:  
1 – is a pressure-inlet; 2 – is th ewall; 3 – is a‘pressure-outlet; 4 – is the axis 
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Параметры газа – воздуха были следующие: в качестве уравнения состояния 
задавалась опция “ideal gas”, теплоемкость pC  полагалась постоянной, теплопро-

водность определялась кинетической теорией, вязкость подчинялась закону  
Сазерленда. 

Численное моделирование истечения сверхзвуковых струй из микросопел бы-
ло выполнено с помощью академической версии коммерческого пакета ANSYS 
Fluent 18.0, который отличается широкими возможностями для моделирования 
сложных задач [10]. 

2. Результаты 

Структура течения 
Исследование основных газодинамических параметров осесимметричных 

недорасширенных микроструй струй воздуха, истекающих в затопленное про-
странство основывается на определении характеристических линейных масшта-
бов [11] для продольных (вдоль оси оx) и поперечных (вдоль оси оy) размеров 
сверхзвуковой струи. На рис. 3, а представлена схема течения недорасширенной 
струи из работы [12]. В такой струе можно выделить ядро струи с его волновой 
структурой и зону смешения. Зона смешения находится у границы струи, начиная 
от среза сопла; вниз по течению она расширяется и на достаточном удалении 
охватывает всю струю. При этом выделяют три участка.  

1. Начальный участок, течение в котором сильно зависит от числа Рейнольдса, 
диаметра сопла, особенностей течения в сопле, угла раскрытия сопла и т. д.  

 

 
Рис. 3 – Структура сверхзвуковой недорасширенной струи  
                                          при 2n  : 

cx  – расстояние до диска Маха; L – длина первой бочки; sL  – даль- 

                           нобойность струи; mr  – высота бочки 

Fig. 3 – Supersonic underexpanded jet structure at 2n  : 

cx  – is the  distance to the Mach disk; L – is the first shock cell length; sL  –  

                         is the supersonic length; mr  – is the cell hight 
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2. Переходный участок, для которого характерно смыкание слоев смешения и 
существенна турбулизация потока. 

3. Основной участок струи, для которого, начиная с некоторого момента, 
среднее течение становится автомодельным.  

Точка на оси струи, соответствующая расстоянию nx , где смыкается зона 

смешения, характеризует конец начального участка струи. На расстояния nx x  

вблизи оси струи сохраняются сверхзвуковые скорости, постепенно убывающие 
до скорости звука в некоторой точке на оси sx . Величина sx – длина сверхзвуко-

вого участка струи, называемая дальнобойностью. Oтрезок n sx x  представляет 

переходный участок струи. При sx x  начинается дозвуковой основной участок 

струи. Еще одной из характеристик сверхзвуковых недорасширенных струй явля-
ется средний размер бочек, представляющей собой средний размер второй,  
третьей и четвертой бочек струй.  

В целом, структура струи определяется тем, что в неизобарических струях из-
за нерасчетности истечения н( / 1an p p  , где ap  – давление в выходном сече-

нии сопла, нp  – давление в окружающем струю пространстве), газ имеет боль-

шую скорость в радиальном направлении, что приводит к сложному течению с 
областями расширения и сжатия, а также с ударными волнами сложной конфигу-
рации. При этом радиальная компонента скорости газа вблизи границы струи ока-
зывается переменной по длине струи и может несколько раз менять свое направ-
ление, пока под воздействием эффектов диссипации не станет пренебрежимо ма-
лой. Это приводит к тому, что на некотором расстоянии от среза сопла струи об-
разовывается последовательность характерных бочкообразных и приближенно 
подобных структур, очертания которых постепенно размываются под воздействи-
ем эффектов вязкости в нарастающем вдоль границы струи слое смешения, а так-
же под воздействием волновых потерь. 

При нерасчетности 2n   сверхзвуковая недорасширенная струя имеет бочко-
образную квазипериодическую структуру с присущей ей специфической систе-
мой ударных волн в первой бочке (рис. 3, схема снизу). Течение во второй и по-
следующих бочках, длины которых незначительно монотонно уменьшаются по 
сравнению с длиной первой бочки, характеризуется наличием регулярно взаимо-
действующих наклонных ударных волн. Точка пересечения этих волн расположе-
на на оси струи (рис. 3, схема сверху). Регулярно взаимодействующими наклон-
ными волнами определяется также конфигурация первой бочки при степенях не-
расчетности 2n  . 

В настоящей работе предметом исследования являлся сверхзвуковой участок 
струи: длины первых и средних бочек и дальнобойность, или длина сверхзвуково-
го участка. На рис. 4 показаны распределения чисел Маха в сверхзвуковых обла-
стях ламинарной струи с диаметром выходного сечения сопла 16.1D   мкм при 
различных степенях нерасчетности. Видно, что структура струи полностью соот-
ветствуют описанию выше. При степени нерасчетности 2n   появляется очень 
маленький диск Маха (рис. 4, б), который увеличивается с ростом степени нерас-
четности (рис. 4, в и г). Внутри сверхзвуковой струи за скачками уплотнения воз-
никают области дозвукового течения. На рис. 4, в и г это белые пятна без изоли-
ний вблизи оси струи. 

На рис. 5 показаны продольные распределения чисел Маха и давления тормо-
жения за прямым скачком уплотнения на сверхзвуковом участке для струи с диа-
метром выходного сечения сопла 16.1D   мкм при степени нерасчетности 2n  . 
В рассматриваемом диапазоне нерасчетностей, а также в зависимости от режима 
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истечения наблюдается образование структур, содержащих от 6 до 10 для турбу-
лентного режима, либо от 20 до 25 бочек для ламинарного. Как отмечалось выше, 
бочкообразная структура определяется эффектами вязкости в слое смешения и 
волновыми потерями. Из рисунка видно, что вблизи среза сопла структуры струй, 
рассчитанных в рамках ламинарной и турбулентной моделей, одинаковы, затем, в 
случае турбулентного истечения, струя сильно расширяется, эффекты диссипации 
в слое смешения более значительны, в результате чего бочек образуется меньше.  

 

а 

б 

в 

г 

Рис. 4 – Распределение числа Маха в сверхзвуковой  
              части струи диаметром 16.1 мкм:  

a – 1.7n  ; б – 2n  ; в – 2.5n  ; г – 4n   

Fig. 4 – Mach number distribution in the jet supersonic  
                   part of the diameter of 16.1 µm:  

a – 1.7n  ; b – 2n  ; c – 2.5n  ; d – 4n   
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На больших расстояниях от среза сопла (в основном участке) волновые процессы 
ослабевают, давление в струе выравнивается, и течение приобретает изобариче-
ский характер.  

 

а 

б 

Рис. 5 – Осевое распределение (а) числа Маха и (б) дав-
ления торможения за прямым скачком уплотнения для 
струи, истекающей из сопла диаметром 16.1 мкм для ла-
минарного (сплошная линия) и турбулентного (штрихо- 
               вая линия) режима истечения при n = 2 

Fig. 5. Parameter distributions along the jet axis with a nozzle 
diameter of 16.1 µm, n = 2 at laminar (solid line) and turbu-
lent (dashed line) flows: a – Mach number; b – total pressure  
                         behind a normal shock wave 

Из рис. 5 видно, что ламинарные струи значительно длиннее по сравнению с 
турбулентными. 

 

Размеры бочек и дальнобойность струй  
В работе длина первой бочки обозначается через L, длина средней бочки – sL , 

дальнобойность – cL . 

Длины первой бочки макроструи L определялись во многих расчетных и экс-
периментальных работах. Существуют различные формулы, например, в работе 
[12] приведена эмпирическая формула для определения этого параметра: 
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 1.72M ,a a
a

L
n

r
    (1) 

где Ma  – число Маха в выходном сечении сопла; ar  – диаметр сопла; a  – пока-

затель адиабаты.  
Более сложная формула, полученная на основе анализа размерностей в работе 

[13], учитывает угол полураскрытия сопла a : 

 *1.558L x , (2) 

 2* (1 M ( )) 1a a a
a

x
n f

r
    , (3) 

где ( ) cos( )a af    . 

Зависимость [14] обобщает данные, полученные при параметрических расче-
тах методом характеристик. 

На рис. 6–9 показаны дальнобойности струи и размеров бочек (первой и сред-
ней) в зависимости от нерасчетности струй, полученные в данной работе для мик-
роструй. Размеры первой бочки сопоставлены с данными работ [12–14]. Из рис. 6 
видно, что полученные в данной работе результаты численного моделирования 
недорасширенных микроструй по размерам первой бочки хорошо согласуются с 
данными [14] для всех степеней нерасчетности в диапазоне 1–4 для диаметров 
10.4…44.3 мкм, несколько хуже для диаметров 2 и 5.2 мкм. Соотношения (2)–(3), 
взятые из работы [13], расходятся с результатами настоящей работы и [14] в обла-
сти маленьких степеней нерасчетности. Наблюдается лишь качественное согласие 
представленных данных с эмпирической формулой (1). 
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Рис. 6 – Длина первой бочки 

Fig. 6 – Non-dimensional first shock cell length 

Проведенное сравнение дает основание для утверждения, что результаты дан-
ного моделирования являются надежными. На рис. 7 показаны размеры средних 
бочек. Видно, что они меньше по сравнению с первыми бочками, и чем меньше 
выходной диаметр микросопла, тем эта разница больше. 
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Рис. 7 – Длина средней бочки 

Fig. 7 – Non-dimensional average shock cell length 

В целом, анализ представленных данных показывает, что размер первых бочек 
и средний размер бочек, увеличивается по мере увеличения диаметра сопла и не-
расчетности. 

Длина сверхзвуковой части струи определяется локальным значением числа 
Маха вдоль оси симметрии. По положению точки, в которой М = 1, можно оце-
нить длину сверхзвукового участка струи, или дальнобойность. На рис. 8, 9 пока-
заны зависимости дальнобойности струй от нерасчетности, истекающих в лами-
нарном, либо турбулентном режиме. Зависимости отнесены к диаметру сопла и 
представлены с использованием логарифмической шкалы вдоль вертикальной 
оси. 
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Рис. 8 – Дальнобойность ламинарных струй 

Fig. 8 – A jet supersonic length laminar regime 

Из рис. 8, а видно, что дальнобойность ламинарных струй увеличивается по 
мере увеличения диаметра сопла и степени нерасчетности. Турбулентные струи 
заметно короче ламинарных. За исключением маленьких диаметров 2 и 5.2 мкм, 
они укладываются на одну обобщающую зависимость.  
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Рис. 9 – Дальнобойность турбулентных струй 

Fig. 9 – A jet supersonic length turbulent regime 

Заключение 

Данная работа представляет результаты численного моделирования истечения 
сверхзвуковых недорасширенных микроструй в затопленное пространство. Усло-
вия в затопленной области соответствуют стандартной атмосфере на нулевой  
высоте. Численное моделирование истечения сверхзвуковых струй из микросопел 
было выполнено с помощью академической версии коммерческого пакета 
ANSYS. Стационарные уравнения Навье–Стокса, осредненные по Рейнольдсу, 
решались для ламинарного режима истечения и турбулентного с моделью турбу-
лентности k–ω SST. В работе представлены результаты, полученные для диамет-
ров сопел 2 – 44.3 мкм, степеней нерасчетности n = 1.5 – 4. Показано влияние сте-
пени нерасчетности на ударно-волновую структуру сверхзвукового участка струи. 
Размер первых бочек и средний размер бочки увеличивается по мере увеличения 
диаметра сопла и степени нерасчетности. По размерам бочек проведено сопостав-
ление результатов настоящей работы с данными для макроструй других авторов, 
полученными с использованием различных подходов. Показано, что при диметрах 
сопел больших 10.4 мкм наблюдается удовлетворительное согласование данных.  

В работе исследовались турбулентные и ламинарные режимы истечения. По-
казано, что дальнобойность как ламинарных, так и турбулентных микроструй 
увеличивается с ростом диаметра сопла и степени нерасчетности. Турбулентные 
струи заметно короче ламинарных. За исключением маленьких диаметров 2 мкм и 
5.2 мкм, они ни укладываются на одну обобщающую зависимость, полученную 
для макроструй.  

Проведенное численное исследование истечения недорасширенных осесим-
метричных сверхзвуковых микроструй показало, что для определения основных 
продольных параметров, таких как размер бочки и дальнобойность, при диамет-
рах сопел свыше 10 мкм можно использовать известные обобщенные зависимости 
для макроструй. 
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Recently, the flow field associated with microjets has been of interest to researchers due to a 
wide range of advanced practical applications of the microjets for chemical and aerospace indus-
tries. Experimental and numerical simulation data on the structure of microflows are not sufficient 
in contrast to the well-studied macrojets. The paper presents the results of numerical simulation of 
supersonic underexpanded microjets issued into still air. The conditions in the still air correspond 
to the standard atmosphere at an altitude equal to zero. Numerical simulation of supersonic jet 
outflow from micro-nozzles has been performed using the academic version of ANSYS commer-
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cial package. The stationary Navier-Stokes equations averaged over the Reynolds method have 
been solved both for the laminar and the turbulent flow. The turbulence model k-ω SST has been 
used in the simulation of a turbulent mode. 

The results obtained for the nozzle diameters of 2 to 44.33 μm and the jet pressure ratio of  
n = 1.5 to 4 are presented. The effect of the jet pressure ratio on the shock wave structure of the 
supersonic part of the jet issued from the axymmetrical nozzle with the diameter of 16.1 μm for 
the laminar flow is shown, as well as parameters distributed along a jet axis both for the laminar 
and turbulent regimes. 

The basic longitudinal parameters are presented: the wavelength and jet range in a wide range 
of jet pressure ratios and nozzle diameters of axisymmetric supersonic underexpanded jets. Com-
parison of the parameters with the known generalizing dependencies for macrojets is made. 

Keywords: Supersonic microstructures, jet pressure ratio, gas-dynamic jet structure, laminar 
and turbulent flow regimes, turbulence model, jet range, wavelength, numerical simulation,  
Navier-Stokes equations. 
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Солнечные батареи в настоящее время находят широкое применение во многих сферах. 
Этому способствует как прогресс в развитии технологии изготовления солнечных элемен-
тов, так и уровень развития энергетики в целом. В данной работе рассматривается пробле-
ма низкой эффективности автономных источников питания от солнечных батарей. Выде-
лены основные способы повышения КПД солнечных энергоустановок. Рассмотрено 
схемотехническое решение автономной системы преобразования от солнечных батарей. 
Описаны основные каналы работы схемы в звене постоянного тока. Создана искусственная 
нейронная сеть (ИНС), обеспечивающая  алгоритм отслеживания точки максимальной 
мощности (ОТММ) и подробно рассмотрено ее проектирование. Определено количество 
скрытых слоев и нейронов в скрытом слое. Проведена оптимизация при выборе функции 
активации ИНС. Произведено сравнение времени расчета искусственных нейронных сетей 
с различными функциями активации. Обучена нейронная сеть. Сделаны соответствующие 
выводы. Разработана интеллектуальная система управления на основе данной нейронной 
сети. Также известно, что изменение внешних условий, таких как освещенность и темпера-
тура, серьезно сказывается на характеристиках солнечных батарей. В соответствии с этим 
были определены основные режимы работы схемы, так как для эффективной работы пре-
образователя необходимо обеспечить отбор максимальной мощности солнечной батареи 
при любых условиях. Для этого работа системы управления была разделена на режимы в 
зависимости от условий окружающей среды и работы автономной системы в целом. Отра-
ботано управление режимами, переключение между которыми основано на использовании 
ИНС как ключевого звена системы управления. Организован плавный переход между дан-
ными режимами работы преобразователя в зависимости от погодных условий или времени 
суток. Проведено имитационное моделирование в программном пакете Matlab, подтвер-
ждающее работоспособность предложенной системы. Сделаны выводы о преимуществах и 
недостатках предложенной системы управления. 
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Введение 

Рост потребностей в топливе и энергии при ресурсных и экологических огра-
ничениях становится критическим фактором дальнейшего развития мировой эко-
номики. Беспокойство по поводу изменения климата, влияния традиционных ис-
точников получения энергии на экологию, недостаток ресурсов приводят к 
повышению интереса к возобновляемым видам источников энергии: солнечная, 
геотермальная, ветровая, энергия морских волн, течений, приливов и океана, 
энергия биомассы, гидроэнергия, низкопотенциальная тепловая энергия и другие 
виды возобновляемой энергии. 

Наиболее перспективной технологией использования возобновляемых источ-
ников энергии являются солнечные батареи, которые преобразуют солнечный 
свет непосредственно в электрическую энергию. Солнечная энергетика – одна из 
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самых быстрорастущих отраслей энергетики в мире. Объем рынка солнечной 
энергетики увеличивается с каждым годом. По данным аналитиков, к 2018 году 
рост рынка солнечной энергетики составит 63 % [1]. Роль солнечной энергии в 
энергетике будущего определяется возможностями промышленного использова-
ния солнечных элементов и модулей в системах бесперебойного электропитания, 
а также источниках вторичного электропитания. В России в настоящее время 
имеется, по крайней мере, восемь предприятий, имеющих технологии и производ-
ственные мощности для изготовления 2 МВт солнечных элементов и модулей в 
год. Полное количество солнечной энергии, поступающей на поверхность Земли 
за неделю, превышает энергию всех мировых запасов нефти, газа, угля и урана  
[2, 3]. И в России наибольший теоретический потенциал, более 2000 млрд тонн 
условного топлива (т у.т.), имеет солнечная энергия.  

Обеспечение энергетической безопасности и экологически сбалансированного 
экономического роста на сегодняшний день является приоритетным направлени-
ем развития и для России, а развитие возобновляемой энергетики может стать 
одним из способов движения страны в данном направлении. 

Ресурсный потенциал солнечных панелей огромен, но в настоящее время со-
ставляет лишь малую долю глобального энергообеспечения. Одним из основных 
факторов, ограничивающих их широкое применение, является низкая эффектив-
ность. 

Существует несколько основных способов повышения эффективности солнеч-
ной энергоустановки. 

1. Одним из главных путей повышения эффективности является применение 
новых технологий и материалов (медь-индий-галий, кадмий-теллур и т. д.). Ис-
следователи, специализирующиеся в области технологии, в настоящее время разра-
ботали множество гибридных вариантов изготовления солнечных элементов [4–6]. 

2. Установка солнечных батарей на некотором расстоянии от земли и ориен-
тация на солнце [7]. Крупные системы оснащают автоматикой, которая меняет 
угол наклона панелей в течение дня. 

3. Использование концентраторов солнечной энергии. 
4. Преобразователи напряжения с высоким КПД. 
5. Использование современных систем управления для преобразователей. 
Основным элементом солнечных энергетических установок, как правило, яв-

ляется силовой каскад (dc/dc-преобразователь, инвертор). Преобразователи в та-
ких системах должны иметь высокий КПД (не менее 90 %), высокое качество вы-
ходного сигнала и обеспечивать работу энергоустановки с максимальным 
отбором мощности от солнечной батареи.  

Характеристики солнечных батарей существенно зависят от погодных усло-
вий, таких как освещенность и температура. В течение дня температура и мощ-
ность облучения солнечного генератора постоянно меняются. Эти изменения 
приводят к сдвигу точки максимальной мощности и к частичной потере мощно-
сти установки. Для того чтобы обеспечить получение максимально возможной 
мощности от солнечной батареи, необходимо использовать соответствующий ал-
горитм отслеживания точки максимальной мощности (ОТММ).  

Для ОТММ применяются специализированные контроллеры, которые исполь-
зуют один из алгоритмов для оптимизации рабочей точки фотомодулей. Наиболее 
часто используемые методы: возмущение и наблюдение, метод возрастающей 
проводимости и метод постоянного напряжения [8–11]. 

Максимальный отбор мощности от солнечных батарей возможен только при 
осуществлении непрерывного регулирования напряжения батареи в оптимальной 
рабочей точке.  
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В случае применения ступенчатой функции активации значение функции вы-
числяется по формуле  

 

0, 0,
hardlim ( )

1, 0.
s

     
 

 (3) 

Основным недостатком данной функции является отсутствие достаточной 
гибкости при обучении и настройке нейронной сети на решаемую задачу. Пре-
имуществом является то, что нейроны с такой нелинейностью требуют малых 
вычислительных затрат. Но эта функция упрощена и не позволяет моделировать 
схемы с непрерывными сигналами. Следовательно, для данной задачи нужно уве-
личить количество нейронов в скрытых слоях. Увеличение количества нейронов в 
10 раз не дало приемлемых результатов. Средняя квадратичная ошибка получи-
лась довольно высокой: MSE = 0,148. В данном случае, чтобы добиться приемле-
мой точности, необходимо увеличивать количество нейронов в сотни раз, но это 
влечет за собой увеличение времени на обучение и проблемы с дальнейшей реа-
лизацией системы управления. Такой вариант нас не устраивает. Кроме того, от-
сутствие первой производной затрудняет применение градиентных методов для 
обучения таких нейронов. 

Также есть вариант использования кусочно-линейной функции активации, ко-
торая описывается формулой 

 

0, 0,

satlin ( ) ,0 1,

1, 1.

 


       


 

 (4) 

При неизменном количестве нейронов в скрытых слоях использование данной 
функции дает неплохие результаты: MSE = 0,00404. Для того, чтобы добиться  
сопоставимой точности, было увеличено количество нейронов в скрытых слоях 
(11 и 9). При этом ошибка уменьшилась до MSE = 1.73е – 5. Использование дан-
ной функции позволяет нам добиться приемлемых результатов точности, но при-
ходится увеличить количество нейронов, что сказывается на быстродействии. 
Также существенным недостатком является то, что данная активационная функ-
ция не является дифференцируемой на всей числовой оси, а значит, не может 
быть использована при обучении по некоторым алгоритмам.  

При программной реализации данной нейронной сети важным параметром, 
обусловливающим выбор ее структуры, является время, затрачиваемое на ее рас-
чет. Далее приведена оценка этого времени при использовании различных функ-
ций активации.  

Программа должна выполнять три основные операции: сложение – Тсумм, 
умножение – умнТ  и взятие функции активации актив.тн(Т  – гиперболический 

тангенс, актив.стТ  – ступенчатая, актив.ксТ  – кусочно-линейная). Также исходны-

ми данными является количество нейронов нейрон( )N  и весовых коэффициентов 

вес( .)N  Общее время на расчет ИНС определяется по формуле 

 умн вес сумм вес актив нейрон( ) ( ) ( ).T T N T N T N       (5) 
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Нейронная сеть содержит 9 нейронов с использованием функции активации 
«гиперболический тангенс» и один выходной нейрон с линейной функцией акти-
вации. Соответственно 45 весовых коэффициентов. Количество входных нейро-
нов остается неизменным и в оптимизации они не участвуют. 

Для начала сравним данную нейронную сеть с нейронной сетью, использую-
щей ступенчатую функцию активации. Количество нейронов в скрытых слоях 
увеличилось в 10 раз. Следовательно, нейрон.ст 90N   и вес.ст 2070.N   Расчет 

числовых значений времен был произведен в программе Matlab. Необходимо учи-
тывать, что при программной реализации на процессоре время вычислений будет 
отличаться в зависимости от быстродействия процессора.  

умн.ст вес.ст сумм.ст вес.ст актив.ст нейрон.стст

тн умн.тн вес.тн сумм.тн вес.тн актив.тн нейрон.тн

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T N T N T NТ

Т T N T N T N

    
 

    
 

умн.ст сумм.ст вес.ст актив.ст нейрон.ст

умн.тн сумм.тн вес.тн актив.тн нейрон.тн

( ) ( )

( ) ( )

T T N T N

T T N T N

   
 

   
 

 
(0.024 0.024) 2070 (0.011 90)

30.7.
(0.024 0.024) 45 (0.123 9)

   
 

   
  (6) 

Время вычисления нейронной сети с использованием ступенчатой функции 
активации в 30 раз больше, чем время вычисления нейронной сети с использова-
нием тангенса. При этом необходимо учитывать, что такое количество нейронов 
не обеспечивает высокую точность работы нейронной сети. Для сопоставимой 
точности количество нейронов необходимо увеличить в сотни раз, следовательно, 
время расчета тоже увеличится.  

Также проведем сравнение с нейронной сетью, использующей кусочно-линей-
ную функцию активации. Количество нейронов в скрытых слоях нейрон.кл 20N   

и вес.кл 152.N    

умн.кл вес.кл сумм.кл вес.кл актив.кл нейрон.клкл

тн умн.тн вес.тн сумм.тн вес.тн актив.тн нейрон.тн

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T N T N T NТ

Т T N T N T N

    
 

    
 

умн.кл сумм.кл вес.кл актив.кл нейрон.кл

умн.тн сумм.тн вес.тн актив.тн нейрон.тн

( ) ( )

( ) ( )

T T N T N

T T N T N

   
 

   
  

 
(0.024 0.024) 152 (0.017 20)

8.4.
(0.024 0.024) 45 (0.123 9)

   
 

   
  (7) 

Время вычисления нейронной сети с использованием кусочно-линейной функ-
ции активации в 8 раз больше, чем время вычисления нейронной сети с использо-
ванием гиперболического тангенса. При этом удалось добиться сопоставимой 
точности. Следовательно, можем сделать вывод, что экономия времени на расчете 
более простой функции активации не приводит к уменьшению времени при рас-
чете нейронной сети в целом. То есть для данной задачи использование функции 
активации «гиперболический тангенс» является верным решением. 
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6. Обсуждение результатов 

Использование нейросетевых технологий позволяет с высокой точностью ре-
шать сложные задачи при динамическом изменении состояния системы. 

Сравнивая данную систему управления с наиболее распространенными систе-
мами, также работающими на основе алгоритма отслеживания точки максималь-
ной мощности (указаны во введении), можно сказать, что данная система управ-
ления по сравнению с алгоритмом «Возмущения и наблюдения» [9] наиболее 
точно определяет точку максимальной мощности, а по сравнению с алгоритмом 
«Возрастающая проводимость» [11] – более быстро. 

При изменении установленной мощности системы управления настраиваются 
по-разному. Системы, работающие на основе алгоритмов «Возмущения и наблю-
дения» и «Возрастающая проводимость», не требуют перенастройки при измене-
нии мощности. Алгоритм «Напряжение холостого хода» при замене солнечных 
батарей на батареи другого типа требует перерасчета коэффициента пропорцио-
нальности между напряжением холостого хода и напряжением максимальной 
мощности. Что касается системы управления, рассмотренной в данной статье, то 
если при повышении мощности автономной установки используются солнечные 
батареи одного типа, то в зависимости от соединения необходимо пропорцио-
нально уменьшить один из параметров ИНС. Если соединение последовательное, 
то уменьшается напряжение, а если параллельное – ток. Если же происходит за-
мена одного типа солнечных батарей на другие, то необходимо переобучить ИНС, 
заново собрав обучающие данные. Будучи один раз обучена, данная нейронная 
сеть может быть использована в различных устройствах для вычисления точки 
максимальной мощности. 

Остальная часть автономной системы может быть достаточно просто рассчи-
тана на любую установленную мощность. 

Проведенные исследования подтверждают результаты, полученные ранее в 
работах [14] и [16].  

7. Заключение 

Разработан алгоритм управления преобразователем постоянного тока с пита-
нием от солнечной батареи.  

Полученные результаты свидетельствует об эффективности данного метода 
регулирования по сравнению с системами со стабильным напряжением солнечной 
батареи. Система управления, работающая без алгоритма ОТММ, неизбежно бу-
дет терять энергию, получаемую от солнечной батареи. 

Реализация системы управления с алгоритмом отслеживания точки макси-
мальной мощности на основе искусственной нейронной сети является одним из 
действенных способов повышения энергетической эффективности автономных 
энергетических установок. 

К достоинствам можно отнести практически мгновенное формирование сигна-
ла, поступающего от ИНС, что позволяет системе быстро реагировать на любые 
изменения внешних условий.  

В ходе моделирования выяснилось, что процент ошибки между напряжением  
максимальной мощности, которую определяет нейронная сеть, и напряжением 
солнечной батареи в определенный момент времени составляет 0,97 %. В статье 
[16] было проведено исследование ошибки по напряжению по сравнению с ошиб-
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кой по мощности. При наибольшей ошибке по напряжению ошибка по мощности 
оказывается примерно в 4 раза меньше. Следовательно, в данном случае ошибка 
по мощности примерно равна 0,24 %, что является неплохим результатом, так как 
генерирование максимальной мощности является приоритетной задачей. 

Дальнейшим этапом исследования данной работы может быть поиск возмож-
ностей уменьшения ошибки по напряжению. 
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STAND-ALONE SYSTEM CONVERTING ELECTRICAL ENERGY  
FED BY SOLAR PANELS WITH AN INTELLIGENT CONTROL  

SYSTEM BASED ON ARTIFICIAL NEURAL NETWORK 

Belova I.A., Martinovich M.V., Skolota V.A., Kanyukov I.I. 

Novosibirsk state technical university, Novosibirsk, Russia 
 

Solar panels are widely used now in many areas of society.Both the progress in the develop-
ment of manufacturing technology of solar cells and the level of energy development in general 
promote the use of solar panels. In this paper, the problem of low efficiency of independent power 
supply from solar panels was considered. The basic methods of increasing the efficiency of solar 
power plants were marked. Circuit of the stand-alone system conversion fed from solar panels is 
proposed. The basic channels of the circuit in the DC link are described. An artificial neural net-
work (ANN) ensuring maximum power point tracking (MPPT) has been created and its design 
has been discussed in detail. The number of hidden layers and neurons in the hidden layer is de-
termined. Optimization was performed for different activating function of neurons. The timing of 
the calculation of artificial neural networks with different activation functions is compared. The 
neural network is trained. The corresponding conclusions are drawn. Intelligent control system 
based on artificial neural network (ANN) algorithm is developed. The change in external condi-
tions, such as illumination and temperature, seriously affects the characteristics of solar cells. In 
accordance with this, the basic modes of operation of the circuit were determined. For efficient 
operation of the converter it is necessary to ensure the selection of the maximum power of the 
solar battery under any conditions. To ensure this, the operation of the control system was divided 
into regimes, depending on the environmental conditions and the operation of the autonomous 
system as a whole. Control switching between modes using the ANN as a key element in the con-
trol system has been developed. A smooth transition between operation modes of the converter 
according to the weather conditions or time of day has been organized. A simulation in Matlab 
software package confirming the operation of the proposed system was conducted. The conclu-
sions about the advantages and disadvantages of this control system are made. 

 

Keywords: solar energy, control system, ANN, MPPT, Matlab. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО 
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Рассмотрена математическая модель термоупругого тела вращения из анизотропного 

материала, физико-механические свойства которого зависят от температуры. Подобные 
модели используются при проектировании конструкций, работающих при высоких темпе-
ратурах, поэтому жесткостные и прочностные характеристики материала исследуемого 
объекта изменяются вследствие его термической деструкции. Решение задачи термоупру-
гости при силовых и температурных воздействиях получено методом конечных элементов 
в осесимметричной постановке, что позволяет увеличить точность решения задачи при 
меньшем количестве конечных элементов сетки рассматриваемой модели. В качестве ко-
нечных элементов использованы кольцевые элементы с четырехугольным осевым сечени-
ем, имеющие четыре узла в вершинах при кусочно-билинейной интерполяции перемеще-
ний или восемь узлов – при кусочно-биквадратичной  интерполяции. Программная реали-
зация выполнена с использованием визуальных средств, упрощающих понимание алгорит-
ма, усложненного введением переменных физико-механических свойств материала. Визу-
альные средства и процедуры алгоритма обеспечиваются программным комплексом спе-
циального назначения. Используя предложенную методику и программную реализацию, 
была исследована модель кольца из композиционного материала при низкотемпературных 
и высокотемпературных воздействиях. Определены поля напряжений и перемещений по 
сечению кольца при низкотемпературных и высокотемпературных воздействиях. При рас-
сматриваемых низкотемпературных воздействиях  наибольшие сжимающие напряжения 
возникают по окружной координате на внешней стороне кольца. При высокотемператур-
ных воздействиях распределение напряжений по сечению качественно изменяется вслед-
ствие уменьшения модулей упругости материала в прогретой зоне. Предложенная модель 
позволяет рассчитывать термонапряженное состояние элементов конструкций из полимер-
ных композиционных материалов при высокотемпературных воздействиях. 

 

Ключевые слова: термоупругость, термодеструкция, композиционные материалы, ма-
тематическая модель, функционально-объектная схема, структурная модель, высокотемпе-
ратурные воздействия. 

DOI: 10.17212/1727-2769-2018-1-54-63 

Введение 

Задачи отыскания термоупругих деформаций тел вращения из композицион-
ных материалов актуальны при проектировании конструкций, работающих при 
повышенных температурах. Основной особенностью задач данного класса явля-
ется деградация физико-механических свойств материала при повышении темпе-
ратуры, приводящая к снижению его прочностных и жесткостных характеристик. 
Это затрудняет получение адекватных оценок напряжений и несущей способно-
сти. В известных работах, например [1], для этой цели используются модели, не 
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учитывающие выгорания материала. Модели, учитывающие изменение физико-
механических характеристик при нагреве, разрабатывались либо для конструкций 
из традиционных материалов [2], либо для тонких пограничных слоев композици-
онного материала [3], что делает их трудно применимыми к расчету тонкостен-
ных композитных элементов конструкций сложной формы при их проектиро-
вании.  

В настоящей работе предложена методика, позволяющая учитывать изменение 
свойств материала при изменении температуры и вводить произвольную форму 
поперечного сечения рассматриваемого тела вращения. Задача решается для объ-
ектов, обладающих осевой симметрией. Температурные поля распределены сим-
метрично оси вращения. Механические нагружения отсутствуют. Это делает воз-
можным использование двумерной постановки и конечно-элементной модели, 
составленной из плоских элементов продольного сечения [4–5]. Переход от объ-
емных конечных элементов к плоским значительно сокращает объем вычислений 
и погрешность расчета.  

С другой стороны, усложнение алгоритма расчета вследствие необходимости 
учета изменяющихся свойств материала вынуждает разрабатывать средства для 
программной реализации, допускающие обозримость и наглядность представле-
ния алгоритма в графическом виде. Для реализации данной методики был выбран 
программный комплекс «Композит 2015», так как он предоставляет удобный ин-
струментарий для разработки и отладки алгоритмов посредством функционально-
объектных схем [6]. 

1. Математическая модель 

Разрешающее уравнение получено на основе минимизации потенциальной 
энергии, которая выражается через перемещения и упругие константы материала 
с любой схемой армирования. При этом материал считаем термоупругим, а де-
формации и градиенты температуры достаточно малыми, чтобы было возможным 
использование линейного закона Дюамеля–Неймана (1) для анизотропного мате-
риала [7]: 

 ( )σij ijkl kl kld e t    , (1) 

где σij  – тензор напряжений; kle  – линейный тензор деформаций; ijkld  – компо-

ненты тензора упругости; t  – разность текущей и начальной температуры; kl  – 

коэффициенты линейного теплового расширения (КЛТР). 
Компоненты тензора упругости и коэффициенты теплового расширения явля-

ются функциями температуры. По мере прогрева материала эти величины изме-
няются, причем модули упругости уменьшаются вплоть до нуля при достижении 
критической температуры, при которой материал выгорает. Отметим, что процесс 
нагрева может рассматриваться отдельно,  поскольку его характерное время су-
щественно превышает характерное время процесса упругой деформации. Тогда в 
каждый момент времени температура, а значит, и характеристики материала,  
известны, а деформации успевают измениться так, что выполняются условия рав-
новесия. В этом случае равновесную конфигурацию в каждый текущий момент 
времени можно найти как решение несвязанной задачи термоупругости из вариа-
ционного принципа Лагранжа [8], приравняв к нулю вариацию потенциальной 
энергии:   
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 0i i i i
V V S

wdV F u dV f u dS     
 
   , (2) 

где w  – плотность энергии деформации; iu  – векторное поле перемещений; iF  – 

объемные силы; if  – поверхностные силы; V  – объем; S – поверхность тела. 

Плотность энергии деформации выражается через деформации и напряжения сле-
дующим образом: 

1
σ const(

2
)ij ij ijw e t    . 

Константа в этом соотношении несущественна, поскольку ее вариация равна 
нулю. С учетом линейности тензора деформаций функционал (2) оказывается 
квадратичным, и условие его стационарности равносильно условию минимума: 

minП min( )W A  , 

где 
V

W wdV   – полная энергия деформации; i i i i
V S

A F u dV f u dS    – работа 

внешних сил.  
Геометрия конструкции (рис. 1) полностью определяется формой продольного 

сечения, которая задается по исходным данным, представленным ниже для рас-
сматриваемых случаев. Сечение задается в плоскости XO  цилиндрической си-

стемы координат, где ось X  совпадает с 
осью симметрии тела вращения. Для 
расчетов используются четырехузловые 
или восьмиузловые конечные элементы.  

Произвольная схема армирования 
приводит к взаимному влиянию нор-
мальных и касательных напряжений, 
что вызывает при изменении темпера-
туры не только линейные деформации, 
но и сдвиговые, в том числе кручение. 
Таким образом, даже при осесиммет-
ричных воздействиях деформирование 
может не быть осесимметричным. Далее 
рассматривается возможность одновре-
менных симметричных и антисиммет-
ричных деформаций, описываемых 
двумя гармониками ряда Фурье по 
окружной координате. 

Задача статики решается по обычно-
му алгоритму метода конечных элемен-
тов в форме метода перемещений [4–5]. 

В качестве неизвестных возьмем амплитудные значения линейных перемещений 
u  – осевые, v  – радиальные, w  – окружные, по нескольким учитываемым гармо-
никам. Эти перемещения, заданные в узлах конечно-элементной сетки сечения, 
аппроксимируем в пределах элемента с использованием обычной техники изопа-
раметрического отображения [4]. 

Для построения конечно-элементной сетки сечение разбивается на конечные 
четырехузловые или восьмиузловые элементы (рис. 1).  

Рис. 1 – Тело вращения с конечными  
элементами на нем 

Fig. 1 – Body of revolution with finite  
elements 
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Используя физический закон (1), получим выражение энергии деформации в 
точке с координатами ( ,  ,  Φ)X  : 

T1
( ) ( )

2
w t D t         ,  

где   – вектор деформаций;   – вектор КЛТР; t  – разность начальной и узло-

вой температуры; D  – матрица упругости. 
Потенциальная энергия элемента складывается из энергии деформации за вы-

четом работы внешних сил: 

T1
П ( ) ( )

2 V

t D t dV A          . 

Равновесие тела достигается при минимуме потенциальной энергии, для отыс-
кания которого необходимо выразить деформации и перемещения через узловые 
переменные и найти их из условия равенства нулю частных производных от по-
тенциальной энергии по искомым узловым переменным. 

В силу периодичности искомых факторов напряженно-деформированного со-
стояния разложим перемещения элемента в ряды Фурье по координате Φ , учиты-
вая нулевую и первую гармоники: 

 

Φ

, , Φ ( , ) , cosΦ , sinΦ,

, , Φ ( , ) , cosΦ , sinΦ,

( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , Φ ( , ) , cosΦ ,

( )

( ) ( ) ( )sinΦ.

c s
X

c s

c s

u X u X u X u X

u X v X v X v X

u X w X w X w X



       
       


      

 (3) 

Для задания зависимости перемещений от радиальной и осевой координат ис-
пользуем нормализованные координаты ( , )   (см. рис. 1). Начало нормализован-

ной системы ( , )   помещено в центр тяжести элемента, а стороны четырех-

угольного элемента совпадают с координатными линиями 1   , 1    Функ-

ции формы ,( )iN    для таких элементов известны [3]. Нормализованные коорди-

наты связаны с координатами ( , )X   соотношениями: 

 

( ),,

, ,( )

i i
i

i i
i

X X N

N

  


    





  (4) 

где ( , )i iX   – координаты i -го узла [4–5]. 

С учетом формул перехода (4) каждую гармонику перемещений (3) на элемен-
те можно представить в виде линейной комбинации базисных функций с коэффи-
циентами, равными  узловым переменным. Тогда вектор деформаций в произ-

вольной точке элемента выражается через узловые переменные e  следующим 

образом: 

 0( cosФ sinΦ)c s eB B B     ,  (5) 
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где 0B , cB и sB  – матрицы связи амплитуд гармоник деформаций с узловыми 

перемещениями элемента, не зависящие от окружной координаты Φ , содержа-
щие производные от базисных функций по координатам.  

С учетом изложенного условие минимума потенциальной энергии известным 
образом приводится к системе линейных алгебраических уравнений 

 K Q  ,  (6) 

где K  – матрица жесткости;   – вектор амплитуд гармоник узловых перемеще-
ний; Q  – вектор эквивалентных узловых сил, включающий силовые и темпера-

турные составляющие. 
Решив систему уравнений (6) и подставив узловые переменные в интерполя-

ционную формулу, найдем амплитуды разложения в ряд Фурье перемещений в 
любой точке сечения. Тогда могут быть вычислены деформации по формулам (5), 
а затем напряжения (как в цилиндрических координатах, так и в главных осях 
анизотропии) по формуле (1). 

2. Программная реализация 

Алгоритм решения рассмотренной выше задачи отличается вычислением ха-
рактеристик материала при заданной температуре, которая переменна по сечению 
кольца. Учитывая, что эта задача может решаться в комплексе с моделированием 
других физических процессов, реализация была выполнена в комплексе «Компо-
зит 2015», содержащем визуальные средства для наглядного представления реа-
лизуемых алгоритмов. Комплекс содержит редактор конфигурации, интерпрета-
тор и библиотеку функциональных классов [5]. Для решения поставленной задачи 
была изменена конфигурация и дополнена библиотека функциональных классов.  

На рис. 2 представлен фрагмент конфигурации, представляющий конечный 
элемент.  

 

 

Рис. 2 – Фрагмент конфигурации на уровне конечного элемента 

Fig. 2 – Schematic fragment at the finite element level 
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Основные изменения коснулись объекта «Упругость» и его аргументов, на ба-
зе которого в дальнейшем происходит вычисление матрицы жесткости в местной 
системе координат и температурных составляющих правых частей для конечного 
элемента. Для объекта «Матрица деформаций» определен переход к новой систе-
ме координат (меридиан-нормаль), учитывая, что деформации могут вычисляться 
в системе координат, не совпадающей с цилиндрической. Схема на рис. 2 исполь-
зуется как представление и для восьмиузлового конечного элемента, и для четы-
рехузлового, с изменением только названий функциональных классов топологи-
ческого шаблона и интерполятора, что иллюстрирует одно из преимуществ пред-
лагаемого подхода. 

3. Структурная модель 

Исследуемые объекты представляют собой кольцо с заданным продольным 
сечением, в котором задано поле температур.  Все физико-механические характе-
ристики материала объекта были заданы как функции температуры. Основные 
геометрические характеристики и форма показаны на чертеже (рис. 3), где r  – 
малый радиус скругления; R  – большой радиус скругления; 1R  – расстояние до 
нижней грани; 2 R  – расстояние до верхней грани; H  – продольный размер се-
чения; AB  – внутренняя поверхность кольца; CD  – внешняя поверхность. Непо-
движной считается правая грань сечения EF . 

 

 

Рис. 3 – Сечение кольца 

Fig. 3 – Cross section of the ring 

При генерации конечно-элементных сеток применялись методы геометриче-
ского построения и не использовалась адаптация сетки, так как предварительный 
расчет равномерного прогрева показал приемлемое качество сетки (погрешность 
не превышала 10–10).  

4. Результаты 

При помощи данной методики были проведены расчеты для напряжений и пе-
ремещений при неравномерном распределении температур  по сечению кольца 
при низкотемпературном нагреве (от 20 до 70 °C) и при высокотемпературном 
нагреве (от 20 до 300 °C). Распределение температур для обоих случаев изобра-
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жено рисунке (рис. 4, а и б). При температурном воздействии свыше 100 °C про-
исходит линейное уменьшение модуля упругости до нуля. 

 

 
Рис. 4 – Поля распределений для низкотемпературных воздействий: а – температура 
(°C); в – напряжение (МПа) по осевой координате; д – касательные напряжения (МПа) 
в плоскости сечения и для высокотемпературных воздействий: б – температура (°C);  
г – напряжение (МПа) по осевой координате; е – касательные напряжения (МПа)  
                                                           в плоскости сечения 

Fig. 4 – Distribution fields for low-temperature impact: а – Temperature (°C); в – pressure 
(MPa) in the axial coordinate; c – shear stresses (MPa) in the plane section and for high-

temperature impact: d – Temperature (°C); e – stress (MPa) of the axial coordinate; f – shear  
                                       stresses (MPa) in the cross sectional plane 

При сравнении полей напряжений при низкотемпературном и высокотемпера-
турном воздействии учтём, что приращение температуры увеличивается в 5,6 ра-
за. При этом максимальные сжимающие напряжения увеличиваются только  
в 3 раза, а максимальные растягивающие напряжения – в 5 раз. Это объясняется 
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тем, что растяжение преобладает в центре сечения, а сжимающие напряжения 
действуют в зоне более высоких температур, что приводит к уменьшению моду-
лей упругости вследствие деградации физико-механических свойств материала. 
Характер распределения касательных напряжений не изменился, но максималь-
ные значения напряжений увеличились в 3–4 раза. 

Заключение 

В работе представлена математическая модель термоупругих деформаций тела 
вращения с физико-механическими характеристиками, изменяющимися с ростом 
температуры, и программно реализован алгоритм вычисления напряжений в 
кольцах из композиционных материалов при неравномерном распределении тем-
ператур. Проведена верификация на контрольном примере, которая подтверждает 
корректность алгоритма. С помощью разработанной методики возможно вычис-
ление перемещений, напряжений и деформаций в телах вращения из композици-
онных материалов с изменяющимися при нагреве свойствами. 
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SIMULATION OF THE STRESS-STRAIN STATE IN THE COMPOSITE  
RING BODY UNDER HIGH TEMPERATURE CONDITIONS 
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A mathematical model of a thermoelastic axially symmetrical body made of an anisotropic 
material whose physicomechanical properties are temperature dependant is considered. Similar 
models are used in designing constructions working under high temperatures. Therefore stiffness 
and strength characteristics of the material of the object under study change owing to its thermal 
destruction. The solution of the problem of thermoelasticity under force and temperature effects is 
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obtained by the finite-element method in an axisymmetric formulation, which allows increasing 
the accuracy of the solution with a smaller number of finite elements of the considered model 
grid. Ring elements of a quadrangular axial section having four nodes in peaks in the case of 
piecewise and bilinear relocation interpolation or eight nodes in the case of piecewise and biquad-
ratic interpolation are used as finite elements. Software implementation is made with the use of 
visual means simplifying understanding of the algorithm complicated by the introduction of vari-
able physico-mechanical properties of the material. The algorithm visual means and procedures 
are provided with a special-purpose program complex. Using the proposed technique and soft-
ware implementation, a ring model made of a composition material under low-temperature and 
high-temperature effects is tested. Tension and relocation fields are determined by the ring section 
under low-temperature and high-temperature effects. Under low-temperature conditions the grea-
test compression stresses arise along the circumferential coordinate on the outer side of the ring. 
Under high-temperature effects the section stress distribution qualitatively changes owing to the 
reduction of the elasticity modulus of the material in the heated-up zone. The proposed model 
allows calculating thermal tension of structure elements made of polymeric composition materials 
under high-temperature effects. 
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Работа посвящена разработке методов численного 3D-моделирования технологий аэро-

электроразведки, позволяющих повысить вычислительную эффективность решения соот-
ветствующих прямых задач для сложно построенных трехмерных геологических моделей с 
изогнутыми поверхностями слоев и локальных неоднородностей при условии очень боль-
шого, порядка нескольких тысяч, положений приемно-генераторной установки. Методы 
основаны на использовании неконформных сеток с шестигранными непрямоугольными 
ячейками, позволяющими с высокой точностью описывать изогнутые границы изучаемой 
среды, пространственно-временного группирования подзадач и прямых решателей систем 
линейных алгебраических уравнений. Приводится сравнительный анализ численных реше-
ний, получаемых на регулярных и соответствующих им (т. е. с таким же шагом в областях 
локальных сгущений) неконформных сетках, а также сравнительный анализ вычислитель-
ной эффективности для трехмерной многослойной геоэлектрической модели, содержащей 
целевой объект трубочной формы, перекрытый латерально неоднородным верхним слоем, 
в условиях существенного перепада высот рельефа дневной поверхности. Результаты вы-
числительных экспериментов, проведенные для геоэлектрической модели, типичной для 
условий применения технологий аэроэлектроразведки, показали, что представленные ме-
тоды позволяют сократить вычислительные затраты практически на два порядка: более чем 
на порядок за счет группирования подзадач и почти на порядок за счет использования не-
регулярных неконформных сеток.  

 

Ключевые слова: аэроэлектроразведка, метод конечных элементов, 3D-моделирование, 
неконформные сетки, электромагнитное поле. 
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Введение 

Технологии аэроэлектромагнитных исследований широко применяются при 
решении как поисковых геофизических задач (например, при поиске твердых по-
лезных ископаемых [1, 2]), так и при решении инженерных задач [3]. Эти техно-
логии позволяют обследовать большие площади за достаточно короткое время, 
обеспечивая при этом высокую плотность наблюдений. Отдельной проблемой 
является разработка математического аппарата и программного обеспечения для 
решения задач тестирования аэроэлектроразведочной аппаратуры [4, 5]. 

Поскольку технологии аэроэлектроразведки, как правило, нацелены на поиск 
локальных тел, не вызывает сомнений необходимость использования трехмерных 
подходов для обработки получаемых данных [1, 2, 6–10]. Численное моделирова-
ние многомерных геоэлектромагнитных полей является крайне ресурсоемким и 
поэтому требует разработки и применения вычислительно эффективных подходов 
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и схем [11–16]. Дополнительной сложностью является то, что задачи аэроэлек-
троразведки относятся к классу «multisource» (системы наблюдений могут содер-
жать десятки тысяч положений приемно-генераторной установки), и проблема 
повышения вычислительной эффективности для таких задач стоит наиболее ост-
ро. Кроме того, существенное влияние на измеряемые сигналы может оказать  
рельеф дневной поверхности, который может быть учтен либо с помощью «сту-
пенчатой» аппроксимации [6, 17], либо с использованием сеток с ячейками гиб-
кой (адаптирующейся под изогнутые границы среды) формы [18]. 

В данной работе для построения конечноэлементных аппроксимаций будут 
использованы неконформные сетки [17, 19–22] с ячейками гибкой формы (в виде 
шестигранников), сочетающие в себе возможности резкого сокращения дискрет-
ного аналога при сохранении требуемой точности численного решения и учета 
перепадов высот рельефа дневной поверхности и изменений глубин субгоризон-
тальных границ между слоями геологической модели. 

1. Математические модели и конечноэлементные аппроксимации 

Для расчета электромагнитного поля, возбуждаемого и принимаемого индук-
ционными петлями аэросистемы, напряженность электрического поля и индукция 
магнитного поля представляются в виде суммы двух составляющих: 

 t p s E E E
  

,  ,t p s B B B
  

  (1) 

где pE


 и pB


 – напряженность электрического и индукция магнитного первич-
ных полей, возбуждаемых индукционным источником в относительно простой 

вмещающей среде, а sE


 и sB


 – напряженность электрического и индукция маг-
нитного полей, определяемых влиянием трехмерной проводящей геологической 
среды [17, 23–28].  

Если в качестве вмещающей среды взять однородное пространство (поскольку 
при существенном влиянии рельефа поверхности Земли и негоризонтальных гра-
ниц ее верхних слоев вся проводящая среда является фактически трехмерной),  
то вторичное поле (поле влияния трехмерной проводящей геологической  

среды) ( , , , )s x y z tE


 без учета токов смещения в трехмерной расчетной области   

может быть найдено из решения векторного дифференциального уравнения для 

вектор-потенциала ( , , , )s x y z tA


: 

 
0

1 1 1s
s p p

t

    
                    

A
A E A

 
. (2) 

Вектор-потенциал sA


 связан с sE


 соотношением 
s

s

t


 


A

E


, а с sB


 – соот-

ношением s s B A


 (аналогично и вектор-потенциал pA


 связан с pE


 и pB


 

соотношениями 
p

p

t


 


A

E


 и p p B A


). В уравнении (2)   – магнитная 

проницаемость трехмерной среды; 0  – магнитная проницаемость вакуума;   – 

удельная электрическая проводимость трехмерной среды. На удаленных границах 
  трехмерной расчетной области   задаются нулевые касательные составля-

ющие sA


:  
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 s


 A n 0

 
, (3) 

где n


 – нормаль к границе  . Вектор-потенциал pA


 может быть рассчитан как 
аналитически (с использованием закона Био–Савара–Лапласа), так и численно в 
результате решения осесимметричной задачи [5, 22]. 

Эквивалентная вариационная формулировка для уравнения (2) имеет вид 

1
( )( )

s
s d d

t 


      

  
A

A

  
Y Y   

 
0

1 1
( )( ) ,p pd d

 

 
           
 E A

  
Y Y  (4) 

где ( , , )x y z

Y  – пробная вектор-функция [22]. 

Решение ( , , , )s x y z tA


 ищется в виде 

 
1

( ) ( , , )
n

s s
i i

i
q t x y z


 A

 
y , (5) 

где i

y  – базисные вектор-функции; n  – их число (совпадающее с количеством 

нетерминальных ребер в трехмерной конечноэлементной сетке); s
iq  – искомые 

веса разложения sA


 по базису  i

y . Принципы построения на неконформных 

сетках согласованных глобальных базисных вектор-функций из стандартных ло-
кальных edge-функций описаны в работе [17]. 

Подставляя соотношение (5) в уравнение (4) и заменяя пробную функцию 

Y  в 

уравнении (4) поочередно всеми базисными функциями i

y , получаем систему 

линейных уравнений 

 
s

s

t


 


q

Gq M f , (6) 

где компоненты матриц G  и M  и вектора правой части f  определяются соот-
ношениями 

   1
ij i jG d


   


 
y y , ij i jM d


   

 
y y , (7) 
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1 1
( )( )p p

i if d d
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 
           
 E A

  
y Y . (8) 

Функции ( , , , )p x y z tE


 и ( , , , )p x y z tA


, характеризующие первичное  

поле, также представляются в виде линейных комбинаций базисных вектор-

функций i

y : 

1
( ) ( , , )

n
pp

ii
i

q t x y z


 E
 

y , 
1

( ) ( , , )
n

app
ii

i
q t x y z


 A

 
y , (9) 
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где веса p
iq  являются значениями касательной компоненты pE


 на соответству-

ющих ребрах конечноэлементной сетки, а веса ap
iq  – значениями касательной 

компоненты pA


. В этом случае вектор правой части f  системы уравнений (6) 

может быть вычислен в виде p ap f Mq Gq , где G  – это матрица с компонен-

тами 

 
0

1 1
( ) ( )ij i jG d



 
        


 
y y . (10) 

Для повышения вычислительной эффективности при реализации представлен-
ной математической модели используется так называемое группирование подза-
дач, каждая из которых соответствует одному положению источника в простран-
стве и одному временному слою. Подзадачи объединяются в группу так, что по-
лучаемая в результате аппроксимации по пространству и времени матрица систе-
мы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) является одинаковой. В этом 
случае при использовании для ее решения прямых методов наиболее вычисли-
тельно затратная операция, связанная с разложением матрицы СЛАУ на тре-
угольные сомножители, выполняется только один раз сразу для всех подзадач из 
группы, а дополнительные вычислительные затраты для каждой подзадачи будут 
определяться только затратами на решение двух СЛАУ с треугольными матрица-
ми-сомножителями. Группирование по пространству осуществляется путем ис-
пользования (построения) единой конечноэлементной сетки для группы положе-
ний источника (см., например, работы [7, 17, 19]).  

Аппроксимацию по времени мы будем выполнять с использованием много-
слойных неявных схем [12, 13, 22, 27, 29], и поэтому для группирования по вре-
мени необходимо использование специальной временной сетки, которая пред-
ставляет собой объединение временных подынтервалов, внутри которых исполь-
зуется постоянный по времени шаг.  

Так, после применения трехслойной неявной схемы для аппроксимации про-

изводных 
s

t



q

 в системе уравнений (6), получим 

 , , , 2 , 13 1 2

2 2
s j s j j s j s j

j j jt t t
 

  
   Gq Mq f Mq Mq , (11) 

где jt  – шаг по времени на соответствующем подынтервале временной сетки, а 

,s jq , , 1s jq  и , 2s jq  – значения вектора весов q  на текущем (j-м) и двух преды-

дущих временных шагах. При этом если текущий шаг ( j -й) является первым ша-

гом в очередном подынтервале постоянного шага временной сетки, то вместо 
, 2s jq  берется значение , 1s j k q  в момент времени 1j kt   , где k  – целое число, 

которое определяет увеличение шага сетки на текущем временном подынтервале 
относительно предыдущего. 

Для задания рельефа дневной поверхности и изогнутых границ между слоями 
геоэлектрической модели используются наборы точек , ,{ } ,p p p mx y z  где m – но-

мер соответствующей поверхности (поверхность Земли, границы между слоями). 
По этим наборам строятся определяющие рельеф поверхности Земли и форму 
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границ между слоями сплайны ,( )mZ x y  с использованием эрмитовых кусочно-

бикубических базисных функций [22].  
Для построения конечноэлементных аппроксимаций используются некон-

формные конечноэлементные сетки с ячейками в виде шестигранников. Построе-
ние таких сеток, в свою очередь, выполняется следующим образом. Сначала стро-
ятся псевдорегулярные прямоугольные сетки в шаблонных координатах  , ,    

с оптимизацией числа узлов (в результате чего в сетке появляются так называе-
мые терминальные (висячие) узлы [5, 17, 19–22]) по четырехэтапному алгоритму, 
который представлен в работе [17]. Затем выполняется их отображение в реаль-
ные координаты с необходимыми деформациями с использованием функций 

.,( )mZ x y  

В соответствии с принципами метода конечных элементов глобальные матри-

цы G , M  и G  собираются из локальных матриц конечных элементов ˆ eG , ˆ eM  и 
ˆ eG . Для расчета локальных матриц на шестиграннике e  вводится шаблонный 

(мастер-) элемент ME =[–1,1][–1,1][–1,1], на котором стандартным образом вво-

дятся вектор-функции (edge-функции) ˆ
i
j . Отображение шаблонного элемента 

ME  в шестигранник e  (ячейку конечноэлементной сетки) определяется в виде: 
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ˆ ˆ( , , )i i
i

x x
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     , 
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1
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z z

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где  ˆ ˆ ˆ, ,i i ix y z  – координаты вершин шестигранника e , ˆ ( , , )i     – стандарт-

ные скалярные трилинейные базисные функции, определенные на шаблонном 

элементе ME  (каждая функция ˆ ( , , )i     является произведениями трех ли-

нейных одномерных функций  ,   и   вида 
1

( )
2

W


   или 
1

( )
2

W
 

   и 

равна единице в одной вершине ME , которая отображается в узел  ˆ ˆ ˆ, ,i i ix y z , и 

нулю в остальных вершинах). 

Локальные базисные вектор-функции ˆ
i

y  на произвольном шестиграннике e  

определяются через вектор-функции формы (edge-функции) шаблонного элемента 
ME  в виде 

  1ˆ ˆ( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )i ix y z x y z x y z x y z   J
 y j , 1, , 12i   ,  (13) 

где  ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y z x y z  J  – матрица отображения (12) ME  в e . 

С учетом (13) и (7)–(10) выражения для расчета компонент локальных матриц 
принимают вид  
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где detJ  J . 

Техника сборки глобальных матриц из локальных с учетом принципов постро-
ения согласованных глобальных базисных вектор-функций на неконформных сет-
ках описана в работе [17]. 

2. Результаты численных экспериментов 

Сравнительный анализ численных решений, получаемых на регулярных и со-
ответствующих им (т. е. с таким же шагом в областях локального сгущения) 
неконформных сетках, а также сравнительный анализ вычислительной эффектив-
ности проводился для трехмерной многослойной геоэлектрической модели,  
содержащей целевой объект трубочной формы, перекрытый латерально неодно-
родным верхним слоем, в условиях существенного перепада высот рельефа днев-
ной поверхности. Геоэлектрическая модель была построена как результат обоб-
щения результатов интерпретации практических данных аэроэлектроразведки на 
нескольких участках. 

На рис. 1 представлены сечения конечноэлементных сеток плоскостью 
consty  , рассекающей целевой объект и часть неоднородностей верхнего и 

нижнего слоев, для двух групп положений приемно-генераторных установок. На 
рисунках слева показаны конечноэлементные сетки для группы, расположенной 
над целевым объектом – значения координаты x  (направленной вдоль профиля) 
для этих положений лежат в диапазоне от 3160 до 3320 м. На рисунках справа 
показаны сетки для группы положений приемно-генераторной установки, у кото-
рых значения координаты x  лежат в диапазоне от 3650 до 3820 м. При этом в 
верхнем ряду рисунков представлены регулярные сетки, в которых сгущение вы-
полнено в области расположения приемно-генераторных установок группы, а в 
нижнем ряду – соответствующие этим сеткам нерегулярные неконформные сетки, 
в которых в районе расположения приемно-генераторных установок размеры яче-
ек совпадают с размерами ячеек регулярных сеток. 

На рис. 2, а показаны графики сигналов электромагнитного поля, рассчитан-
ные вдоль профиля на различных временах после выключения импульса в источ-
нике: 0.08, 0.12, 0.2, 0.312, 0.6 мс (расчет выполнялся в диапазоне от 0.01 до  
10 мс). При этом светлыми линиями (со значками в виде ромбиков) показаны 
графики сигналов, рассчитанные для модели с целевым объектом (рис. 1), и, для 
сравнения (чтобы показать влияние целевого объекта), темными линиями (со 
значками в виде треугольничков) представлены графики сигналов без целевого 
объекта. На рис. 2 представлены отклонения решений (сигналов в приемнике), 
полученных на нерегулярных сетках, от решений, полученных на соответствую-
щих регулярных сетках, вдоль профиля на пяти рассматриваемых временах для 
модели с целевым объектом. 

Из представленных результатов видно, что отличие численных решений, по-
лученных на регулярных и нерегулярных сетках, не превышает 1.5 %, а в сред-
нем составляет порядка 0.5%. При этом влияние целевого объекта составляет 
порядка 30 %.  
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Рис. 1 – Регулярные (а, б) и соответствующие нерегу- 
 лярные неконформные (в, г) конечноэлементные сетки  

Fig. 1 – Regular (a, b) and corresponding irregular  
             non-conforming (c, d) finite-element meshes 
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Рис. 2 – Графики сигналов аэросистемы вдоль профиля на различных временных кана-
лах для геоэлектрической модели, содержащей целевой объект (светлые кривые с ром-
биками), и не содержащей целевой объект (темные кривые с треугольничками) (а),  
 и графики отклонений решений, полученных на неконформных и регулярных сетках (б) 

Fig. 2. The plots of the aerosystem signals along the profile in different time channels for  
the geoelectrical model with a target object (light curves with rhombus) and without a target 
object (dark curves with triangles) (a) and the deviations of the results obtained on the  
                     non-conforming meshes from the those obtained on the regular ones (b) 

Таким образом, можно заключить, что отклонения решений на регулярных и 
нерегулярных сетках являются несущественными для практики. 

Проанализируем теперь вычислительные затраты, которые требовались для 
получения численного решения на регулярных и нерегулярных сетках. Числен-
ные эксперименты проводились на четырехъядерном компьютере с процессо-
ром Intel Core i7-3770K CPU 3.5 ГГц и 16 Гб оперативной памяти. В табл. 1 и 2 
приведены характеристики конечноэлементных сеток (число степеней свободы 
для нерегулярной сетки определяется количеством нетерминальных ребер в 
ней) для различных групп, которые отличаются местоположением и количе-
ством одновременно рассчитываемых положений приемно-генераторных уста-
новок, и соответствующее время счета для группы в целом и в пересчете на од-
но положение. Заметим, что приведенные в таблицах значения времени, требуе-
мые для расчета одного положения, получены делением общего времени счета 
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на количество положений в группе. При этом расчет для группы, фактически 
содержащей одно положение, требует существенно больше времени и в среднем 
составил для регулярных сеток 503 с, а для нерегулярных – 66.5 с. Этот факт 
свидетельствует о том, что при использовании прямого решателя оптимальное 
группирование по пространству позволяет снизить вычислительные затраты 
более чем на порядок.  

Особо заметим, что при использовании эффективных итерационных решате-
лей вычислительные затраты, требуемые на расчет даже одного положения при-
емно-генераторной установки, в 2–3 раза выше, чем при использовании прямого 
решателя с группированием по временам (причем при использовании итерацион-
ных решателей шаг сетки по времени увеличивали плавно, и поэтому в ней было 
примерно в 1.5–2 раза меньше временных слоев). 

В табл. 1 и 2 представлены вычислительные затраты для трех групп положе-
ний приемно-генераторной установки с существенно различающимся числом по-
ложений в группе (43, 33, 19). Сравнительный анализ этих вычислительных затрат 
позволяет сделать вывод, что использование неконформных сеток дает возмож-
ность сократить вычислительные затраты в 8–9 раз по сравнению с использовани-
ем регулярных сеток. 

Таблица 1 / Table 1 

Размеры регулярных сеток и вычислительные затраты для них 

The sizes of regular meshes and the computational costs  

№ группы 
Число 
узлов 

Число степеней 
свободы 

Количество 
положений 
в группе 

Общее время 
расчета  
группы, с 

Время расчета 
на одно  

положение, с 
17 215 025 634 108 43 2046 47.6 
23 202 616 597 202 33 1825 55.3 
24 170 240 501 184 19 1103 58 

 

Таблица 2 / Table 2 

Размеры неконформных сеток и вычислительные затраты для них 

The sizes of non-conforming meshes and their computational costs 

№ группы 
Число 
узлов 

Число степеней 
свободы 

Количество 
положений 
в группе 

Общее время 
расчета  
группы, с 

Время расчета 
на одно  

положение, с 
17 34 610 84 092 43 235 5.5 
23 34 080 82 129 33 201 6.1 
24 32 266 78 607 19 141 7.4 

Заключение 

Вычислительные эксперименты, проведенные для геоэлектрической модели, 
типичной для условий применения технологий аэроэлектроразведки, показали, 
что применение неконформных сеток с ячейками гибкой (адаптирующейся под 
изогнутые границы изучаемой среды) формы совместно с пространственно-
временным группированием подзадач и использованием прямых решателей 
СЛАУ позволяет сократить вычислительные затраты практически на два порядка: 
более чем на порядок за счет группирования подзадач и почти на порядок за счет 
использования нерегулярных (неконформных) сеток. При этом вычислительные 
затраты на расчет сигналов для одного положения приемно-генераторной уста-
новки с использованием рассмотренных в данной работе методов примерно  
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в 30 раз ниже по сравнению с приведенными в работе [18], где применялось  
только группирование по времени, а в качестве ячеек гибкой формы были исполь-
зованы тетраэдры (для описания рельефа поверхности Земли).  

Полученные результаты делают возможным создание вычислительно эффек-
тивных процедур 3D-обработки данных аэроэлектроразведки, позволяющих вы-
являть в существенно неоднородных средах локальные поисковые объекты, даю-
щие относительно небольшие отклики. 
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The paper is devoted to the development of methods of numerical 3D modeling of airborne 
electromagnetic technologies, which make it possible to increase the computational effectiveness 
of solving the corresponding direct problems in complex geological media with incurved surfaces 
of layers and local inhomogeneities when the number of transmitter-receiver positions is very big, 
about several thousands. The methods are based on the use of non-conforming hexahedral non-
rectangular cells which allow a highly accurate description of incurved surfaces of the medium 
studied, space-time grouping of the problems, and direct solvers of linear algebraic equation sys-
tems. We present a comparative analysis of the numerical solutions obtained on regular and corre-
sponding (with the same step-size in the subdomains of local refinements) non-conforming me-
shes, as well as a comparative analysis of computational effectiveness for the 3D multilayered 
geoelectrical model containing a target object which has a tube-like shape and is covered by a 
lateral inhomogeneous layer under significant changes in height of the surface relief. Numerical 
experiments are performed for the geoelectrical model, which is typical of the application of  
airborne electromagnetic technologies. The results of these experiments show that the methods 
proposed make it possible to lower computational costs approximately by two orders – more than 
an order due to grouping the problems and approximately by an order due to the use of non-
regular non-conforming meshes. 
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Рассматривается возможность компенсации емкостных токов короткого замыкания с 

помощью полупроводникового преобразователя в сети среднего напряжения с изолирован-
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переменных для анализа электрических процессов, происходящих в различных режимах 
сети. Математическая модель преобразователя представлена с помощью коммутационных 
функций в виде эквивалентных управляемых источников несинусоидального тока. В каче-
стве примера рассмотрен режим однофазного «металлического» короткого замыкания с 
компенсацией емкостного тока. Получены аналитические соотношения для токов сети в 
режиме короткого замыкания с преобразователем. 
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Введение 

В нормальном режиме работы потенциал нейтральных точек относительно 
земли равен нулю и не влияет на величину линейных напряжений, а следователь-
но, и на работу потребителей [1]. В аварийных режимах работы технические и 
экономические показатели электрических сетей зависят от способа заземления 
нейтрали. Режимы нейтрали непосредственно влияют на такие параметры и про-
цессы, как стоимость изоляции линии и оборудования, стоимость заземляющих 
устройств, возможность распространения повреждения на оборудование нагрузки 
при однофазных замыканиях на землю, надежность электроснабжения, возмож-
ность возникновения в сети опасных феррорезонансных и резонансных процес-
сов, условия безопасности обслуживания электроустановок, реализацию и функ-
ционирование устройств защиты от замыканий на землю [2], величину тока в ме-
сте повреждения при однофазном замыкании на землю. 

В мировой практике используются следующие способы заземления нейтрали 
сетей среднего напряжения: 

 изолированная (незаземленная); 
 глухозаземленная (непосредственно присоединенная к заземляющему конту-

ру); 
                                                           

Исследование выполнено при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках 
ФЦП «Исследования и разработки по приоритетным направлениям развития научно-
технологического комплекса России на 2014–2020 годы» (Соглашение о предоставлении 
субсидии № 14.577.21.0198, уникальный идентификатор ПНИЭР – RFMEFI57715X0198). 



АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ… 81 

 заземленная через дугогасящий реактор; 
 заземленная через резистор (низкоомный или высокоомный); 
 комбинированное заземление (через дугогасящий реактор и резистор). 
В российской энергетике в режиме изолированной нейтрали работают сети 6, 

10 и 35 кВ. Наиболее экономически выгодным режимом для сетей 6–35 кВ явля-
ется режим изолированной нейтрали за счет возможности работы таких сетей в 
условиях однофазного короткого замыкания. Сети с напряжением 110 кВ и выше 
работают в режиме глухозаземленной нейтрали и отключаются в случае коротко-
го замыкания устройствами релейной защиты. 

Несмотря на возможность работы сети с изолированной нейтралью в условиях 
короткого замыкания, существует ряд причин, по которым режим однофазного 
замыкания на землю должен быть устранен: 

 вероятность возникновения двухфазного короткого замыкания по причине 
увеличения напряжений на неповрежденных фазах до величины линейных  

(в 3  раз); 
 вероятность поражения электрическим током людей, находящихся вблизи 

точки замыкания (напряжение шага и касания); 
 вероятность протекания однофазного короткого замыкания в виде электри-

ческой дуги, с дополнительными перенапряжениями и повреждениями оборудо-
вания. 

Для устранения описанных проблем применяют режимы компенсированной 
нейтрали с заземлением через дугогасящий реактор или резистор. Однако, как 
показал опыт эксплуатации, заземление нейтрали через дугогасящий реактор об-
ладает рядом недостатков, таких как: 

 возникновение дуговых перенапряжений при значительной расстройке 
компенсации реактора; 

 наличие механических частей, требующих постоянного обслуживания и 
отсутствие автоматических регуляторов для управления; 

 большой расход электротехнических материалов (медь, электротехниче-
ская сталь), большие масса и габариты; 

 необходимость применения специального устройства для генерации тесто-
вых напряжений на нейтрали трансформатора (для определения величины теку-
щей емкости). 

В случае заземления нейтрали через высокоомный или низкоомный резистор 
главным недостатком является отключение присоединения при возниконовении 
короткого замыкания. В последнее время популярным является комбинированное 
заземление нейтрали сети, но, как показано в [3], такое заземление не снижает 
уровень дуговых перенапряжений в сети в сравнении с заземлением через дугога-
сящий реактор, но обладает всеми недостатками описанных способов заземления. 

Перечисленные недостатки указывают на то, что применяемые способы зазем-
ления нейтрали не отвечают современным технико-экономическим требованиям. 
Одним из перспективных направлений является исследование заземления нейтра-
ли через полупроводниковый преобразователь. В публикациях [4, 5] делаются 
первые шаги для перехода сетей среднего напряжения к заземлению нейтрали 
через устройства силовой электроники. Структурная схема включения полупро-
водникового преобразователя представлена на рис. 1. При возникновении корот-
кого замыкания на землю полупроводниковый преобразователь генерирует ток 
нулевой последовательности индуктивного характера, который компенсирует ем-
костную составляющую тока замыкания [6–9]. 
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Рис. 1 – Структурная схема устройства 

Fig. 1 – Block diagram of the device 

В данной статье анализируется возможность компенсации емкостного тока ко-
роткого замыкания полупроводниковым преобразователем. Для анализа предлага-
ется математическая модель сети с преобразователем, на основании которой по-
лучены аналитические выражения переходных процессов для токов в режиме ко-
роткого замыкания и в установившемся режиме. 

1. Математическая модель сети с изолированной нейтралью 

Математическая модель сети с изолированной нейтралью сформирована в ба-

зисе фазных переменных [ ]F a b c
  

. В сетях с изолированной нейтралью 

провода воздушных и кабельных сетей трехфазной системы связаны с землей че-
рез емкости и активные сопротивления изоляции, распределенные по длине ли-
нии. Параметры схемы замещения для получения предварительных результатов 
выбраны сосредоточенными. Эквивалентная схема сети с изолированной нейт-
ралью представлена в виде источников трехфазного напряжения , ,a b ce e e  

(например, понижающий или повышающий трансформатор с соединением обмо-
ток в звезду или треугольник) с внутреннем индуктивным и и и, ,a b cL L L  и актив-

ным и и и, ,a b cr r r  сопротивлением, л л л,  ,  a b cС С С  – емкость кабеля относительно 

земли, л л л, ,a b cL L L  – индуктивное сопротивление кабеля, л л л, ,a b cr r r  – актив-

ное сопротивление кабеля. В общем случае к сети подключено n нагрузок, пред-
ставленных в виде противоЭДС  н1 ... н ,a a ne e  н ... н ,b b ne e  н ... нc c ne e  и комплексных 

сопротивлений индуктивного или емкостного характера н ... н ,a a nz z  н ... н ,b b nz z  
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н ... н .c c nz z  Эквивалентная схема сети с изолированной нейтралью с n количеством 

нагрузок изображена на рис. 2 (активные сопротивления источника и кабеля 
представлены в индуктивностях).  
 

 

Рис. 2 – Эквивалентная схема сети с изолированной нейтралью 
Fig. 2 – Network equivalent circuit with an isolated neutral 

Для составления математической модели в векторной форме были использо-
ваны уравнения по законам Кирхгофа [10]. Эквивалентная схема (рис. 2) на осно-
вании законов Кирхгофа описывается следующей системой дифференциальных 
уравнений в матричном виде: 
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В случае металлического короткого замыкания одна из емкостей заменяется 
перемычкой (рис. 3). В результате одна из фаз оказывается под потенциалом зем-

ли, а нейтраль – под фазным напряжением. Ток короткого замыкания ig проходит 
через точку короткого замыкания и через емкости неповрежденных фаз возвраща-
ется в источник и нагрузку. В результате происходит перераспределение потенци-
алов (рис. 4) и токов в системе, но линейное напряжение нагрузки не изменяется и 
потребитель не чувствует изменений. 

 

 

Рис. 3 – Эквивалентная схема сети с изолированной нейтралью в режиме короткого  
замыкания 

Fig. 3 – Network equivalent circuit with an isolated neutral in the short-circuit mode 

Для режима короткого замыкания в уравнениях (1)–(3) необходимо сделать 
замену на 
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                                а                                                                     б 

Рис. 4 – Векторные диаграммы до (а) и после (б) короткого замыкания 

Fig. 4. Vector diagrams before (а) and after (b) short circuit 

2. Математическая модель преобразователя и сети с преобразователем 

Статический преобразователь электрической энергии представлен в виде эк-
вивалентных управляемых источников несинусоидального напряжения (рис. 5).  

 

 
Рис. 5 – Эквивалентная схема сети со статическим преобразователем  

Fig – 5.The network equivalent circuit with a static converter  

Преобразователь электрической энергии можно описать как 

  и ( ) ( ) 1 ( ) ,
2 2

F F FUd Ud
t t t  E Γ Γ    (5) 

где 
и

и и

и

a
F

b

c

e

e

e

 
   
  

E  – вектор напряжений эквивалентных управляемых источников; 

a
F

b

c

 
   
  

Γ  – коммутационная вектор-функция; 
2

Ud
 – напряжение на конденсато-

ре (см. рис. 1). 
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Коммутационные функции определяются следующим образом: 
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U  – вектор модулирующих напряжений; ( )opU t  – опорное напря-

жение пилообразной формы. 
В установившемся режиме коммутационные функции могут быть представле-

ны в виде рядов Фурье. 
Эквивалентная схема замещения (рис. 5) на основании законов Кирхгофа опи-

сывается в матричном виде  следующей системой дифференциальных уравнений: 
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Статический преобразователь создает ток нулевой последовательности, рав-

ный 1/3 суммы токов вектора FI  в противофазе току короткого замыкания gi  

(см. рис. 3). Для решения системы уравнений (5)–(7) можно применить любой из 
известных методов решения дифференциальных уравнений. Решение полученных 
систем уравнений для режимов работы сети с преобразователем и без преобразо-
вателя выполнено при следующих допущениях: 

 параметры схемы замещения одной величины во всех фазах; 
 сеть работает в режиме холостого хода (при рассмотрении процесса корот-

кого замыкания подключение нагрузки влияет лишь в частных случаях, в несим-
метричных режимах работы, которые необходимо рассматривать отдельно); 

 система питающих напряжений симметрична и синусоидальна; 
 элементы схемы замещения линейны; 
 преобразователь представлен в виде синусоидальных источников тока. 
Схема замещения при принятых допущениях изображена на рис. 6. 
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Рис. 6 – Эквивалентная схема замещения для расчета 

Fig 6. – An equivalent circuit for calculating 

Для решения систем уравнений был использован операторный метод расчета 
[11]. Решение уравнений (1)–(4) для тока короткого замыкания и сетевых токов 
выглядит следующим образом:  
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(10) 

где mU  – амплитуда сетевого напряжения; L, C, r – эквивалентные индуктив-

ность, емкость и активное сопротивление сети; f – частота сети; s – оператор 
Лапласа. 

Графики оригиналов токов, полученных из соотношений (8)–(10), изображены 
на рис. 7. 

В качестве эквивалентных параметров L, C, r – индуктивность, емкость и ак-
тивное сопротивление сети были использованы параметры кабеля на рабочее 
напряжение 10 кВ длиной 5 км. В момент короткого замыкания присутствует вы-
сокочастотный переходной процесс, обусловленный резонансными процессами 
между емкостью и индуктивностью сети. 

Решение системы уравнений (7) операторным методом для сетевых токов при 
принятых ранее допущениях выглядит следующим образом:  
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Рис. 7 – Фазные токи сети в режиме короткого замыкания и ток в месте короткого  
замыкания  

Fig. 7 – Network phase currents in the short-circuit mode and the current in the short-circuit  
location 
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где mU  – амплитуда сетевого напряжения; mI  – амплитуда источников тока;  

L, C, r – эквивалентная индуктивность, емкость и активное сопротивление сети;  
f – частота сети; s – оператор Лапласа. 

По отношению к уравнениям (8)–(10) видно, что в уравнениях (11)–(13) по-
явилась часть от тока Im, компенсирующая емкостный ток короткого замыкания и 
выравнивающая сетевые токи. 

Графики оригиналов токов, полученных из соотношений (11)–(13), изображе-
ны на рис. 8 и 9 с момента времени 0,055 с. 
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Рис. 8 – Фазные токи сети в режиме короткого замыкания  

Fig. 8 – Network phase currents in the short-circuit mode  
 

0 5 10
3 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08

25

20

15

10

5

0

5

10

15

20

25

ig t( )

t

ig(t)

t  

Рис. 9 – Ток в месте короткого замыкания  

Fig. 9 – Current in the short-circuit location  

В момент времени 0,02 с происходит короткое замыкание, а в момент времени 
0,055 с происходит подключение преобразователя, и после переходного процесса 
ток короткого замыкания становится равным нулю, а сетевые токи выравнивают-
ся. При расчете дифференциальных уравнений преобразователь моделировался 
как источник тока, однако при необходимости гармонический состав можно 
учесть (согласно уравнениям 5, 6), не учтен переходной процесс регулятора пре-
образователя. 

Решение дифференциальных уравнений операторным методом удобно для 
расчета переходных процессов, однако для построения зависимости тока коротко-
го замыкания от тока преобразователя в установившемся режиме удобней полу-
чить выражения в символической форме записи [12]. В символической форме за-
писи выражение для тока короткого замыкания в установившемся режиме выгля-
дит следующим образом: 
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где mU  – амплитуда сетевого напряжения; mI  – амплитуда источников тока; L, 

C, r – индуктивность, емкость и активное сопротивление сети; f – частота сети;  
j – мнимая единица. 

Вторая часть уравнения определяет величину тока короткого замыкания, а пер-
вая – добавку от тока нулевой последовательности преобразователя. Выражение 
(14) показывает, что при любом токе короткого замыкания можно найти величину 

mI , при которой происходит компенсация тока короткого замыкания. Выразив 

mI  из выражения (14), можно аналитически вычислить необходимую величину 

тока компенсации: 
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j , (15) 

где gI


 – комплекс тока короткого замыкания. 

Для наглядности, построена зависимость амплитуды тока короткого замыкания 
от величины амплитуды тока фазы преобразователя (14), изображенная на рис. 10.  
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Рис. 10 – Зависимость тока короткого замыкания от величины тока фазы  

преобразователя 

Fig. 10 – Dependence of the short-circuit current on the value of the phase  
current of the converter 

Из рисунка видно, что зависимость имеет явно выраженный резонансный  
характер и очевидно, что для полной компенсации емкостного тока необходима 
точная величина тока нулевой последовательности. Очевидно, что при нулевом 
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токе компенсации ток короткого замыкания имеет номинальное значение  
(рис. 6–8). Таким образом, дискретность управления дугогасящими реакторами не 
позволяет обеспечить полную компенсацию тока короткого замыкания. 

Заключение 

Применение статического преобразователя в сетях с изолированной ней-
тралью позволяет решить задачу компенсации емкостного тока без отключения 
потребителей. Получено выражение для аналитического вычисления величины 
тока компенсации. Применение статического преобразователя позволяет создать 
универсальное устройство для компенсации емкостного тока, обладающее высо-
ким быстродействием, надежностью и низкими массогабаритными показателями 
в сравнении с дугогасящими реакторами. Представленная математическая модель 
сети с преобразователем позволяет проанализировать электромагнитные процес-
сы в сети и оценить влияние преобразователя на эти процессы, а также при необ-
ходимости провести гармонический анализ искажений вносимых преобразовате-
лем, выбрать выходной фильтр для минимизации этих искажений. 
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Во многих реальных задачах обнаружения и различения сигналов априорно неопреде-

ленными являются как форма распределения шума, так и ряд параметров сигналов и по-
мех. Поэтому в настоящее время практическое применение находят те алгоритмы, у кото-
рых показатели качества оказываются устойчивыми к изменению сигнально-помеховой 
обстановки. Устойчивость алгоритма к ряду дестабилизирующих факторов может быть 
обеспечена на этапе синтеза. Однако в большинстве случаев на этапе синтеза алгоритма не 
удается обеспечить независимость средних потерь от распределения шума, вследствие чего 
возникает необходимость оценки устойчивости средних потерь алгоритмов в условиях 
непараметрической априорной неопределенности. Такую устойчивость принято называть 
робастностью. В настоящей работе предлагается коэффициент асимптотической робастно-
сти, с помощью которого можно оценить устойчивость асимптотических алгоритмов к 
изменению плотности распределения вероятностей шума. Данный коэффициент представ-
ляет собой относительную меру помехоустойчивости алгоритма при некотором распреде-
лении 1p  по сравнению с помехоустойчивостью при распределении 2p  и может быть ис-

пользован для обоснования выбора алгоритма при решении конкретных задач. 
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Введение 

Качество обработки сигналов зачастую определяется не только собственными 
шумами приемного устройства системы, но и внешними помехами. Например, 
помехами множественного доступа в многопользовательских системах связи, об-
щими и селективными замираниями сигнала в канале передачи, мешающими сиг-
налами от сторонних систем, умышленными помехами различного типа. В ре-
зультате распределение наблюдаемых данных характеризуется высоким уровнем 
априорной неопределенности.  

Для решения проблемы априорной неопределенности многими авторами 
предложены самые различные параметрические и непараметрические подходы. 
Чаще всего априорная неопределенность преодолевается не на этапе синтеза ал-
горитма обнаружения и различения сигналов, а эвристически. Особое внимание в 
литературе в последнее время уделяется построению робастных алгоритмов, эф-
фективность которых остается приемлемой при отклонении распределения 
наблюдаемых данных от использованного на этапе синтеза. Под робастностью 
алгоритма понимается его свойство сохранять в определенных пределах показа-
тели качества в условиях априорной неопределенности сигнально-помеховой об-
становки. В основу робастных алгоритмов положена, как правило, идея нелиней-
ного безынерционного преобразования наблюдаемых данных [1]. Так как совре-
менные радиотехнические и телекоммуникационные системы используют сигна-
лы с большой базой, то зачастую при синтезе алгоритмов обнаружения и различе-
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ния сигналов используют асимптотический подход [2, 3]. Во всех случаях для 
оценки эффективности предложенных алгоритмов требуется их сравнение друг с 
другом и с оптимальным при различных распределениях наблюдаемых данных. 
Для этого авторы обычно используют два подхода: статистические испытания 
алгоритма (моделирование на ЭВМ) и асимптотический анализ. При первом под-
ходе из-за ограничений вычислительной мощности современных компьютеров 
практически невозможно получить характеристики алгоритмов при малых уров-
нях значимости или вероятностях ошибочных решений. При втором подходе, хо-
тя он и оправдан при использовании сигналов с большой базой, часто возникают 
непреодолимые математические трудности. Кроме того, в работах [2, 3] для оцен-
ки эффективности алгоритмов предложено использовать коэффициент асимпто-
тической относительной эффективности, с помощью которого оценивается своего 
рода «расстояние» между характеристиками помехоустойчивости двух алгорит-
мов, имеющих одинаковый уровень значимости. Один из этих алгоритмов высту-
пает в роли базового алгоритма, с которым сравнивается исследуемый алгоритм. 
Но все перечисленные подходы не дают ответа на вопрос: какова степень робаст-
ности предложенного алгоритма? Насколько он устойчив к изменению вида рас-
пределения шума? В настоящей работе предлагается количественная мера асимп-
тотической робастности алгоритмов с безынерционным преобразованием наблю-
даемых данных – коэффициент асимптотической робастности. Данный коэффи-
циент может быть использован для обоснованного выбора алгоритма при реше-
нии конкретных задач. В качестве примера приводится анализ робастности пред-
ложенных авторами ранее в работах [4, 5] асимптотически робастных инвариант-
ных алгоритмов обнаружения сигналов. 

1. Исходные посылки для анализа алгоритма 

Рассмотрим типичную для практики задачу обнаружения и различения сигна-
лов на фоне аддитивного стационарного шума. Выборка из шума считается неза-
висимой с маргинальной (одномерной) плотностью распределения вероятности 
(ПРВ), отличной в общем случае от плотности распределения Гаусса. ПРВ 
наблюдаемой выборки 1( , , )nx xx   в отсутствие сигнала принадлежит семей-

ству распределений 

  0,
1

1
= ( ), ( ) , (0, )

n
i

n n
i

x
w p t p t w



             
P x ,  (1) 

а при наличии k -го сигнала, 1, ,k m  , – семейству распределений 

 
 

   
,

0,

, , ( ) ,

, (0, ), ,

k n n n n

k
n n

w w

w

       

     

P x θ x S θ

P θ
  (2) 

где ( )p t  – плотность распределения вероятностей шума; ( )w t  – распределение 

с единичным масштабом, принадлежащее некоторому заданному множеству 
распределений; W  – модели непараметрической априорной неопределенности;  

  – параметр масштаба; ( )n S θ  – сигнальный вектор; n n   , (0, )   – 

энергетический параметр сигнала;   nS θ , ( )

1
( )  

N





 S θ S , 

1, , N    θ  – неэнергетический параметр сигнала с нормой 1θ ; 
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( ) ,  1, ...,k k m  , – непересекающиеся множества значений параметра θ , m – 

число альтернатив при наличии сигнала;   ( )( ) ( )
1 , , ,  1, ...,nS S N   S   – 

ортогональный базис сигнала. 
Априорно неопределенными могут быть вид ПРВ ( )w t , а также значения па-

раметров   и  . Задача обнаружения и различения сигнала формулируется как 
задача проверки следующих гипотез: 

 
 

0 :  0,  (0,   (сигнала нет); 

:  0,  (0, ,  , 1, ...,  (присутствует -й сигнал).k
k

H

H k m k

       

     
 (3) 

Алгоритм обнаружения и различения сигналов зададим решающими функци-

ями ( ) ( )k
n x , которые представляют собой вероятности принятия решения в поль-

зу гипотез kH . В связи с тем, что совокупность всех выносимых решений обра-

зуют полную группу событий, вероятность принятия решения об отсутствии сиг-

нала (0) ( )

1
( ) 1 ( )

m
k

n n
k

   x x . 

Будем полагать, что качество алгоритма оценивается суммарными средними 

потерями 
1

( ) ( )
m

k
k

      при заданном уровне   вероятности ложной тревоги, 

где ( )k   – средние потери при справедливости гипотезы kH , причем функция 

( )   является монотонной функцией своих аргументов. 

ПустьF  – множество функций безынерционного преобразования наблюдае-
мой выборки. Решающие функции алгоритма выразим через векторные статисти-

ки      ,( ), ( ), , 1, , ,  ( )n nf t f t N f t      ξ x x F , компоненты которых 

определены в форме 

   ( )
,

1

1
( ), ,  1, ...,

n
i

n i
i

x
f t S f N

n





       
x , (4) 

причем в асимптотике при n   статистика (4) имеет распределение Гаусса. 
Будем полагать, что все функции ( )f t  множества F  удовлетворяют следую-

щим условиям: 
а) в отсутствие сигнала предельным распределением статистики (4) является  

N-мерное распределение Гаусса с конечным средним  (0) ( )f ta  и корреляционной 

матрицей  2 ( )w f t R I , где дисперсия     22 ( ) M ( ) ( ) ( )w wf t f t m f t w t     , 

   ( ) M ( ) ( )wm f t f t w t . Здесь и в дальнейшем I  – единичная матрица размера 

N N , M   – оператор математического ожидания;  

б) при наличии сигнала с параметрами   и θ  у предельного распределения 

статистики (4) матрица R  не изменяется, а векторное среднее  (1) ( )f t a  

   (0) ( ) ( )wf t f t
   


a θ , где    ( ) M ( ) ( )w f t f t w t   . 
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Дополнительно считаем также, что выполнены условия, обеспечивающие сле-
дующие сходимости по вероятности: 

      ( ), ( ) 0 ( )n nf t f t f t    ξ x ξ x F , (5) 

где статистика    ( ) ( ),  ( )n n nf t f t    ξ x ξ x x


.  

В общем случае  (0) ( ) 0f t a , что приводит к смещению распределения ста-

тистики (4). Тем самым необходимы специальные меры для обеспечения равен-

ства  (0) ( ) 0 f t a при всех ( )f t F . 

В соответствии с (4) и (5) компоненты вектора  (0) ( )f ta  имеют вид 

     ( )

1
( ) 1 ( )

n

wi
i

a f t n S m f t



  , где в общем случае среднее  ( ) 0wm f t  . 

Поэтому для выполнения условия  (0) ( ) 0 ( )f t f t  a F  требуется, чтобы 

  ( )

1
1 0 1, ,

n

i
i

n S N


    . 

При произвольной функции ( )f t F  величина       ( ) Mw f t f t w t    мо-

жет быть как положительной, так и отрицательной. В связи с этим величина 

 ( )w f t  при всех ( )f t F  представляется в форме  ( )w f t   

   sgn ( ) ( )w wf t f t      , где sgn( )t  – знаковая функция. В случае  (0) ( )f t a  

0 ( )f t  F  среднее предельного распределения статистики (4) выражается в 

виде    ( ) ( )wf t f t
  


a θ , где  sgn ( )w f t   θ θ . 

Множеству F  принадлежат многие функции безынерционного преобразова-
ния наблюдаемой выборки, в частности логарифмические производные распреде-
лений шума с конечной информацией Фишера.  

Замечая, что компоненты базисных векторов ( )S на практике всегда ограни-
чены и принимая во внимание ортонормированность этих векторов, можно с по-
мощью центральной предельной теоремы Линденберга и формулы Тейлора уста-
новить, что условия a и b выполняются при следующих посылках. 

Функции ( )f t F  имеют непрерывные почти всюду производные ( )f t  и 

( )f t . Производные ( ), ( )f t f t   равномерно ограничены: ( )f t C  , ( )f t C   

при всех ( , )t   , C   . 

Функции ( )f t F  удовлетворяют условию  20 M ( ) ( )f t w t   . Перечис-

ленные посылки достаточны также для сходимости (4), если смещение  (0) ( )f ta  

устраняется. 

Благодаря сходимости (5) статистики   ( ),n f t ξ x  и   ( )n f tξ x  имеют об-

щее предельное распределение. Поэтому в случае  (0) ( ) 0f t a  предельным рас-

пределением статистики   ( )n f tξ x  является N-мерное распределение Гаусса с 
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корреляционной матрицей  2 ( )w f t R I  и векторным средним  ( )f t a  

 ( )w f t   θ , где   =  и  sgn ( )w f t   θ θ .  

В работе [6] показано, что решающие функции алгоритма обнаружения и раз-
личения сигналов с функцией преобразования наблюдаемых данных ( )f t F  

представляются в форме 
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где оценка сигнального параметра  
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множество  ( ) ( ) k k     θ θ θ ;  , ( )С f t  – пороговая константа, обеспе-

чивающая заданный уровень вероятности ложной тревоги. Причем асимптотиче-
ские потери алгоритма монотонно убывают с ростом величины 

      ( ) ( ) ( )w w wh f t f t f t      . (8) 

Таким образом, потери могут быть выражены как 

    | ( ) ( )wf t Q h f t       , (9) 

где ( )Q   – единая для всех алгоритмов монотонно убывающая функция. Этот 

факт позволяет оценивать эффективность алгоритмов на основе сравнения вели-
чин  ( )wh f t  . 

2. Количественная мера робастности алгоритмов обнаружения  
и различения сигналов 

Выделим алгоритм с безынерционным преобразованием ( )f t F  наблюдае-

мой выборки и определим, каким должно быть соотношение значений энергетиче-
ских параметров сигнала, чтобы обеспечить одинаковость асимптотических сред-
них потерь при разных плотностях 1 1( ) (1/ ) ( / )p t w t    и 2 2( ) (1/ ) ( / )p t w t    
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распределения шума. Здесь 1( )w t  и 2 ( )w t  – распределения с единичным масшта-

бом, которые принадлежат некоторой модели W . Пусть   и   – корни урав-

нений 
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Тогда с учетом равенства      1 2
, ,w wh f t h f t     и монотонности функ-

ции  Q   получим 
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Отношение     показывает то изменение энергетического параметра  , 

которое необходимо для поддержания заданного уровня асимптотических сред-
них потерь при замене плотности 1w  на плотность 2w . В соответствии с (11) ко-

эффициент асимптотической робастности (КАР) выражается в форме 

 
   
   

1 2
1 2

2 1

,

( ) ( )
.

( ) ( )

w w
Rw w

w w

f t f t
K

f t f t

 


 
 (12) 

Пусть W – множество плотностей распределения шума, в пределах которого 
требуется исследовать робастность алгоритма, оптимального для распределения 

1( )w t . В соответствии с (12) алгоритм считается робастным в пределах данного 

множества, если 
1 2, 21 ( )Rw wK w t  W , т. е. его характеристики для всех рас-

пределений из класса W  будут не хуже, чем для распределения 1( )w t . Учиты-

вая, что минимальные асимптотические потери при распределении шума ( )w t  

имеют место при функции нелинейного преобразования ( ) ( )wf t t   [6],  

где 
( )

( ) ln ( )
( )w

d w t
t w t

dt w t


      и что    ( ) ( )w w w w wt t I     , wI   

2 ( ) ( )w t w t dt



   – информация Фишера, получим  

1 2
2

1
,

w
Rw w

w

I
K

I
 . 

Таким образом, алгоритм, оптимальный для распределения 1( )w t , является 

робастным для тех распределений шума, у которых информация Фишера 

2 1w wI I , причем с увеличением значения 2wI  его коэффициент робастности 

уменьшается. 
Предложенная количественная мера робастности алгоритмов – коэффициент 

асимптотической робастности позволяет оценить степень робастности прак-
тически любых асимптотических алгоритмов и выявить возможности их опти-
мизации. 
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3. Пример использования коэффициента асимптотической робастности 
для оценки робастности алгоритмов 

В качестве примера оценим степень робастности предложенного авторами ра-
нее в [6] асимптотически робастного инвариантного (АРИ) алгоритма. По методу 
синтеза данный алгоритм является асимптотически оптимальным инвариантным 
алгоритмом, оптимальным для плотности 0 ( )w t  наименее благоприятного рас-

пределения с минимальной информацией Фишера 0wI  на множестве приближен-

но конечных распределений qW , которое представляет собой модель непарамет-

рической априорной неопределенности шума, q  – параметр модели. В связи с 

этим КАР АРИ-алгоритма выражается в виде 

 
 

 
0 0

0

0

,

( )
,  ( )

( )

w w w
Rw w q

w w

t I
K w t

t

 
  

 
W . (13) 

В соответствии с неравенством    0 0 0
( ) ( )  ( )w w w w wt t I w t      W  

из выражения (13) следует, что 

 
0, 1 ( )Rw w qK w t  W . (14) 

Согласно неравенству (14) АРИ-алгоритм обладает свойством робастности на 
всем множестве qW . Причем характеристика помехоустойчивости  0| ( )w t   

алгоритма является при всех значениях ( )   верхней границей характеристи-

ки помехоустойчивости  | ( )  w t  при каждой плотности ( ) qw t W . Это ожида-

емый результат ввиду оптимальности АРИ-алгоритма по минимаксному критерию. 
Найдем численные значения коэффициента робастности АРИ-алгоритма, па-

раметр модели qW  примем равным 0.8q  . Распределения шума представим 

классами обобщенных распределений Гаусса и ε-загрязненных распределений. 
Плотность распределения вероятностей обобщенного распределения Гаусса 

имеет вид 

 
 

( ) exp
2 (1/ ) (3 / ) 1 (1/ ) (3 / )

t
w t

        
             

. (15) 

Варьируя параметр ,  можно в достаточно широких пределах изменять форму 
распределения. Например, при 2   выражение (15) задает гауссовское распре-
деление, при 1   – двустороннее распределение Лапласа. При 2   распреде-
ление (15) имеет более тяжелые хвосты, чем гауссовское распределение.  

ε-загрязненное распределение представляет собой смешанную модель шума с 
ПРВ: 

 2 21 1 1 1
( ) (1 ) exp exp ,

2 22 2
cp t t t

            
    

 (16) 

его дисперсия зависит от параметров   и   и равна 2 1c      . 

В табл. 1 приведены результаты расчета 
0 ,Rw wK  для распределений (15) и (16) 

при различных значениях параметров   и  . 
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Таблица 1 / Table 1 

Обобщенное распределение Гаусса 

 2 1.4 1 0.6 

0 ,Rw wK


, дБ –4.49E-5 –2.1E-3 –0.01 –0.03 

ε-загрязненное распределение 

 0 0.05 0.1 0.15 

0 ,Rw wK


, дБ –4.49E-5 –1.92E-4 –1.72E-3 –6.60E-3 

 
Выполненное исследование показывает, что для АРИ-алгоритма

0, 0Rw wK  дБ, 

т. е. характеристики помехоустойчивости при различных плотностях ( ) qw t W  

группируются около верхней границы. Это свидетельствует о высокой степени 
робастности АРИ-алгоритма на множестве qW . 

На практике в коммуникационных приложениях эффективность алгоритмов 
обнаружения и различения сигналов оценивается в зависимости от отношения 
сигнал/шум. В связи с этим возникает необходимость оценить изменение отноше-
ния сигнал/шум, требуемое для поддержания заданного уровня средних потерь, 
при разных ПРВ шума. 

Рассмотрим средние потери алгоритма с функцией преобразования ( )f t F  

при двух ПРВ шума: 1 1 1 1( ) (1 ) ( )p t w t    и 2 2 2 2( ) (1 ) ( )p t w t   . Следует от-

метить, что 1( )w t  и 2 ( )w t  – распределения с единичным масштабом, которые 
принадлежат некоторому, заранее определенному классу распределений W , од-
нако дисперсии распределений 1( )w t  и 2 ( )w t  в общем случае не равны единице и 

не равны между собой. Пусть параметры масштаба 1  и 2 выбраны так, чтобы 

дисперсии распределений 1( )p t  и 2 ( )p t  были одинаковы: 

 
1 1 2 2

2 2
1 2p w p wD D D D     , (17) 

где 
1wD  и 

2wD  – дисперсии распределений 1( )w t  и 2 ( )w t . 

Решив уравнения  
1

, ( )pQ h f t    
  и  

2
, ( ) ,pQ h f t    

  получим 

 
   
   

1 2

2 1

2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

w w

w w

f t f t

f t f t


  


   
. (18) 

Учитывая равенство (17), умножим левую часть равенства (18) на отношение 

1 2p pD D : 

 
   
   

1 2

2 1

1 1

1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

w wp

p w w

f t f tD

D f t f t

   


   
. (19) 

Умножив обе части (18) на отношение параметров масштаба 2 1  , получим 
новое выражение для коэффициента асимптотической робастности 

 
   
   

1 2
1 2

2 1

22
,

1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

w wp
Rp p

p w w

f t f tD
K

D f t f t

   
 
   

. (20) 
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На основе того, что практически любая ПРВ 1( )p t  может быть представлена в 

виде ( ) (1/ ) ( / )p t w t   , (0, )  , ( ) ( )w t p t   W , предложенный коэффи-

циент робастности (20) показывает, какое требуется изменение отношения сиг-
нал/шум для сохранения характеристик помехоустойчивости при изменении 
функции распределения шума по отношению к исходной, для которой синтези-
рован алгоритм. 
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A QUANTITATIVE MEASURE OF ASYMPTOTIC ROBUSTNESS  
OF SIGNAL DETECTION ALGORITHMS 

Khailo N.S., Vostretsov A.G. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
In many practical problems of signal detection, both the form of the noise distribution and a 

number of signal and interference parameters can be a priori uncertain. Therefore an algorithm’s 
ability to maintain its performance in the case of noise environment changing is one of its key 
properties today. The stability of the algorithm performance to a number of factors can be ensured 
at the stage of its design. However, in most cases at this stage, it is not possible to ensure the in-
dependence of an algorithm’s average losses of the noise distribution, which makes it necessary to 
estimate the stability of average losses of algorithms in the case of nonparametric a priori uncer-
tainty. This property is usually called robustness. In this paper, we propose a coefficient of  
asymptotic robustness, which can be used for estimating the stability of asymptotic algorithms to 
changes in the noise probability density function. 
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ВЛИЯНИЕ ПЕРЕНОСА ТЕПЛА 
 МЕЖДУ РАСЧЕТНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ НА ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ  

В СИСТЕМЕ «ЧЕЛОВЕК – ОКРУЖАЮЩАЯ СРЕДА» 

А.В. Чичиндаев, И.В. Хромова, Ю.В. Дьяченко 
Новосибирский государственный технический университет 

 
В настоящей статье рассматриваются вопросы моделирования и расчета тепловых про-

цессов в системе «человек – тепловая защита – окружающая среда» в условиях низких 
температур с учетом внутренних источников и переноса тепла между расчетными элемен-
тами и слоями, имеющие существенное значение для теории конвективного теплообмена. 
Представлена методика расчета процессов комбинированного теплообмена, которая позво-
ляет получить локальные теплофизические параметры системы «человек – тепловая защита – 
окружающая среда» с учетом пассивной и активной тепловой защиты, а также теплофизи-
ческих и геометрических свойств расчетных элементов в широком диапазоне параметров 
окружающей среды. Описана схема совместной работы кровеносной системы и системы 
термостабилизации человека, которая позволяет рассчитывать массовый расход теплоно-
сителя (крови) на расчетные элементы. Исследовано влияние переноса тепла с током теп-
лоносителя между расчетными элементами и слоями на тепловые процессы в системе «че-
ловек – окружающая среда». Результаты исследования могут быть полезны специалистам 
при проектировании термобелья для инвалидов, специализированных костюмов пожарных, 
высотно-компенсирующих костюмов летчиков, костюмов постоянного ношения для  
космонавтов, а также при совершенствовании элементов систем термостабилизации ска-
фандров. 

Ключевые слова: процессы тепломассообмена, теплоноситель, термическое сопротив-
ление, тепловые потери, низкие температуры. 

DOI: 10.17212/1727-2769-2018-1-106-113 

Введение 

В настоящий момент одной из актуальных задач является разработка физико-
математических моделей живых систем. Данная задача имеет большое приклад-
ное значение в области разработки и оптимизации элементов систем жизнеобес-
печения, направленных на обеспечение теплового комфорта для человека в рам-
ках системы «человек – тепловая защита – окружающая среда» [1]. При этом 
наиболее сложным моментом является описание процессов переноса тепла тепло-
носителем (гемодинамический механизм системы терморегуляции). Часто в моде-
лях системы терморегуляции это либо не учитывается, либо отражается при помо-
щи эмпирических коэффициентов. Для решения этой проблемы в данной работе 
представлена разработанная принципиальная теплогидравлическая схема совмест-
ной работы кровеносной системы и системы термостабилизации человека [2]. 

1. Модель системы термостабилизации человека 

Для моделирования работы системы термостабилизации человека использует-
ся условное разделение объекта на «оболочку» – покровные ткани тела и «ядро» – 
внутренние органы и мышцы. Это многослойная многоэлементная модель,  

                                                           
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 16-38-00257. 



ВЛИЯНИЕ ПЕРЕНОСА ТЕПЛА… 107

в которой каждая часть тела представлена расчетным элементом (рис. 1) с соот-
ветствующим количеством и видом слоев [5].  
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Рис. 1 – Схема расчетного элемента 

Fig. 1 – An element for modeling 

Кровеносная система (КС) работает совместно с системой термостабилизации 
(СТС) и осуществляет перенос тепла от внутренних органов к поверхности тела. 
Перенос тепла теплоносителем по длине слоя напрямую зависит от свойств и ко-
личества поступившего в слой теплоносителя при заданных условиях [2, 4]: 

 
кркр кр входа выхода( )

ji ij ij ij

ij
P

ij
q G C t t

m


  , (1) 

где кр  
ij

G  – объемный расход теплоносителя через расчетный элемент и слой; 

крPC  – теплоемкость теплоносителя; входаij
t , выходаij

t  – температуры теплоноси-

теля на входе и выходе из расчетного элемента и слоя. 

2. Расчет гидравлических характеристик в контуре теплоносителя 

В расчетных элементах в зависимости от параметров внешней среды произво-
дится нагрев либо охлаждение теплоносителя. Вторая группа тепловых процессов 
происходит в результате смешения теплоносителей разной температуры на выхо-
де из расчетных элементов. Таким образом, важной особенностью СТС является 
наличие нескольких типов расчетных элементов, связанных между собой сложной 
последовательно-параллельной гидравлической системой, обладающей перемен-
ными теплогидравлическими свойствами (рис. 2).  

Определяемые параметры. Расчет гидравлических характеристик позволяет 
учитывать начальную стадию охлаждения, характерной особенностью которой 
является распространение температурных возмущений в пространстве и захват 
новых слоев тела. С другой стороны, расчет расходов теплоносителя для каждого 
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расчетного элемента и слоя позволяет учитывать количество тепла, которое пере-
дается от «ядра» к «оболочке» и, наоборот, в зависимости от температуры окру-
жающей среды и мощности внутренних тепловыделений.  
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Рис. 2 – Схема совместной работы КС и СТС 

Fig. 2 – Scheme of the joint work of the blood system and the system  
of thermoregulation 

Количество тепла, которое переносит теплоноситель, напрямую зависит от его 
расхода на соответствующий расчетный элемент. Так как размеры капилляра 
очень малы, а их количество в каждом расчетном элементе очень большое, то за-
висимостью температурного поля от распределения скоростей можно пренебречь. 
Таким образом, расходно-напорные характеристики определяются системой 
уравнений (2) для каждого элемента [2]: 

2 2

в(var) (var) (var)
2 2
i i

a i i ij ij i
V W

P k G P
 

        

 уск компi i igh P Р      ; (2) 

2 2

0
2 2
i i

ij ij i i i
V W

k G P


        . 

Для расчета коэффициентов сопротивления участков сосудистого русла 
(var)k , ( )var  и (var)  разработаны методики расчета отдельно для каждого 

участка (подробно описаны в [2]). В них учитываются геометрические размеры и 
гидравлические характеристики контура: объемный расход теплоносителя, давле-
ние на входе в систему, вид, диаметры, длины и количество трубопроводов (сосу-
дов) гидравлической сети и скорость течения теплоносителя. Схема расчетных 
участков контура учитывает пространственное положение трубопроводов, схему 
делений и ответвлений, а также протяженность участков. В результате рассчиты-
ваются перепады давления iP  и объемный расход ijG  для семи расчетных эле-

ментов в зависимости от внешних условий. 
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Отдельно рассчитывается расход теплоносителя, поступающего в «оболочку», 
что позволяет в тепловом расчете учитывать количество тепла, переносимое теп-
лоносителем из «оболочки» в «ядро» и переменное термическое сопротивление 
слоя подкожных капилляров СТС [3]. 

3. Влияние переноса тепла между расчетными элементами на тепловые 
процессы в системе «человек – окружающая среда» 

Предложенный подход позволяет рассчитать расход теплоносителя на расчет-
ные элементы (рис. 3). Максимальное количество теплоносителя для 40-летнего 
мужчины приходится на туловище и внутренние органы, минутный объем крови 
(МОК) составляет 54 %, наименьший расход – на сердце и голову (5 и 8 %), на 
мышечную группу приходится 14 и 19 % на руки и ноги соответственно. 
Наибольшие теплопотери при температуре 20 ºС наблюдаются в мышечной груп-
пе (рис. 4). 

 
 
 
 
 

Рис. 3 – Расход теплоносителя на расчетные 
элементы 

Fig. 3 – Heat carrier consumption on the calculated 
elements 
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Рис. 4 – Теплопотери расчетных элементов 

Fig. 4 – Heat losses of the calculated elements 
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Кроме того, МОК значительно перераспределяется между «ядром» и «оболоч-
кой» в случае, когда в режиме охлаждения включается механизм «выдавливания» 
теплоносителя из «оболочки» с целью увеличить термическое сопротивление ак-
тивной теплоизоляции (слоя подкожных капилляров СТС). Расход на оболочку 
составляет около 40 % от общего расхода на потребитель при высоких температу-
рах или физической нагрузке (рис. 5). При переходе от начальной стадии к регу-
лярному режиму охлаждения при низких температурах на «оболочку» приходится 
около 10 % от суммарного МОК на расчетный элемент. Это позволяет уменьшить 
теплопотери «ядра» и сохранить его температуру постоянной как можно дольше. 
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ядро нач            обол нач          ядро рег          обол рег
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Рис. 5 – Перераспределение теплоносителя между «ядром» и «оболочкой» 

Fig. 5 – The heat carrier redistribution between the “core” and the “envelope” 

При анализе составляющих теплопотерь рук установлено, что наибольший 
вклад в суммарные потери тепла вносит конвективная составляющая (рис. 6). При 
этом начальную стадию охлаждения хорошо иллюстрирует компонента, характе-
ризующая процесс теплопроводности активного слоя теплоизоляции тп. кап :q  

происходит постепенный процесс оттока теплоносителя из подкожного слоя на 
протяжении 25 мин. После достижения оптимального значения термического со-
противления слоя градиент теплопотерь за счет других составляющих резко 
уменьшается, суммарные потери снижаются и включается режим регулярного 
охлаждения. Скорость оттока и количество теплоносителя зависят от температу-
ры окружающей среды, индивидуальных параметров и морфологических особен-
ностей СТС и КС. 

Заключение 

Анализ получаемых результатов позволяет качественно и количественно оце-
нить влияние перераспределения теплоносителя между расчетными элементами 
на функционирование системы «человек – тепловая защита – окружающая среда», 
получить локальные теплофизические параметры в широком диапазоне свойств 
окружающей среды. Дает возможность определять границы проводимых экспе-
риментов и создавать модельные тренажеры для отработки экстремальных ситу-
аций, связанных с переохлаждением и перегревом, а также оптимизировать  
элементы  индивидуальных  средств  защиты от воздействия  неблагоприятных  
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Рис. 6 – Составляющие тепловых потерь рук 

Fig. 6 – The thermal loss components of the hands 

температурных условий путем внедрения дополнительных элементов в конструк-
цию одежды [6]. Результаты исследования могут быть полезны специалистам при 
проектировании термобелья для инвалидов, специализированных костюмов по-
жарных, высотно-компенсирующих костюмов летчиков, костюмов постоянного 
ношения для космонавтов, а также при совершенствовании элементов систем 
термостабилизации скафандров. 
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This paper is devoted to the issues of simulation and calculation of thermal processes in the 

system called “Human body – Thermal protection - Environment” under low temperature condi-
tions. It considers internal heat sources and the convective heat transfer between the calculated 
elements. In general it is important for the Heat Transfer Theory. The method introduces a com-
plex heat transfer calculation method and a local thermo-physical parameter calculation method in 
the system called «Human body – Thermal protection - Environment», considering passive and 
active thermal protection, thermo-physical and geometric properties of the calculated elements in 
a wide range of environmental parameters. The scheme of joint work of the human blood system 
and the system of thermal stabilization is described in the paper. It makes it possible to calculate 
the mass flow of the heat carrier (blood) for the calculated elements. The effect of heat transfer 
with a heat carrier current between the calculated elements and layers on thermal processes in the 
"Human body –Environment" system is investigated. The research results can be useful to spe-
cialists in the design of thermal underwear for disabled people, specialized fireman clothing,  
altitude-compensating suits for pilots, permanent- wear pressure suits for astronauts, and also to 
improve elements of the space suit thermoregulation systems. 
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	01_Титульный лист_1(38)
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