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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ ПРИ ПОЛЯРИЗАЦИИ ДИЭЛЕКТРИКОВ  
СО СЛОЖНОЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ 

В.А. Калытка1, З.К. Баймуханов2, А.Д. Мехтиев1 
1 Карагандинский государственный технический университет 
2 Казахский агротехнический университет им. С.Сейфуллина  

 
Методами квазиклассической кинетической теории диэлектрической релаксации ис-

следуется механизм миграционной поляризации в диэлектриках со сложной кристалличе-
ской структурой (кристаллы с водородными связями (КВС), керамика и другие слоистые 
материалы) в переменном электрическом поле в области слабых полей. Кинетическое 
уравнение Больцмана строится в приближении интеграла столкновений для системы 
невзаимодействующих ионов (релаксаторов), двигающихся в поле одномерного кристал-
лического потенциального рельефа, возмущенного внешним (поляризующим) электриче-
ским полем. Влияние фононной подсистемы не учитывается. Кристаллическая решетка 
принята идеальной – не рассматриваются рекомбинационные процессы и диссоциация 
носителей заряда (релаксаторов) на ловушках. Коэффициенты кинетического уравнения, 
равные скорости вероятности термически активируемых (классических) переходов  релак-
саторов через потенциальный барьер (в направлении по внешнему полю и против поля 
соответственно), вычисляются в линейном приближении по полю. Решение линеаризован-
ной системы уравнений Фоккера–Планка и Пуассона строится для модели блокирующих 
электродов в стационарном режиме поляризации в бесконечном приближении теории воз-
мущений и в квадратичном приближении по поляризующему полю. Построенные для ста-
ционарно периодического процесса объемно-зарядовой поляризации выражения для ком-
плексной диэлектрической проницаемости отличаются от классического закона дисперсии 
Дебая. Доказывается, что отличный от нуля дипольный момент диэлектрика генерируется 
только на нечетных гармониках переменного поля, что может служить основой для разра-
ботки СВЧ-генераторов, работающих на утроенных частотах радиодиапазона.  

Ключевые слова: твердые диэлектрики; слоистые кристаллы; кристаллы с водородными 
связями (КВС); миграционная поляризация; комплексная диэлектрическая проницаемость 
(КДП). 

DOI: 10.17212/1727-2769-2016-3-7-21 

Введение  

Диэлектрики со сложной структурой кристаллической решетки (керамика, 
кристаллы с водородными связями (КВС) и др.) находят широкое применение в 
высоковольтной и кабельной технике, лазерной технике, строительных техноло-
гиях и др. Техническая керамика применяется в промышленной электротехнике и 
электроэнергетике в качестве изоляционного материала и для механической фик-
сации токоведущих частей электрогенераторов ТЭС. КВС классифицируют, с 
точки зрения минералогии, как слоистые кристаллы (слоистые силикаты, кри-
сталлогидраты и др.), а по электрофизическим свойствам, как протонные полу-
проводники и диэлектрики [1]. Нелинейные квантовые свойства КВС, при их объ-
емно-зарядовой поляризации в области слабых полей, определяют эти материалы 
в качестве активных элементов МДП-структур и СВЧ-генераторов, топливных 
элементов в водородной энергетике и элементов лазеров [2, 3].  

По данным экспериментов по измерению спектров диэлектрических потерь и то-
ков термостимулированной деполяризации (ТСТД) в КВС, в диапазоне температур  
T = 70…450 К, при напряженностях поляризующего поля 0E   100…1000 кВ/м, про-



8 В.А. Калытка, З.К. Баймуханов, А.Д. Мехтиев 

 

является протонная проводимость, сводящаяся к диффузионному переносу про-
тонов по водородным связям в электрическом поле [1, 4]. Экспериментальные 
данные по диэлектрической релаксации и проводимости в КВС в области сверх-
низких температур (4…25 К) отсутствуют [5]. Сегнетоэлектрические свойства 
кристаллов типа KDP, DKDP могут быть объяснены структурной перестройкой 
водородной подрешетки, обусловленной квантовыми переходами протонов вбли-
зи точки фазового перехода второго рода [6].  

Экспериментальные исследования диэлектрических свойств КВС начаты в ра-
ботах Воробьева Г.А., Тонконогова М.П., Блистанова А.А., Поплавко Ю.М., Ти-
мохина В.М., Миронова В.А., которыми измерены частотно-температурные спек-
тры тангенса угла диэлектрических потерь tg δ  и диэлектрической проницаемо-

сти ε  при температурах выше 190 К и частотах 50…107 Гц , в кристаллах онот-
ского талька 3 4 10 2Mg (Si O )(OH) , мусковита 2 3 10 2KAl (AlSi O )(OH) , в гипсе 

4 2CaSO 0,5H O , медном купоросе 4 2CuSO 2H O , 4 2CuSO 3H O , и выявлены  

два-три монорелаксационных частотных максимума tgδ ( ) , обусловленных пе-

реориентацией молекул 2H O  в электрическом поле и нелинейной релаксацией 

объемного заряда [1, 5]. При измерении температурных спектров tg δ( )T  при ча-

стоте поляризующего поля 6ν 7 10   Гц в онотском тальке обнаружены 4 моно-
релаксационных максимума при температурах maxT  = 160 К, 220 К, 265 К, 310 К, 

а в гипсе при maxT = 145 К, 210 К, 270 К, 320 К [1]. Толщина экспериментальных 

образцов, как и при измерении спектров плотности ТСТД в халькантите и флого-
пите, составляла d = 30 мкм [1]. Измеритель добротности ВМ-560 позволил изме-

рить 4tgδ 3 10  , а электрическую емкость до долей пикофарады. Ошибка при 

измерении tgδ  в этом диапазоне довольно значительна (при 4tgδ 10 ,  

δ = 40…50 %, при 3tgδ 10   δ = 6…10 %) [1]. Тем не менее, учитывая сложность 

измерения диэлектрических потерь в КВС, низкотемпературную ветвь (50…100 К) 
температурного спектра tgδ( )T  в настоящее время экспериментально выявить не 

удается [5].  
При теоретическом описании спектров tg δ( )T  в КВС с помощью феноменоло-

гических теорий Дэвидсона–Коула, Гаврильяка–Негами, Фьюса–Кирквуда, Дебая, 
Аррениуса и т. д. 7, 8 молекулярный механизм релаксационных процессов при 
установлении инерционной поляризации (времени установления поляризации 

inp 1010  с) не рассматривался.  

Линейная кинетическая теория [4] исследует релаксацию только одного типа 
носителей заряда – протонов, двигающихся по водородным связям с различными 
значениями параметров 0U  (энергия активации), 0ν  (собственная частота коле-

баний), 0n  (равновесная концентрация) в окрестностях температур maxT  экспе-

риментальных максимумов exptg δ ( )T , соответствующих различным типам релак-

саторов: дефекты Бьеррума (ионизационные 3H O , OH  и ориентационные  

L-, D-дефекты); молекулы структурной и адсорбированной воды [1]. При расчете 
теоретических зависимостей theorytg δ ( )T  вычисленные 0,t , 0,tn  и измеренные 

значения 0,e , 0,en  согласуются в окрестностях температур maxT  первых четырех 

максимумов exptg δ ( )T  для онотского талька и гипса. При этом значения 
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theory maxtg δ ( )T , 0,tU  и exp maxtg δ ( )T , 0,eU  при температурах максимумов  

maxT  = 310 К (в тальке), maxT  = 320 К (в гипсе) не согласуются, что указывает на 

недостаточность линейного приближения для исследования высокотемпературно-
го максимума, связанного с нелинейной релаксацией объемного заряда [5]. 

В связи с этим актуально построение нелинейной кинетической теории, позво-
ляющей исследовать молекулярный механизм релаксационной поляризации в 
диэлектриках (в том числе в КВС, корундо-циркониевой керамике (КЦК)) с по-
мощью общей системы кинетических уравнений, независимо от параметров кри-
сталлической решетки, типа и параметров дефектов структуры, в широком диапа-
зоне температур и напряженностей поляризующего поля. При этом вычисление 
поляризации должно строиться с учетом нечетных по полю членов, начиная с 
третьего порядка теории возмущений в функциях пространственных переменных 

и времени  3 5P r; ; E; E ; E ; ...t
   

.  

1. Спектры комплексной диэлектрической проницаемости  

В диэлектрике, в периодическом электрическом поле 0E( ) E exp( )t i t 
 

 вектор 

электростатической индукции 0 ˆD ε εE(t)
 

, 0D ε E( ) Pt 
  

 вычисляется с учетом 

комплексной диэлектрической проницаемости (КДП) ˆ ˆ ˆε ε εi   , где ˆ ˆε Re(ε)  , 

 ˆ ˆε Im ε    вещественная и мнимая компоненты КДП. Вектор поляризации 

P P Prp 
  

 будем строить с учетом как безынерционной (оптической) 

ˆP α E 
 

, так и инерционной (релаксационной) поляризации ˆP α Erp rp
 

, где 

α̂ , α̂rp  комплексные коэффициенты поляризации (ККП), отражающие моле-

кулярный механизм соответственно оптической (время релаксации 12
optτ 10  с) 

и релаксационной (время релаксации 10τ 10rp
  с) поляризации [9]. Основной 

вклад в коэффициент α̂  вносит электронная, упруго-ионная и упруго-дипольная 

поляризация. В диэлектриках со сложной кристаллической структурой, по резуль-
татам измерений спектров tg δ(ν) , при постоянной температуре поляризации  

PT   70…1250 К и напряженности поляризующего поля 0E   100…1000 кВ/м 

экспериментальные максимумы max(tgδ)  реализуются при частотах поля  

maxν  1 кГц…10 МГц (радиочастотный диапазон) [1], что позволяет определить 

диэлектрическую проницаемость в области оптических частот как 
0

α
ε 1

ε


   , 

где ( 0)ˆα α 
   вещественная величина. Тогда, КДП кристалла  

 
0

α̂ (ω, )
ε̂(ω, ) ε

ε
rp T

T   . (1) 

Слоистый диэлектрик – сложная кристаллическая структура, состоящая из 
ионной, дипольной подсистем и молекул структурной (связанной) и встроенной 
(межслоевой) воды [10]. Дефекты структуры решетки также образуют отдельные 
подсистемы (междоузельные ионы, анионные и катионные вакансии,  
A-, K-диполи; диполоны (ассоциированные вакансии разных знаков) и др.) [11]. 
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Каждая из подсистем имеет определенную пространственную структуру и описы-
вается соответствующим потенциалом взаимодействия структурных элементов.  
В данной работе потенциалы взаимодействия внутри подсистем и между подси-
стемами рассматривать не будем, ограничиваясь молекулярными параметрами 
(энергия активации, частота собственных колебаний, равновесная концентрация, 
постоянная решетки) основных структурных элементов подсистем и дефектов 
структуры.  

Поскольку слоистые диэлектрики характеризуются неоднородной структурой, 
в этих материалах под действием электрического поля происходит накопление 
электрического заряда на границах раздела и на поверхности электродов, что при-
водит к формированию, в пространстве между электродами пространственно не-
однородно распределенного заряда, что и определяет релаксационную поляриза-
цию как миграционную. В КВС, в области слабых полей, при температурах  
T = 70…450 К, по данным экспериментов [11], основной вклад в поляризацию 
вносят термически активируемые (область высоких температур T >100 К) [1, 4] и 
квантовые (область низких температур T = 70…100 К) [2, 3] переходы протонов 
по водородным связям, со смещением протона относительно положения равнове-
сия на большие расстояния, в направлении силовых линий электрического поля – 
протонно-релаксационная поляризация.  

В общем, при математическом описании кинетики релаксационной поляриза-
ции принимаем в качестве релаксаторов (основных носителей заряда) наиболее 
подвижные частицы, при заданных параметрах кристаллической решетки и внеш-
него поля (частота, амплитуда напряжения, волновой вектор). Как правило, в об-
ласти слабых полей в диэлектриках релаксаторами являются ионы обоих знаков 
заряда и молекулы воды. Кристаллическую решетку принимаем идеальной, т. е. 
пренебрегаем как диссоциацией релаксаторов, так и их рекомбинацией на ловуш-
ках. Аналитический вид невозмущенного кристаллического потенциального поля 
определяется механизмом взаимодействия  релаксаторов с фоновым силовым по-
лем, образованным слабо подвижными частицами (тяжелыми ионами, молекула-
ми, полярными группами, кластерами и др.). Расчет компонент ККП 

 (ω)P r;
α̂ (ω, ) Re

E

rp
rp

t
T

 
     
 

 
 , 

 ωP (r; )
α̂ (ω, ) Im

E

rp

rp

t
T

 
 

   
 
 

 

  сводится к усреднению 

вектора поляризации  (ω)P r; t
 

 по пространственным переменным r


, с помощью 

неравновесной функции распределения релаксаторов, вычисляемой из решения 
кинетического уравнения Больцмана, в приближении интеграла столкновений [12], 

 
    

(ω)
(ω)r;

St r;
f t

f t
t









.  (2) 

Уравнение (2) описывает релаксацию системы при ее слабых отклонениях  

от состояния равновесия, когда (ω) (0) (ω)(r; ) (r) δ (r; )f t f f t 
  

, где 
(ω) (0)(r; ) (r)f t f 
 

 есть малая поправка к равновесной функции распределения 
(0) (r)f


. Принимаем концентрацию релаксаторов (ω) (ω) (0)(r; ) (r; ) (r)n t Nf t n  
  

 
(ω)δ (r; )n t


 [9, 11], где 0δ (r; ) (r; ) (r)n t n t n 
  

 есть концентрация избыточная в 

сравнении с 0 (r)n


; 0 (r)
V

N n dV 


 полное количество данного сорта релаксато-

ров в системе.  
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Поскольку в слоистых диэлектриках релаксационное движение ионов в элек-
трическом поле протекает в направлении кристаллической оси (перпендикулярно 
плоскостям спайности), ограничимся моделью одномерного потенциального  
рельефа. Очевидно, что вероятность перехода катионов по полю выше, чем про-
тив поля, а для анионов наоборот. Из условия переходов катионов между со-
седними состояниями равновесия (потенциальными ямами) номера i – 1, i, і + 1, 
на основании (2) имеем систему кинетических уравнений (применимых также 
при описании релаксации анионов) [1]  

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 11, ,, 1 ,, 1 1,

i
i i ii i i i i i i i

n
A n A A n A n

t
   

    


   


,  (3) 

где in  – концентрация ионов в i-м состоянии; 
0 ,( ) 0

,
B

Δν
exp

2

i j
i j

U U
A

k T


 
  
 
 

 – ве-

роятность перехода иона, в единицу времени, из состояния i в j по полю ( )
,i jA  , или 

против поля ( )
,i jA  ; 0ν  – собственная частота колебаний иона в невозмущенной i-й 

потенциальной яме; ,i jU  – обусловленное внешним полем приращение высоты 

потенциального барьера 0U  при переходе иона из состояния i в j, вычисляется 

для сравнительно невысоких частот поля (1 кГц…10 МГц), когда процессами 
запаздывания можно пренебречь, 

 ,

( , ) , ,
2

, ( , ) ,
2

i i

i j

i i

a
q x t x t i j

U
a

q x t x t i j

           
        

,  (4) 

где q – заряд иона; φ – потенциал электрического поля; a – параметр решетки. 
Принимая напряженность электрического поля в области i-й потенциальной ямы 

( ; )
i

i
x x

E x t
x 


 


 слабо изменяющейся функцией координаты ( ; ) ( )i iE x t E t , 

вычисляем, приближенно поправку , ( ; )
j

i

x

i j
x

U q E x t dx    
2
iqE a

 . В области 

слабых полей 
,

1
i j

B

U

k T


 , вычисляя скорость вероятности переходов ионов, в 

линейном приближении ( ) 0 0
, exp 1

2 2
i

i j
B B

U qE a
A

k T k T
    

    
   

 ,  обозначая кинетиче-

ские коэффициенты 0 0
0 exp

2 B

U
a

k T

 
  

 
, 0 0

1

B
b a

k T
 , получаем  

 ( ) 0
0, 1 2 ii i

qab
A a E   ; ( ) 0

0 11, 2 ii i
qab

A A E
   .  (5) 



12 В.А. Калытка, З.К. Баймуханов, А.Д. Мехтиев 

 

Подстановка выражений (5) в (3) дает  

  0
0 1 1 1 1 1 1( 2 )

2
i

i i i i i i i
n b qa

a n n n n E n E
t      


    


.  (6) 

Представляя напряженность электрического поля и концентрацию ионов в со-

стояниях (i – 1) и (i + 1) приближенно 1
i

i i
x x

E
E E a

x



 


, 1

i

i i
x x

n
n n a

x



  


 

2 2

22
ix x

a n

x 





, на основании (6), после замены переменной 0( , )n n x t n   , где 

0n   равновесная концентрация ионов, принимая в данной модели величиной 

постоянной во всем температурном диапазоне, с учетом уравнения Пуассона (вы-
текающего из уравнения Даламбера, при малых значениях волнового вектора) 

 
0

( , )
( , )

E x t q
n x t

x 


 

  
,  (7)  

получаем нелинейное дифференциальное уравнение  

 
2 2 2

0
2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

2

qnn n nE qa n
D n n

t xx x 

        
     

      
.  (8) 

В (8) приняты обозначения: 2
0D a a  – коэффициент диффузии; 2

0qa b   – 

коэффициент подвижности. Выполняя в (8) замену переменных ξ  
x

a
 , 0a t  , 

0n n   ,
0

E
z

E
 , где 0E  – напряженность однородного стационарного электри-

ческого поля и вводя обозначения 
0 02

q

a


 

 
, 0

0
0 0

2
qn

n
a


   

 
, 0aE

D


  , 

получаем уравнение  

 
2 2

2 2

( )z      
    

  
.  (9) 

В области слабых полей 0 0 1
B

aE qaE

D k T


     решение уравнения (9), сов-

местно с (7), может строиться методами теории возмущений в виде степенных 
рядов  

 
1

( ; ) ( ; )k
k

k




        , 

0
( ; ) ( ; )k

k
k

z z



      . (10) 

Очевидно, что выражение 
2

2 1
1 2

ρ
γ ηρ

ξ




 появляется в (9) только во втором при-

ближении теории возмущений, что позволяет линеаризовать (9) и перейти к урав-
нению типа Фоккера–Планка  
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2

2

( )z    
    

 
.  (11) 

В начальный момент времени  ρ ξ;0 0 . Из уравнения неразрывности тока  

 
2

2

( )n n n E
D

t xx

   
  

 
0xjn

q
t x


 

 


, (12) 

при блокирующих электродах (0; ) ( ; ) 0x xj t j d t 
 

 имеем  

  0 0;
0;

( ) d
d

a
a

n z         


   


. (13) 

На основании (7), используя граничное условие 0
0

( , ) exp( )
d

E x t dx V i t  , где 

0V , ω  – соответственно амплитуда и частота ЭДС [1], имеем  

 
z

ρ
ξ


 


, 

/

00

exp
d a d i

zd
a a

 
   

 
 , (14) 

где 
0 0

aq

E
 

 
. Вычисляем «нулевое» безразмерное поле в виде 

0
0

( ; ) exp
i

z
a

 
    

 
. В последующих приближениях ( 1)k  : 

/

0

( ; ) 0
d a

kz d    . 

Подставляя ряды (10) в (11), (13), (14) в асимптотическом пределе, вычисляем 
плотность пространственного распределения объемного заряда в первых трех 
приближениях теории возмущений k = 1, 2, 3: 

 
 0

1
01

0

( 1) 1 ( 1)2
( ; ) cos exp ;

1

n n

k

n

aN na i

d d ai
a





                  


   (15) 

 
4 2 2

0
2 3 2 2 2

1 10 0
2

0 0

4 ( 1) (1 ( 1) ) (1 ( 1) )
( ; ) cos

1 1

s s n

n s

s n

a qN na

dd E s a
i i
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 
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 
 

                               

   

2
0

2
0 1 1

0 0

4 ( 1) (1 ( 1) )(1 ( 1) )
exp

1 1
2

s s n

n s

s n

a Ni

a d
i i

a a

 

 

 
 

                          

   

 
2

2 2
0

cos exp 2 ;
n na

i
d as n

       
   

 (16) 
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В (15)–(17) n , m , τs   соответственно безразмерное время релаксации для 
релаксационных мод номера n, m, s. Размерное время релаксации для n-й релакса-

ционной моды вычисляется из выражения 
0

n
nT

a


  и равно nD M

n
nD M

T T
T

T T



. 

2
D

nD
T

T
n

   диффузионное время релаксации для n-й, а 
2

2D
d

T
D

 


 для первой 

релаксационной моды. Максвелловское время релаксации от номера моды не за-
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. Для релаксационных мод номера m, s пишем выражения sT , 

mT . В (17) четвертое слагаемое можно интерпретировать как нелинейное взаимо-
действие двух релаксационных мод, причем члены с -символами Кронекера опи-
сывают процессы рождения ( )m s n    и уничтожения ( )m n s   , ( )m s n    
n-релаксационных мод.  

Вычисления в следующих приближениях теории возмущений (k = 4,5 и т. д.) 
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Далее, в бесконечном приближении теории возмущений ( )k   на частотах 

поля ω , 2ω  имеем  
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В (20), (21) принято обозначение 
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В (23) приняты обозначения: 
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Выражения (23) и (24) отличаются от классического закона Дебая [9]. Отделяя 
в (23) вещественную и мнимую компоненты КДП, имеем  
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Формулы (25) позволяют рассчитать частотно-температурные спектры КДП в 
бесконечном приближении теории возмущений и в линейном приближении по 
полю.  

2. Влияние нелинейных эффектов на комплексную диэлектрическую  
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Очевидно, что дальнейшее вычисление функций (3 )4
43 ( )P t , (3 )5

53 ( )P t , 

(3 )
3 ( )k

kP t  и т. д. позволит рассчитать поляризацию на первых двух нечетных 

частотах ω , 3ω : 

 ( ;3 ) ( ) (3 ) 3ˆ ˆ( ) ( ) ( )P t E t E t      .  (28) 

При этом КПП и КДП определяются в квадратичном приближении по полю: 

 ( ;3 ) ( ) (3 ) 2ˆ ˆ ˆ ( )E t       , ( ;3 ) ( ) (3 ) 2ˆ ˆ ˆ ( )E t        . (29) 

В рамках данной работы ограничение линейным приближением по полю при 
определении релаксационной поляризации (22) также обосновано тем, что ди-
электрические потери в диэлектриках измеряются в основном при настройке 
электротехнических схем на основную частоту ω .  

Выводы 

1. Разработан механизм формирования объемно-зарядовой поляризации, за-
ключающийся в возбуждении под действием внешнего переменного электриче-
ского поля релаксационных мод.  

2. Показано, что линеаризация нелинейной системы уравнений Фоккера– 
Планка и Пуассона возможна только при временах, значительно превосходящих 
максимальное время релаксации моды с наибольшей длиной волны, равной удво-
енной толщине диэлектрика. В этом случае процесс можно считать стационарно 
периодическим.  

3. Получены выражения для распределения объемного заряда на кратных ча-
стотных гармониках. Доказано, что отличный от нуля дипольный момент имеют 
только нечетные частотные гармоники и, следовательно, только они могут быть 
сгенерированы во внешней цепи при релаксации объемного заряда в переменном 
электрическом поле. Это явление может служить основой создания генераторов 
СВЧ путем утроения частот радиодиапазона.  

4. Для стационарно периодического процесса объемно-зарядовой поляризации 
получено выражение для комплексной диэлектрической проницаемости (КДП), 
отличающееся от выражения Дебая.  

5. Разработаны теоретические основы методики прогнозирования качества 
электрической изоляции и проектирование активных элементов микроэлектрони-
ки, оптоэлектроники и лазерной техники.  
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The molecular mechanism of migratory (interlayer) polarization in dielectrics with a com-
pound crystalline structure (hydrogen bonded crystals (HBC) and other layered materials) in an 
alternating electric field in the limits of low fields is investigated with the help of methods of the 
kinetic theory of dielectric relaxation. The Boltzmann kinetic equation is constructed in the colli-
sion integral approximation for the ensemble of non - interacting particles (ions) moving in the 
one-dimensional crystalline potential image with the parabolic shape barriers disturbed by an 
external (polarizing) electric field. According to this model ions under polarization move along 
the electric field lines parallel to the crystal axis. Influence of a phonon subsystem on relaxation 
processes is not accounted for. The recombination and dissociation of ions are not studied. Coef-
ficients of the kinetic equation are calculated in the linear polarizing field approximation with 
respect to only thermally activated (classical) transitions of particles through a potential barrier. 
The non-linear kinetic phenomena during interlayer polarization in HBCs are researched based on 
the Boltzmann statistics for the subsystem of ions distributed by the levels of non-disturbed quasi-
continuous spectra. A linearized system of Fokker-Plank and Poisson equations is solved for the 
model of blocking electrodes in the stationary polarization mode in the endless approximation of 
the perturbation theory and in the quadratic approximation of the polarizing field. Expressions 
built for the stationary periodic process of volume-charge polarization for complex dielectric 
permittivity differ from the classical Debye dispersion equation. It is proved that a non-zero die-
lectric dipole moment is generated in an alternating electrical field only on the odd harmonic that 
can serve as a basis for the development of super-high-frequency generators (SHFG) working at 
triple frequencies  

Keywords: Solid dielectrics; layered crystals; hydrogen bonded crystals (HВС); migratory po-
larization; complex dielectric permittivity (CDP).  
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В промышленности процесс нитрования бензола осуществляют в жидкофазном режиме 
в присутствии экологически небезопасной серной кислоты (синтез нитробензола – более  
5 млн т в год). Замена серной кислоты гетерогенным кислотным катализатором является 
экологически безопасной альтернативой, отвечающей принципам «зеленой» химии. Статья 
посвящена разработке метода тестирования гетерогенно-кислотных каталитических систем 
газофазного нитрования, в том числе метода анализа реакционных смесей, полученных в 
результате тестовой реакции.  

В результате работы найдены оптимальные реакционные условия газофазного нитро-
вания бензола азеотропным раствором азотной кислоты (160 C, соотношение азотная кис-
лота: бензол = 0,76, ток инертного газа 40 мл/мин). Разработан метод анализа реакционных 
смесей, основанный на измерении плотностей органической фазы, позволяющий прово-
дить тестирование большого количества твердокислотных систем, которое необходимо для 
нахождения эффективной и стабильной каталитической системы нитрования. Получены 
уравнения, связывающие мольную долю нитробензола (конверсия бензола) и плотность 
смеси. Для апробирования методики на реальных реакционных смесях в ходе выполненной 
работы были синтезированы и исследованы в идентичных условиях гетерогенно-
каталитические системы нитрования бензола на основе оксида молибдена и композиты 
сульфатированный перфторполимер/носитель. 

 

Ключевые слова: «зеленая» химия; газофазное нитрование, гетерогенное нитрование, 
кислотный катализ, нитрование ароматических соединений. 
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Введение 

Нитрование бензола азотной кислотой в промышленности осуществляют в 
жидкофазном режиме в присутствии экологически небезопасной серной кислоты 
(синтез нитробензола – более 5 млн т в год) [1–3]. Серная кислота не расходуется 
в реакции, однако дезактивируется реакционной водой и, таким образом, нужда-
ется в регенерации путем удаления воды. Данная стадия требует значительных 
энергетических затрат и сопряжена с проблемами охраны окружающей среды. 
Замена серной кислоты гетерогенным кислотным катализатором, нерастворимым 
в условиях нитрования, является экологически безопасной альтернативой, отве-
чающей принципам «зеленой» химии [4]. Процесс гетерогенно-каталитического 
нитрования активно изучается начиная с 1980-х годов [1]. Среди исследованных в 
газофазном нитровании групп катализаторов следует выделить: алюмосиликаты 
(деалюминированный HY, морденит [5], модифицированные природные алюмо-
силикаты, в частности монтмориллонит [6]); смешанные металл-оксидные систе-
мы, приготовленные на основе оксидов металлов IV и VI групп Периодической 
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системы элементов [7–8]; классические кислоты, нанесенные на различные носи-
тели [9–10]; перфторалкансульфокислоты и композиты на их основе [11–12]. 

 

 

Рис. 1 – Гетерогенно-каталитическое нитрование  
ароматических соединений 

Fig. 1 – Heterogeneous catalytic nitration of aromatic  
compounds 

Анализ литературных данных выявил затруднительность выбора наиболее эф-
фективной каталитической системы. Различными авторами сравнения испытан-
ных каталитических систем проводились в несопоставимых реакционных услови-
ях. Таким образом, подбор наиболее эффективной системы должен заключаться в 
скрининге каталитической активности наиболее перспективных каталитических 
систем в идентичных реакционных условиях. Это подразумевает необходимость 
анализа большого количества реакционных смесей газофазного нитрования. Ана-
лиз реакционной смеси, заключающийся в нахождении конверсий бензола и азот-
ной кислоты, не может быть реализован непосредственно в потоке (on-line режим) 
из-за неоднородности смеси и наличия коррозионно-активной азотной кислоты. 
Измерение конверсии бензола в известных литературных источниках заключалось 
в сборе реакционной смеси за определенный временной промежуток, разделении 
фаз смеси, дополнительной нейтрализации и сушке органической фазы. Получен-
ные пробы анализировалась газохроматографически. В данной статье применен 
метод анализа реакционной смеси, основанный на измерении плотности органи-
ческой фазы (смесь нитробензол-бензол-азотная кислота). Это ускоряет методику 
тестирования и позволяет проводить тестирование большого количества твердо-
кислотных систем, которое необходимо для нахождения эффективного и стабиль-
ного катализатора газофазного нитрования бензола. Разработанная методика ана-
лиза протестирована в серии реакций газофазного и жидкофазного нитрования 
бензола для систем MoO3/оксидный носитель [8], композитов на основе сульфа-
тированного перфторполимера (СФП/носитель) [11–12], которые являются 
наиболее перспективными в процессе газофазного нитрования бензола. 

1. Экспериментальная часть 

Каталитические системы MoO3/SiO2 (MoO3/Al2O3) с содержанием оксида мо-
либдена 20 вес.% синтезировали золь-гель методом из гептамолибдата аммония и 
тетраэтоксисилана (нитрата алюминия) (образцы sg-MoO3/SiO2, sg-MoO3/Al2O3), а 
также методом пропитки готового носителя SiO2 (Al2O3) по влагоемкости (образ-
цы wi-MoO3/SiO2, wi-MoO3/Al2O3) согласно [8]. 

При синтезе композитов на основе сульфатированного перфторполимера (На-
фион, Nf) нанесение кислотной фазы композита осуществляли в виде SO3H-
формы полимера (Nf–SO3H), растворенной в смеси низкомолекулярных спиртов 
(10 вес. %, MeOH–iPrOH–H2O) [13]. Композиты синтезировались методом про-
питки по влагоемкости (wi-Nf/УНВ, wi-Nf/SiO2) и золь-гель методом осаждения 
тетраэтоксисилана в присутствии раствора сульфополимера (sg-Nf/SiO2). Для пе-
ревода образцов в протонированную Н-форму проводили обработку композитов 
1М раствором азотной кислоты при 70 С. 
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Для определения концентрации кислотных центров на поверхности исследуе-
мых каталитических систем применялась методика спиновых зондов, в качестве 
которых используются катион-радикалы, возникающие в результате адсорбции 
донорных молекул антрацена, согласно [14]. Данные исследования кислотности 
представлены в виде удельного количества регистрируемых по ЭПР катион-
радикалов. Величины удельной поверхности (Sуд, м

2/г) синтезированных образцов 
находили методом низкотемпературной адсорбции азота (Micrometrics).  

 

 

Рис. 2 – Схема реакционной установки газофазного нитрования  
ароматических соединений 

Fig. 2 – The scheme of gas phase aromatic nitration reactor 

Для исследования каталитической активности использовали бензол (99,7 %), 
азотную кислоту (в виде азеотропного (68 вес.%) раствора). Реактор газофазного 
нитрования ароматических соединений состоял из трех последовательно соеди-
ненных секций (рис. 2): 

1 – испаритель-смеситель потоков субстрата (140…200 С), снабженный жид-
костными линиями (ароматического субстрата, азотной кислоты и воды) и линией 
инертного газа (азот, 10-80 мл/мин). Подача субстратов в жидкостные линии осу-
ществлялась с помощью инфузионных насосов НИШ-01 с весовыми скоростями 
потоков (WHSVB и WHSVNA): бензол – 1,42 г/(гкат·ч), азотная кислота  
0,87 г/(гкат·ч) (для стандартного эксперимента); 

2 – термостатируемый (140…200 С) проточный реактор (материал пирексовое 
стекло; длина 10 см, внутренний диаметр 8 мм) с навеской катализатора 1…5 г 
(фракции 0,25…0,5; 0,5…1 или 1…1,5 мм). 

3 – Секция конденсации реакционной смеси. В первом варианте (3-А) газовый 
поток реакционной смеси барботировали через охлаждаемый раствор NaOH. Об-
разующийся органический слой отделяли и осушали (MgSO4). Конверсию бензола 
(CB) анализировали газохроматографически (Кристалл-2000М), рассчитывая па-
раметры STY (= CBWHSVB/100%1ч, гNB/(гкатч), где WHSVB – весовой поток суб-
страта, отнесенный к массе катализатора в один час). Содержание примесей ана-
лизировали с помощью метода ВЭЖХ согласно [11]. Конверсию азотной кислоты 
(CNA) определяли обратным титрованием частично нейтрализованного раствора 
щелочи. Селективность разложения азотной кислоты (SNO) рассчитывалась из 
разности конверсий азотной кислоты CNA и бензола CB. Во втором варианте (3-B) 
продукты конденсировались в охлаждаемом холодильнике (10 С). Конденсиро-
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ванная реакционная смесь разделялась и анализировалась схожим образом. Также 
для оценки использовали метод определения конверсии бензола (СB) по плотно-
сти органической фазы (dоф). Для проведения анализов селективности процесса 
нитрования (концентрация нитрофенолов и динитробензола в реакционной смеси) 
предпочтительным является сбор смеси по методу «B», так как примесные нитро-
фенолы, образуя соли, переходят в водную фазу. Для нахождения Св по плотности 
предпочтителен метод «А», из-за высокой взаимной растворимости пары нитробен-
зол–азотная кислота [2]. 

Для нитрования в жидкофазном (периодическом) режиме 10 мл бензола, экви-
молярное количество концентрированной азотной кислоты, 10 мл дихлорэтана и 
0,1 г катализатора помещали в коническую колбу (100 мл, перемешивание  
300 rpm), снабженную насадкой Дина–Старка и обратным холодильником [8]. 
Охлажденные пары конденсировались в обратном холодильнике и собирались в 
нижней части насадки Дина–Старка. 

2. Разработка методики анализа реакционной смеси 

Разработанный метод анализа реакционной смеси основан на измерении плот-
ности органической фазы (ОФ). Метод заключался в отборе и взвешивании алик-
воты ОФ при нормальных условиях. Мольная дольная нитробензола, численно 
равная конверсии бензола, определялась по предварительно построенной калиб-
ровочной кривой (СB = f(dоф), рис. 3). Для калибровочных экспериментов исполь-
зовали серию смесей чистых компонентов (нитробензол (99,7 %, d = 1,214 г/мл 
(лит. 1,198 [15])), бензол (99,7 %, d = 0,889 г/мл (лит. 0,874 [15]))). Аликвота 
(±0,01 мл) полученного раствора термостатировалась, взвешивалась (±0,001 г), а 
также анализировалась газохроматографически.  

 

 

Рис. 3 – Зависимость плотности смеси бензол/нитробензол  
от мольной доли нитробензола (■ – 20 С; ● – 30 С; ▲– 40 С) 

Fig. 3 – Dependence of benzene-nitrobenzene mixture density  
of nitrobenzene molar fraction (■ – 20 С; ● – 30 С; ▲– 40 С) 
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Полученная зависимость плотности смеси от мольной доли нитробензола име-
ла практически аддитивный (линейный) характер. Наибольшее отклонение от ад-
дитивной зависимости вида (1):  

 оф NB NB NB NB B( ) (1 )d x = x d + x d  (1) 

наблюдалось в области мольной доли нитробензола χNB ~ 0,6, что обусловлено уп-
лотнением молекул в смеси. Была отмечена существенная зависимость плотности 
от температуры аликвоты, что может вносить существенную погрешность в опре-
деление мольной доли нитробензола в смеси. Таким образом, необходимо предва-
рительное термостатирование смеси (20 ± 0,2 С). Зависимость в координатах  
(dmix; CB) достаточно точно аппроксимируется эмпирической формулой (2) 

  2
B оф офC 1,072 0,160 1,538 100.d d      (2) 

Для реальных реакционных смесей при расчете конверсии бензола по плотно-
сти органической фазы был использован ряд приближений. Во-первых, предпола-
галось, что реакционная смесь не содержит примесных нитрофенолов, динитро-
бензола и азотной кислоты. Согласно данным ВЭЖХ во всех реакционных смесях 
газофазного нитрования бензола концентрации побочных органических продук-
тов не превышают 500 ppm и, таким образом, не вносят существенного отклоне-
ния в значение плотности. Во-вторых, не проводилась дополнительная дегазация 
аликвот, чтобы избежать частичного испарения компонентов органической фазы. 
Растворимость компонентов воздуха и инертного газа в реакционной смеси вели-
ка, однако не вносит существенной погрешности в метод определения плотности (в 
частности, дегазация исходного бензола при барботировании гелием дала следую-
щие значения плотности: 0,88 г/мл для насыщенного воздухом и 0,889 г/мл для де-
газированного бензола). Несмотря на низкую взаимную растворимость компонен-
тов систем нитробензол–вода (~0,0019 г/мл) и бензол–вода (~0,0018 г/мл), 
растворимость нитробензола существенно возрастает в присутствии азотной кисло-
ты. В зависимости от концентрации азотной кислоты растворимость нитробензола 
(и азотной кислоты в нитробензоле) может достигать 30 мас.%, в зависимости от 
концентрации кислоты (при 25 С) [2]. Следовательно, органическая фаза реакци-
онной смеси может содержать большое количество HNO3. Для исключения ста-
дии дополнительной нейтрализации органической фазы нами была изменена схе-
ма блока сбора смеси в реакционной установке газофазного нитрования бензола 
(3-B, см. рис. 2). При барботировании газового потока реакционной смеси через 
раствор щелочи происходит нейтрализация непрореагировавшей азотной кисло-
ты. Таким образом, в отделенной для отбора аликвоты органической фазе не со-
держится следов кислот. 

3. Гетерогенно-кислотное нитрование ароматических соединений 

Для выбранного типа реактора оптимальным оказалось проведение процесса 
на фракции гранул катализатора wi-MoO3/SiO2 0,25–0,5 мм (выход нитробензола: 
CB = 81 %, для WHSVB – 1,42 г/(гкатч), соотношение потоков: азотная кисло-
та/бензол – 0,76, поток инерта 20 мл/мин). Использование катализатора с мень-
шим размером фракции приводило к существенному увеличению сопротивления 
каталитического слоя катализатора газовому потоку. Схожие закономерности 
наблюдались и для других каталитических систем. 

Газофазное нитрование ароматических соединений целесообразно проводить в 
диапазоне между точкой кипения азеотропного раствора азотной кислоты 
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(Ткип = 121 С) и термической стабильностью азотной кислоты. При температурах 
больше 180 С начинается необратимый процесс разложения азотной кислоты с 
образованием менее реакционно-способных оксидов азота и снижением селек-
тивности процесса по азотной кислоте (например, при 190 С селективность обра-
зования оксидов азота (SNO) превышала 7%). Оптимальной температурой реакции 
газофазного нитрования бензола оказался диапазон 160…170 С (рис. 4). 

 

 

Рис. 4 – Влияние температуры процесса 

Fig. 4 – Influence of reaction temperature 

Уменьшение скорости подачи субстратов (WHSV, г/(гкатч)) (и соответственно 
увеличение времени контакта) приводит к повышению конверсии и выхода целе-
вого продукта, однако производительность катализатора по нитробензолу  
(STYNB, г продукта/г катализатора в час) при этом снижается. Предельно допу-
стимый суммарный поток реагентов WHSVB + WHSVNA зависит от текстурных 
характеристик используемых каталитических систем и может быть оценен исходя 
из значений предельной сорбции бензола используемым катализатором. Опти-
мальными, с точки зрения производительности катализаторов, значениями 
WHSVB для испытанных систем 20 мас.% MoO3/SiO2 (Sуд = 178 м2/г) и 20 мас.% 
Nf/SiO2 (Sуд = 156 м2/г) были 1,57 и 1,42 г/(гкат  ч) соответственно (при соотноше-
нии потоков WHSVB: WHSVNA = 1 : 0,76). При превышении этих потоков конвер-
сия бензола существенно снижалась. В оптимальных условиях после 5 часов ре-
акции производительность (STY) для 20 мас.% MoO3/SiO2 и 20 мас.% Nf/SiO2 

составляла 1,51 и 1,29 гNB/(гкат  ч). При превышении этих значений на поверхно-
сти катализаторов, предположительно, образуется пленка бензола, блокирующая 
активные центры, что приводит к снижению конверсии. 

Процесс газофазного нитрования предпочтительно проводить при избытке 
бензола. Это обусловлено двумя факторами: во-первых, повышение потока бензо-
ла способствует увеличению элюирующей силы потока, что необходимо для уда-
ления продуктов реакции с поверхности катализатора. Во-вторых, для масштаби-
рования процесса нитрования принципиальное значение имеет наиболее полное 
превращение азотной кислоты, при ее минимальной степени разложения. Это 
обусловлено необходимостью стадии концентрирования сырого нитробензола 
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(отгонка не прореагировавшего бензола). Накапливаемая в этом случае примесь 
азотной кислоты (из-за частичной растворимости HNO3 в нитробензоле) повыша-
ет риск взрывоопасности процесса.  

Наиболее эффективное молярное соотношение «азотная кислота : бензол» = 
0,7…0,8 для всех испытанных каталитических систем. Повышение соотношения 
приводило к существенному увеличению вклада окислительного процесса и сни-
жению селективности процесса нитрования (например, в случае соотношения 
«азотная кислота : бензол» = 1 образовывалось до 800 ppm нитрофенолов и реги-
стрировалась высокая степень разложения азотной кислоты до оксидов азота). 
Дополнительный поток инертного газа также необходим для облегчения десорб-
ции продуктов реакции, которые блокируют активные центры катализатора. При 
снижении скорости тока инертного газа существенно сокращается время стабиль-
ной работы катализатора из-за блокирования активных центров продуктами реак-
ции (рис. 5). 

 

 
Рис. 5 – Влияние тока инертного газа на конверсию бензола 

Fig. 5 – Influence of inert flow on benzene conversion 

При подборе реакционных условий жидкофазного нитрования ароматических 
соединений показана необходимость использования концентрированной азотной 
кислоты и проведения реакции в условиях азеотропной отгонки выделяющейся в 
ходе реакции нитрования воды. Для этого в реакционную смесь добавляется дву-
хлористый растворитель (хлористый метилен (DCM) или 1,2-дихлорэтан (DCE)). 
Вода отгоняется в виде паров состава ~4 об.% H2O в дихлорэтане (температура 
кипения 73 С), таким образом, концентрация азотной кислоты в реакционной 
смеси поддерживалась близкой к концентрированной. При выдерживании смеси 
DCE-H2O в верхней части насадки Дина–Старка водный слой отделяется (верхний 
слой) и органический растворитель может быть возвращен в реакционную смесь. 
Для всех испытанных образцов реакция полностью протекала за 6 ч (достигалась 
максимальная величина конверсии исходного субстрата). При проведении рецик-
ла нитрования на использованном катализаторе существенной дезактивации для 
испытанных образцов не найдено. При снижении температуры ниже 70 С и ис-
пользовании разбавленной азотной кислоты скорость нитрования быстро снижа-
лась. 

Высокая активность систем на основе оксида молибдена обусловлена супер-
кислотными свойствами нанодиспергированного MoO3 на поверхности оксидного 
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носителя. Этого удается достичь при совместном осаждении молибдена и крем-
ния в виде аморфных гидроксидных форм с последующим прокаливанием полу-
ченного предшественника (золь-гель метод синтеза MoO3/SiO2). Другая перспек-
тивная в газофазном нитровании система состоит из сульфатированного 
полимера, нанесенного на поверхность носителя, устойчивого в среде азотной 
кислоты. СФП (Нафиона, Nf) представляет собой сополимер тетрафторэтилена и 
перфтористого соединения. Чистый СФП не применим в кислотном катализе из-
за малой величины удельной поверхности. Кроме того, основная масса сульфо-
групп экранирована слоями полимера и недоступна для катализа. Использование 
Нафиона в катализе в виде его композитов Нафион/носитель позволяет улучшить 
текстурные характеристики катализатора и повысить доступность сульфогрупп. 

Данные каталитической активности синтезированных образцов представлены 
в таблице (T = 160 С, WHSVB = 1,42 г/(гкатч), NA/B = 0,76). Наблюдалась прямая 
зависимость между кислотностью образцов и их каталитической зависимостью. 
Была отмечена пониженная стабильность образцов на основе оксида алюминия и 
углеродных нановолокон, в этом случае происходит постепенное растворение и 
окисление носителей, соответственно. Анализ реакционных смесей газофазного 
нитрования осуществлялся как по плотности, так и газохроматографически. От-
клонение между двумя методами не превышало 3 % (для выхода нитробензола). 
При проведении рецикла нитрования на использованном катализаторе суще-
ственной дезактивации для испытанных образцов не найдено. 

Каталитическая активность и физико-химические свойства молибден-оксидных  
систем и композитов на основе сульфатированного перфторполимера 

The catalytic activity and physicochemical characteristics of molybdenum-oxide sys-
tems and composites based on sulfated perfluoropolymer 

Образец, метод 
приготовления 

Каталитическая активность, 
СB (%) 

ФХ-свойства 

ГФ-нитрование ЖФ-нитрование 
(после 6 ч) 

Кислотность по 
ЭПР, 1/г1016 

Sуд, м
2/г 

0–1 ч 4–5 ч 
MoO3/SiO2, sg 96 96 99 31 178 
MoO3/SiO2, wi 81 80 69 16 198 
MoO3/Al2O3, sg 95 85 67 68 174 
MoO3/Al2O3, wi 97 82 71 150 210 
Nf/УНВ, wi 85 83 90 9 169 
Nf/SiO2, sg 91 91 94 11 156 
Nf/SiO2, wi 84 84 87 9 140 

Заключение 

В ходе выполненной работы разработана методика анализа реакционных сме-
сей по плотности органической фазы. Подобраны оптимальные реакционные 
условия газофазного нитрования бензола азеотропным раствором азотной кисло-
ты (160 C, соотношение «азотная кислота : бензол» = 0,76, ток инертного газа  
40 мл/мин). Синтезированы и протестированы в идентичных условиях нитрования 
каталитические системы MoO3/SiO2, MoO3/Al2O3 и композиты Нафион/носитель. 
Установлено, что наиболее эффективной системой каталитического нитрования 
бензола из синтезированных является композит MoO3/SiO2 приготовленный оса-
ждением тетраэтоксисилана в растворе в сульфатированного полимера. 
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DEVELOPMENT OF A CATALYST STUDY METHOD FOR 
HETEROGENEOUS AROMATIC COMPOUND NITRATION  

Koskin A.P.1, Tolstikhina D.V.2 
1Borescov Institute of Catalysis, SB RASNovosibirsk, Russia 
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In industry the benzene nitration process is carried out in a liquid phase in the presence of en-

vironmentally unfriendly sulfuric acid (synthesis of nitrobenzene is more than 2.5 million tons per 
year). Sulfuric acid replacement by a heterogeneous acid catalyst is an environmentally safe alter-
native. The present article is devoted to the development of a heterogeneous nitration catalyst test 
method which includes the reaction mixtures analysis method. 

In the present study we found optimum reaction conditions of gas-phase benzene nitration by 
an azeotropic nitric acid solution (160oC, nitric acid: benzene ratio = 0.7 – 0.8, inert gas flow is  
40 ml/min).The method of reaction mixture analysis based on organic phase density measure-
ments was developed. The proposed technique allows screening of the catalytic activity in a num-
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ber of solid acid systems required for the selection of the most effective catalyst in heterogeneous 
catalytic nitration. Equations showing the dependence of a mole nitrobenzene fraction (benzene 
conversion) on density were derived. Molybdenum-oxide systems (of MoO3/support) and compo-
sites based on sulfated perfluoropolymer (Nafion/support) were synthesized and investigated in 
the reaction of heterogeneous catalytic nitration of benzene in order to test the method on actual 
reaction mixtures. 

 

Keywords: Green chemistry, gas-phase nitration; heterogeneous nitration; acid catalysis; aro-
matics nitration. 
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Существующая система городского электротранспортного комплекса г. Новосибирска 

функционирует в условиях низких показателей пассажироперевозок, что обусловливает 
отклонение рабочих параметров тягового оборудования подстанций от проектных значе-
ний. Вместе с этим избыточный износ электротранспортной инфраструктуры определяет 
повышенные технологические расходы энергии. В рамках повышения энергоэффективно-
сти горэлектротранспорта поставлена задача экспериментальной оценки нормируемых 
показателей электроэнергии и ненормируемых энергетических характеристик действую-
щих тяговых подстанций. 

Для решения задач исследования выполнены продолжительные натурные измерения 
параметров электроэнергии на базе регистратора FLUKE 1760 по стороне 10 кВ и разрабо-
танных автором регистраторов по стороне выпрямленного напряжения. 

В результате анализа полученных данных вероятностно-статистическими методами 
установлен факт соответствия нормируемых медленных изменений параметров переменно-
го напряжения допустимым значениям. Анализ энергетических характеристик выпрями-
тельных агрегатов показал существенное отклонение от проектных номинальных значений, 
вследствие этого установлено снижение энергетической эффективности работы тягового 
оборудования и предложено применение организационных мероприятий по существенно-
му улучшению энергетики преобразователей, не требующих материальных затрат. 

 

Ключевые слова: городской электрический транспорт, система тягового электроснаб-
жения, тяговая подстанция, показатели качества электроэнергии, энергетические характе-
ристики, энергоэффективность. 

DOI: 10.17212/1727-2769-2016-3-33-42 

Введение 

Городской электрический транспорт (ГЭТ) является одним из наиболее важ-
ных и энергоемких потребителей городских агломераций. На ГЭТ в развитых 
странах приходится более 50 % пассажироперевозок [1]. Поэтому повышение эф-
фективности функционирования и создание условий устойчивого развития систем 
ГЭТ является необходимым для обеспечения высоких темпов экономического 
роста и повышения качества жизни населения. 

Статистика показывает непрерывное снижение объема пассажироперевозок 
ГЭТ. По данным мэрии г. Новосибирска величина пассажироперевозок, реализу-
емых трамваем и троллейбусом, снизилась к 2015 г. до 70 млн чел/год, т. е. более 
чем в 3 раза по сравнению с началом 1990-х годов, что определяет изменение 
условий функционирования инфраструктуры электроснабжения относительно 
проектных характеристик. Кроме этого, контактная сеть и оборудование тяговых 
подстанций (ТП) имеют избыточный износ, они не модернизировались с 1970-х 
годов. Сложившаяся ситуация обусловливает функционирование системы в усло-
виях повышенных технологических расходов энергии и низких энергетических 
показателей [2]. 

Таким образом, существует необходимость совершенствования системы тяго-
вого электроснабжения ГЭТ, которая наряду с обостряющимися энергетическими 
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проблемами обусловливает потребность в реализации потенциала снижения энер-
гетических и материальных затрат, внедрения высокотехнологичных энергоэф-
фективных решений при модернизации существующих транспортных линий и 
реализации новых. 

Задача улучшения энергетических параметров ГЭТ неразрывно связана с нор-
мируемыми ГОСТ показателями качества электроэнергии, которые оказывают 
влияние на работу электротранспортного комплекса и всей системы электроснаб-
жения. Кроме нормируемых показателей важное значение имеют ненормируемые 
характеристики электроснабжения. В связи со сказанным задачи выполненного 
исследования заключались в получении экспериментальных данных параметров 
электроснабжения действующих ТП ГЭТ в реальных условиях и оценке их влия-
ния на энергетическую эффективность эксплуатируемых технических средств.  

1. Методы и средства исследования 

Для решения поставленных задач в соответствии с [3] выполнен ряд натурных 
измерений на тяговых подстанциях МКП ГЭТ г. Новосибирска. Продолжитель-
ность измерений составила 7 суток для ТП № 29, 14 суток для ТП № 7 и ТП  
№ 13. Объем выборок данных составил более 20 млн значений. 

В качестве измерительного оборудования на стороне переменного тока ТП  
№ 29 использовался регистратор качества электроэнергии FLUKE 1760. Датчики 
напряжения подключались ко вторичной обмотке штатного измерительного 
трансформатора напряжения НТМИ-10. Токовые датчики на базе катушек Рогов-
ского подключались непосредственно к вводным линиям 10 кВ преобразователь-
ного трансформатора агрегата № 1. Подключение выполнено по методу двух ватт-
метров (так называемому Aron_2), при котором требуются датчики только на двух 
фазах, а для третьей значения вычисляются встроенным ПО.  

Для измерений тока и напряжения на стороне выпрямленного напряжения 
всех трех подстанций использовались разработанные автором самопишущие  
регистраторы постоянных тока и напряжения на базе микроконтроллера 
ATMega_1760, датчиков напряжения на эффекте Холла LEM LV-25P, оптронных 
датчиков тока с компенсирующей обратной связью на ОУ. Измерение тока вы-
полнено через штатные токовые шунты с падением напряжения 75 мВ при токе 
2000 А, а напряжения – через штатные токоограничительные резисторы Р103М 
(ГОСТ 8623–69) номиналом 133 кОм с классом точности 0,5.  

Разработанные регистраторы обеспечили измерение напряжения в диапазоне 
0…850 В, измерение тока в диапазоне 0…1000 А, оцифровку данных с чувстви-
тельностью АЦП 4,88 мВ, непрерывную запись на SD-карту в Excel-файл значе-
ний тока и напряжения по двум каналам со скоростью 4 выборки в секунду. Ка-
либровка прибора выполнена с использованием цифрового осциллографа 
OWON_Smart DS6062 в качестве эталонного измерительного прибора.  

В результате работы приборов получены временные зависимости следующих 
величин: 

1) напряжения и токи (мгновенные и действующие значения), активная, реак-
тивная и полная мощности, коэффициент мощности, частота, гармонический со-
став напряжения и некоторые другие на стороне 10 кВ; 

2) ток и напряжение на стороне выпрямленного напряжения. 
Исследуемые энергетические параметры являются случайными величинами, 

поэтому их анализ был основан на вероятностно-статистических методах. Наибо-
лее полную характеристику случайных величин обеспечивают законы их распре-
деления, поэтому для экспериментальных данных были определены вероятности 
возникновения конкретных значений и на основе 40 законов статистических рас-
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пределений выполнен подбор наиболее подходящих выравнивающих функций и 
рассчитаны числовые характеристики. 

2. Анализ нормируемых показателей качества электроэнергии 

Качество электроэнергии определяется степенью искажения параметров 
напряжения из-за изменений нагрузки, кондуктивными электромагнитными по-
мехами и другими внешними событиями. Отклонения от нормируемых значений 
обусловливает: рост потребления и потерь энергии; перегревы тяговой сети; 
нарушение работы релейных защит и автоматики; увеличение числа коротких 
замыканий; некорректную работу приборов учета и др. Поэтому оценка качества 
электроэнергии имеет важное значение при внедрении энергосберегающих меро-
приятий на ГЭТ. В качестве национального стандарта РФ действует ГОСТ 32144–
2013 [4], который устанавливает нормы и показатели качества электроэнергии. 

Основной интерес для исследования представляют продолжительные измене-
ния характеристик напряжения, так как они в основном вызываются изменениями 
нагрузки и ее нелинейным влиянием. Внезапные и значительные изменения фор-
мы напряжения обусловлены непредсказуемыми событиями и внешними воздей-
ствиями и не имеют зависимости от характера тяговой нагрузки. На основе полу-
ченных экспериментальных данных на стороне 10 кВ агрегата № 1 ТП № 29 вы-
полнена оценка продолжительных изменений характеристик напряжения.  
В качестве примера на рис. 1 представлены временные диаграммы некоторых ха-
рактеристик. Результаты оценки отклонений характеристик напряжения от допу-
стимых по ГОСТ 32144–2013 значений, выполненной с помощью специализиро-
ванного ПО «PQ Analyze v.1.9.4» компании FLUKE, сведены в табл. 1 и 2. 
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Рис. 1 – Диаграммы характеристик напряжения:  
a – отклонения частоты; б – кратковременная и длительная дозы фликера; в – несимметрия  

напряжения по нулевой и обратной последовательности 

Fig. 1 – Voltage characteristics diagrams:  
a – frequency deviation; b – short-term and long-term flicker factors; c – voltage unbalance  

at zero and negative sequence 
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Таблица 1 / Table 1 

Оценка показателей качества электроэнергии 

Evaluation of electricity quality characteristics 

Показатели качества электроэнергии 
Допустимые  
значения 

Экспериментальная 
оценка 

Отклонение частоты 
±0,2 Гц в 95 % 

времени и ±0,4 Гц 
в 100 % времени 

+0,036/-0,046 Гц  
в 95 % времени  
и +0,047/–0,069  
в 100 % времени  

Медленные изменения напряжения (положи-
тельные и отрицательные отклонения напряже-
ния) 

Не более 10 % 
номинального в 
100 % времени 

Положительные  
до 4,73 %; Отрица-
тельные до 0,77 %  

Доза фликера 
кратковременная Не более 1,38 До 10,15 

длительная Не более 1 До 4,43 

Гармонические со-
ставляющие напря-
жения (несинусои-
дальность) 

Коэффициент гармоник До 11-й представлены в табл. 2 

Суммарный коэффици-
ент гармоник 

5 % в 95 % вре-
мени и 8 % в 

100 % времени 

До 1,95 % в 95 % вре-
мени и 2,27 % в 100 % 

времени 

Коэффициенты 
несимметрии напря-
жений 

по обратной последова-
тельности 

2 % в 95 % вре-
мени и 4 %  

в 100 % времени 

0,4 % в 95 % времени  
и 0,43 % в 100 % вре-

мени 
по нулевой последова-
тельности 

 
 

Таблица 2 / Table 2 

Оценка гармонических составляющих напряжения в десятиминутных интервалах 

Evaluation of voltage harmonic components at 10 min intervals 

№ гармо-
ники 

напряжения 

Допустимые значения, % Экспериментальная оценка, % 
В течение  

95 % време-
ни 

В течение 
100% вре-
мени 

В течение 95 % вре-
мени 

В течение 100 % 
времени 

L1L2 L2L3 L3L1 L1L2 L2L3 L3L1 
2 1,5 2,25 0,1 0,15 0,14 
3 3 4,5 0,38 0,25 0,22 0,43 0,31 0,26 
4 0,7 1,05 0,08 0,07 0,09 0,11 0,09 0,1 
5 4 6 1,87 1,74 1,84 2,21 2,08 2,17 
6 0,3 0,45 0,02 0,03 0,02 0,03 
7 3 4,5 0,81 0,80 0,81 1,03 0,99 1,03 
8 0,3 0,45 0,04 0,06 
9 1 1,5 0,06 0,05 0,07 0,09 0,07 0,09 
10 0,3 0,45 0,04 0,05 0,06 
11 2 3 0,42 0,41 0,42 0,59 0,56 0,54 

Из временных диаграмм видно, что отрицательные отклонения напряжения, 
появление фликера, всплески гармонических искажений носят редкий и кратко-
временный характер. При анализе осциллограмм напряжения и тока в интервалах 
появления этих явлений установлено, что они обусловлены событиями со сторо-
ны внешнего электроснабжения, а не влиянием тяговой нагрузки (медленное изме-
нение тока свидетельствует о первичном влиянии напряжения, но не наоборот).  
В качестве подтверждения этого на рис. 2, a представлены статистические функции 
максимальных значений коэффициента гармоник в десятиминутных интервалах.  
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Рис. 2 – Эмпирические и теоретические статистические функции плотности  
вероятности:  

a – максимальных значений суммарного коэффициента гармоник; б – суммарного коэффициента 
гармоник; в – значений частоты; г – положительных отклонений напряжения; д – несимметрии 
напряжения по обратной последовательности; е – несимметрии напряжения по нулевой последо-

вательности 

Fig. 2 – Empirical and theoretical statistical function of probability density:  
a – maximum values of total harmonic distortion; b – total harmonic distortion; c – frequency values; d – 

positive voltage deviations; e – negative voltage deviations; f – voltage unbalance at zero sequence 
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Полученные функции (см. рис. 2, b–f) и числовые характеристики статистиче-
ских распределений медленных отклонений напряжения на стороне 10 кВ пока-
зывают, что рассмотренные показатели находятся в пределах нормально допу-
стимых значений, а вероятность выхода за эти пределы стремится к нулю.  

Таким образом, в рамках выполненного эксперимента можно сделать  
важный вывод, что искажения характеристик электроэнергии, установленных 
ГОСТ 32144–2013, не оказывают существенного влияния на работу электротранс-
портного комплекса, следовательно, применение мероприятий по улучшению 
данных показателей для повышения энергетической эффективности ГЭТ не при-
несет сколько-нибудь ощутимый эффект. 

3. Оценка энергетических характеристик тяговых подстанций 

Основной энергетической характеристикой выпрямительного агрегата ТП яв-
ляется зависимость выпрямленного напряжения от выпрямленного тока, наклон 
которой определяется потерями напряжения в трансформаторе, линиях электро-
передач и диодах выпрямителя. Внешняя характеристика, полученная при выводе 
из работы всех агрегатов кроме агрегата № 1 ТП № 29, приведена на рис. 3, a. 
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Рис. 3 – Внешняя характеристика агрегата № 1 ТП № 29 (a); статистические функции 
плотности вероятности напряжения ТП № 29 (б), ТП № 13 (в), ТП № 7 (г) 

Fig. 3 – External characteristic of the first unit TSS № 29 (a); statistical function of probability 
density of the TSS №29 DC voltage (b), TSS № 13 DC voltage (c), TSS № 7 DC voltage (d) 

Уровни напряжения на шинах ТП и токоприемниках ЭПС ГЭТ установлены 
ГОСТ 6962–75 [5] (переиздание 1996 г., действующее) и ГОСТ 29322–2014 [6], в 
соответствии с этими стандартами номинальное напряжение на шинах ТП трам-
вая и троллейбуса должно составлять 600 В, наибольшее допускаемое значение 
при любых эксплуатационных условиях, за исключением коммутационных режи-
мов, не должно превышать 700 В. Вероятностно-статистическая оценка уровней 
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выпрямленного напряжения, выполненная на основе усредненных в интервале  
10 с суточных графиков, представлена на рис. 3, в–г. Как видно наиболее вероят-
ны условия работы подстанций, при которых напряжение составляет 635…700 В, 
а наибольшие значения достигают 700…800 В, что является превышением допу-
стимого предела. Это говорит о том, что функционирование системы электро-
транспортного комплекса осуществляется в условиях низкой загрузки установ-
ленной мощности оборудования подстанций. 

Используя данные с регистратора FLUKE_1760 на стороне 10 кВ и с разрабо-
танного регистратора на стороне выпрямленного напряжения, получены зависи-
мости КПД преобразовательного агрегата и коэффициента мощности от тока 
нагрузки для ТП № 29. Эти зависимости, а также функции статистического рас-
пределения тока нагрузки подстанций приведены на рис. 4. 
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Рис. 4 – Зависимость КПД агрегата № 1 ТП № 29 от нагрузки (a); зависимость коэф-
фициента мощности от нагрузки (б); функции статистического распределения тока  
                                            нагрузки ТП № 7 (в) и ТП № 29 (г) 

Fig. 4 – Unit №1 (TSS № 29) load characteristic of the efficiency (a) and load characteristic 
of the power factor (b); statistical function of probability density of the TSS № 7 load current  
                                             (c) and TSS № 13 load current (d) 

Полученные характеристики подтверждают, что подстанции работают в области 
низких нагрузок относительно установленной мощности с редким достижением но-
минального режима работы оборудования подстанций. Кроме этого, очевидно сни-
жение энергетических показателей относительно номинальных значений, наиболее 
вероятным токам нагрузки соответствуют величины КПД порядка 96 % и коэффици-
ента мощности порядка 0,92. При том, что в номинальном режиме их значения будут 
смещены к 97,6 % и 0,95 соответственно, а работа будет осуществляться не в верти-
кальной части характеристик, а преимущественно в горизонтальной.  
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4. Заключение 

В работе представлены результаты проведенных экспериментальных измере-
ний на действующих тяговых подстанциях МКП ГЭТ г. Новосибирска с исполь-
зованием регистратора показателей качества электроэнергии FLUKE 1760 и раз-
работанных автором регистраторов постоянных тока и напряжения. Получено 
более 20 млн значений данных, на основе которых выполнено исследование нор-
мируемых и ненормируемых показателей электроснабжения.  

Вероятностно-статистическая обработка данных показала, что медленные из-
менения параметров напряжения, установленные ГОСТ 32144–2013, находятся в 
нормально допустимых пределах и не оказывают существенного влияния на рабо-
ту ГЭТ, поэтому применение мероприятий по их улучшению нецелесообразно 
ввиду низкого эффекта. 

Получены статистические функции плотности вероятности значений выпрям-
ленного напряжения по трем ТП, которые показали завышение наиболее вероят-
ного уровня напряжения до 200 В относительно номинальных 600 В, а также пре-
вышение предельно допустимого по ГОСТ 6962–75 на 100 В. Сделан вывод о 
низкой величине токов тяговых нагрузок подстанций, который был подтвержден 
полученными статистическими функциями этих токов. Действительно, наблюда-
ется занижение нагрузки вплоть до 70 % от номинальной, что обусловливает ра-
боту выпрямительных агрегатов с заниженными значениями ненормируемых 
энергетических характеристик. 

На основе полученных результатов можно заключить, что при обеспечении 
соответствия количества введенных в работу выпрямительных агрегатов величине 
действующей в системе тяговой нагрузки возможно повышение энергетической 
эффективности всего электротранспортного комплекса за счет снижения техноло-
гических расходов на преобразование электроэнергии. Достоинством данного 
мероприятия при неавтоматическом управлении является отсутствие необходимо-
сти в каких-либо материальных затратах. С другой стороны, реализация автома-
тического регулирования способна обеспечить адаптивное управление в зависи-
мости от величины нагрузки, в этом случае полученные энергетические характе-
ристики могут быть использованы для выбора уставок регулирования мощности. 
С учетом числовых характеристик полученных распределений токов тяговой 
нагрузки можно ожидать снижения потерь в тяговых агрегатах подстанций до  
20 % в зависимости от параметров графиков нагрузки. 
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EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF ENERGY PARAMETERS  

OF URBAN ELECTRIC TRANSPORT TRACTION SUBSTATIONS  

Abramov E.Yu.  
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
The current urban electric transport system in Novosibirsk operates under conditions of a low 

passenger carriage rate, which causes a divergence of traction substation equipment performance 
from design values. At the same time, an excessive wear of the electric transport infrastructure 
results in an increase in energy consumption. To enhance the system energy efficiency the task 
was set to experimentally evaluate rated parameters of electric energy and non-standardized ener-
gy characteristics of the existing traction substations. 

To solve these problems it is necessary to carry out long-term experimental measurements of 
electric parameters based on the FLUKE 1760 power quality recorder at the 10 kV-side and the 
recorders at the rectified voltage side developed by the author. 

The data probabilistic-statistical analysis showed the agreement between the rated slow 
changes of alternating voltage characteristics and admissible values. The analysis of the rectifier 
unit energy characteristics revealed a significant divergence from the design rated values. As a 
result, it was elucidated that the energy performance of the traction equipment decreased. Conse-
quently, the author suggests implementing measures to improve the quality of converter energy 
characteristics at low costs. 

 

Keywords: urban electric transport;, traction power supply system; traction substation; electric 
energy quality indicators; energy characteristics; energy efficiency. 
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Предлагается подход к решению задачи сегментации текстурных изображений, осно-

ванный на применении иерархической конечнозначной гиббсовской модели. Ненаблюдае-
мый уровень иерархической модели, называемый текстурной картой, представляется в 
виде реализации случайного поля с гиббсовским распределением вероятностей; назначение 
текстурной карты – локализация границ между областями наблюдаемого изображения, 
текстурные параметры которых в пределах границ постоянны, но различаются для разных 
областей. Итерационная процедура стохастической релаксации, использующая локальные 
характеристики апостериорного распределения текстурной карты, служит генератором ее 
реализаций, которые сходятся к истинной карте текстур, что и дает решение задачи сег-
ментации, оптимальное по критерию максимума апостериорной вероятности (МАВ). Та-
ким образом, сегментация сводится к задаче нахождения наиболее вероятной текстурной 
карты, совместимой с наблюдаемым изображением. Гиббсовское описание полутоновых 
изображений, используемых в качестве наблюдаемого уровня, чрезвычайно громоздко. 
Работа посвящена поиску эффективного способа преобразования текстурного изображения 
в бинарный препарат, сохраняющий характерные свойства текстур. Использование бинар-
ного препарата текстуры вместо исходного полутонового изображения целесообразно с 
точки зрения снижения вычислительных затрат, а также обеспечения простоты построения 
иерархической гиббсовской модели. Для получения бинарного препарата текстуры, сохра-
няющего текстурные характеристики исходного изображения, предлагается использование 
процедуры выделения контурных линий на изображениях, а также вейвлет-разложения 
полутонового изображения с последующей бинаризацией коэффициентов детализации. 
Нахождение и включение в иерархическую модель уровней, эффективно отражающих тек-
стурную информацию различного рода, являются основной задачей исследования. Пер-
спективность предложенного подхода на основе наращивания количества наблюдаемых 
слоев иерархической модели, каждый из которых представляет собой бинарный препарат 
текстуры, подтверждается высоким качеством результатов сегментации реальных текстур-
ных изображений. 
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Введение 

Один из известных подходов к описанию и анализу текстур основан на пред-
ставлении текстурного изображения в виде реализации случайного поля с гибб-
совским распределением вероятностей [1, 2]. Согласно теореме эквивалентности 
Хэммерсли–Клиффорда гиббсовские случайные поля (ГСП) обладают марков-
ским свойством, что обеспечивает возможность моделирования и анализа текстур 
на основе их локальных характеристик (условных вероятностей значений поля в 
точке при заданной конфигурации поля в ее окрестности), совокупность которых 
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полностью определяет гиббсовское поле [3]. Алгоритмы генерирования и обра-
ботки гиббсовских случайных полей основываются на итерационных методах 
стохастической релаксации (динамических методах Монте-Карло) [4, 5]. Для ре-
шения задачи текстурной сегментации строится иерархическая модель, включа-
ющая, помимо наблюдаемого текстурного изображения, скрытое (ненаблюдае-
мое) изображение поля меток (текстурную карту), при этом апостериорное рас-
пределение карты при условии наблюдения текстурного изображения имеет вид 
распределения Гиббса. Процедура стохастической релаксации, использующая 
локальные характеристики этого апостериорного распределения, служит генера-
тором реализаций скрытого поля, которые при определенных условиях [5] схо-
дятся к истинной карте текстур, что и дает решение задачи сегментации [1], опти-
мальное по критерию максимума апостериорной вероятности (МАВ). Таким обра-
зом, сегментация сводится к генерированию наиболее вероятной реализации тек-
стурной карты, совместимой с наблюдаемым текстурным изображением. 

Непосредственное использование текстурного изображения в качестве наблю-
даемого уровня иерархической модели требует больших объемов памяти и вы-
числительных ресурсов, так как гиббсовское описание цифрового полутонового 
изображения с 256 уровнями яркости слишком громоздко. С целью снижения вы-
числительных затрат, а также обеспечения простоты построения иерархической 
модели целесообразным представляется использование в качестве наблюдаемого 
уровня вместо исходного полутонового текстурного изображения его бинарного 
препарата. Сложность заключается в нахождении эффективного способа получения 
бинарного препарата, сохраняющего текстурные свойства исходного изображения. 
Одним из таких способов является выделение контурных линий [6]. В настоящей 
работе проводится сравнение эффективности и качества сегментации изображений 
на основе контурных препаратов, полученных с использованием различных опера-
торов выделения контуров. Кроме того, рассматривается возможность применения 
вейвлет-разложения [7] исходных полутоновых текстурных изображений и исполь-
зования бинаризованных детализирующих коэффициентов в качестве наблюдаемых 
уровней иерархической модели для текстурной сегментации. 

1. Текстурная сегментация на основе иерархической конечнозначной  
гиббсовской модели 

Для построения иерархической гиббсовской модели текстурного изображения 
сначала задается распределение Гиббса ненаблюдаемого поля (текстурной карты), 
описывающего разбиение изображения на однородные непересекающиеся обла-
сти. Затем для каждой области определяется распределение Гиббса, описывающее 
текстуру в ее пределах. Совокупность текстурных областей образует наблюдае-
мое изображение. Иерархическая модель представляет собой совместное распре-
деление наблюдаемого и ненаблюдаемого полей. С помощью этой модели осу-
ществляются генерирование и сегментация текстурных изображений на основе 
стохастической релаксации [5]. При генерировании вначале порождается карта, а 
затем соответствующее ей текстурное изображение. При сегментации на основе 
наблюдаемого изображения генерируется поле, близкое к карте (в идеале совпа-
дающее с ней). Для генерирования полей применяются алгоритмы Гиббса (Gibbs-
sampler) и Метрополиса–Хастингса [8]. 

При построении конечнозначной гиббсовской модели текстурной карты фор-
мируется прямоугольная решетка  1 2( , ) : 0 ;0M i j i N j N    L  размерами 

1 2N N ; случайное поле M  представляет собой совокупность случайных вели-

чин  ,s MM sL , принимающих значения из конечного множества  
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меток 1 2, ,..., K   . Задание распределения Гиббса предполагает определение 

на решетке системы клик. Кликой называется совокупность точек решетки, счи-
тающихся попарно соседними. Соседство означает наличие взаимодействия меж-
ду точками, при этом соседние точки не обязательно должны быть геометрически 
соседними. Окрестностью точки s называется совокупность клик, содержащих s , 
за вычетом этой точки. Каждой клике приписывается функция значений поля в 
точках клики, называемая потенциалом. Модель текстурной карты является одно-
родной [1] в том смысле, что множество M  всех клик разбито на непересекаю-

щиеся подмножества (семейства), каждое из которых образовано всевозможными 
сдвигами единственной клики в пределах решетки. При этом каждой кли-

ке Mc одного семейства приписывается один и тот же потенциал ( )M
cV  . 

В простейшем случае, когда рассматривается изображение с двумя типами 
текстур, текстурную карту можно представить полем, принимающим значения из 
множества { 1, 1} . Все клики образованы парами точек, геометрически соседними 

по вертикали или по горизонтали [9]. Потенциалы n
k вертикальных клик назна-

чаются в соответствии со схемой 1
1
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, потенциалы горизонтальных клик – согласно схеме  2

1 1 1    , 

2
2 ( 1 1)   , 2

3 (1 1)   , 2
4 (1 1)  . Тогда окрестность произвольной 

внутренней (не принадлежащей границам решетки) точки поля s содержит четыре 
точки (окрестность фон Неймана [10]). При этом существует 24 = 16 конфигура-
ций (реализаций) бинарного поля на окрестности (рис. 1). Реализации текстурной 
карты и ее значения в точке s соответственно обозначаются m  и sm . Вероятность 

реализации m поля картыM  

 1( ) exp ( )
M

M
M M c

c
P M m Z V m



     
  




,  (1) 

где нормирующая константа exp ( )
M

M
M c

m c
Z V m

 

    
  

 
M

определяется сумми-

рованием по множеству M  всех возможных реализаций поля M . 
 

 

Рис. 1 – Конфигурации бинарного поля на окрестности фон Неймана 

Fig. 1 – Configurations of a binary field on the von Neumann neighborhood 
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Модель наблюдаемого поля строится аналогично. Прямоугольной решетке 

 1( , ) : 0 ;T i j i N  L 20 j N  соответствует случайное поле T , принимаю-

щее значения из множества  1, 1 . Эта модель неоднородна, так как потенциалы 

( )T
cV t m  клик из множества T , которые образуют окрестность точки T Ts L , 

обусловлены значением текстурной карты в соответствующей точке M Ms L . 

Условное распределение наблюдаемого поля 

   1
| | exp

T

T
T M T M c

c
P T t M m Z V t m



      
  




, 

где  | exp |
T

T
T M c

t c
Z V t m

 

    
  

 
A

 определяется суммированием по множе-

ству A  всех возможных реализаций поля T  при заданном поле M . 
Задача сегментации может быть сформулирована как задача нахождения реа-

лизации карты, доставляющей максимум апостериорной вероятности, что эквива-
лентно максимизации совместного распределения, поскольку текстура при этом 
фиксирована: 

 1 1
|( , ) exp ( ) ( )

M T

M T
TM M T M c c

c c
P T t M m Z Z V m V t m 

 

        
  

 
 

. (2) 

Точное решение этой задачи крайне затруднено высокой размерностью и мно-
гомодовым характером целевой функции. Для приближенного решения применя-
ется метод стохастической релаксации (моделируемого отжига) [1, 5], при этом в 
показатель экспоненты выражения (2) вводится множитель 1 / ( )T t , где ( )T t  

называется температурой и убывает с увеличением номера t  итерации. Последо-
вательности значений t  соответствует последовательность распределений вида 
(2), при этом с понижением температуры происходит заострение мод распределе-
ний и обеспечивается сходимость реализаций к состоянию с максимальной веро-
ятностью. Любая реализация, полученная по прошествии достаточного времени, 
может быть выбрана в качестве приближенного решения задачи сегментации. 
Теоретически оптимальный график ( )T t понижения температуры [4] обеспечивает 

нахождение решения лишь при t  , в связи с этим актуальны проблемы поиска 
графика, обеспечивающего достаточно высокое качество сегментации при прием-
лемом количестве итераций, и определения времени окончания процедуры моде-
лируемого отжига. 

Потенциалы  T
cV t m , входящие в (2) и необходимые для сегментации, априо-

ри неизвестны. Поэтому вначале выполняется грубая предварительная сегмента-
ция изображения, после чего производится оценивание потенциалов в пределах 
полученных областей. Предварительная сегментация осуществляется путем ска-
нирования наблюдаемого изображения скользящим окном прямоугольной формы; 
при каждом положении окна методом, предложенным в [9], вычисляются оценки 
значений потенциалов. После сканирования всего изображения каждая точка ха-
рактеризуется набором оценок потенциалов. Методом кластерного анализа  
«K-средних» в пространстве признаков размерности, равной количеству оценива-
емых потенциалов, производится грубое разбиение изображения на области, раз-
личающиеся наборами оценок. В пределах данных областей находятся уточнен-
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ные оценки потенциалов  T
cV t m , входящих в выражение (2) и используемых для 

генерирования реализаций текстурной карты, совместимых с наблюдаемым полем. 

2. Сегментация на основе бинарного контурного препарата текстуры 

Ранее в работах [6, 11] было предложено для текстурной сегментации вместо 
полутонового изображения использовать бинарный контурный препарат тексту-
ры, полученный с применением детектора границ Кэнни. Поскольку текстура 
представляет собой характеристику пространственной организации изменений 
яркости, контурный препарат сохраняет некоторые признаки текстуры, которые 
могут быть использованы при сегментации (рис. 2). 

  

     
                           a                                                  b                                            c 

Рис. 2 – Текстурное изображение (a), контурный препарат Кэнни (b), контурный  
препарат Робертса (c) 

Fig. 2 – A texture image (a), Canny contour preparation (b), Roberts contour preparation (c) 

Анализ эффективности применения операторов выделения контуров на раз-
личных изображениях пар текстур показал, что наиболее предпочтительными с 
точки зрения обеспечения сегментации являются операторы Собела и Прюитт 
(рис. 3). Препарат Кэнни наименее пригоден для сегментации. Предположительно 
это обусловлено свойством алгоритма выделять контурные линии, удовлетворя-
ющие требованию связности. В результате такой препарат является неинформа-
тивным, так как содержит протяженные области, заполненные одинаковыми зна-
чениями меток. Операторы Робертса, Прюитт и Собела обеспечивают получение 
более «насыщенного» препарата, что повышает качество сегментации. 

Процедура сегментации запускается многократно; начальными реализациями 
служат реализации независимых случайных полей. Критерием остановки проце-
дуры генерирования текстурной карты в экспериментах являлось достижение не-
которого порогового количества различающихся точек реализаций на текущем и 
на предыдущем шаге итерации (например, допускается различие соседних реали-
заций в десяти точках). Полученный ансамбль реализаций текстурной карты, по-
лученных при многократном запуске алгоритма сегментации, обрабатывается по 
мажоритарному принципу: для каждой точки решетки выбирается значение мет-
ки, которое чаще встречается в ансамбле конечных реализаций. Эффективность 
использования данного способа «голосования» для получения окончательного 
результата сегментации продемонстрирована на рис. 4. 

3. Гиббсовская иерархическая модель, дополненная уровнем  
с диагональными парными кликами 

Повышение эффективности сегментации потенциально могло бы быть достиг-
нуто при использовании вместо окрестности фон Неймана окрестности Мура [9], 
которая содержит 8 точек (см. рис. 5, a). Окрестность Мура содержит большее 
число типов клик (см. рис. 5, b), в результате резко возрастает количество потен-
циалов, подлежащих оцениванию, а также количество конфигураций поля на 
окрестности (с 24 = 16 до 28 = 256). 
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a 

Рис. 3 – Текстурное изображение (a); контурный 
препарат Кэнни (b), Прюитт (d), Робертса (f), Собе-
ла (h); результаты сегментации на основе их при- 
      менения (справа), соответственно – (c, e, g, i) 

Fig. 3 –A texture image (a), Canny contour preparation 
(b), Prewitt contour preparation (d), Roberts (f), Sobel 
(h); segmentation results   obtained on the base of their  
                 application respectively (c, e, g, i) 

 
 

 
                             a                                             b                                           c 

 
                              d                                              e                                            f 

Рис. 4 – Иллюстрация эффективности метода «голосования». Примеры результатов 
сегментации однократного запуска алгоритма сегментации (a, b, c, d, e), результат  

«голосования» по ансамблю из 20 реализаций (f) 

Fig. 4 – Voting method efficiency illustration. Examples of segmentation result of a single 
initiation of segmentation (a, b, c, d, e), 20 realization sensemble voting segmentation result (f) 
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              a                                 b                                           c                                 d 

Рис. 5 – Окрестность Мура (серые клетки) для произвольной внутренней точки (белая 
клетка) (a), типы клик, формирующих окрестность Мура (b), диагональная окрест-
ность (белые клетки) и окрестность фон Неймана (черные клетки) для произвольной 
внутренней точки (серая клетка) (c), возможные конфигурации бинарного поля  
                                   на парных кликах диагонального типа (d) 

Fig. 5 – The Moor eneighborhood (greyboxes) for an arbitrary inner point (whitebox) (a), 
clique types forming the Moore neighborhood (b), a diagonal neighborhood (whiteboxes) for 
an arbitrary inner point (greybox) and the von Neumann neighborhood (black boxes) (c),  
                possible configurations of a binary field on pair-wise diagonal cliques (d) 

Для более полного использования информации при приемлемой сложности 
модели предлагается в дополнение к окрестности фон Неймана использовать диа-
гональную окрестность (рис. 5, c), образованную парными диагональными клика-
ми (рис. 5, d). За счет добавления в двухуровневую иерархическую модель еще 
одного (наблюдаемого) уровня 2T , описание которого основано на диагональных 

кликах, возможно повышение эффективности сегментации. При этом количество 
конфигураций бинарного поля на окрестности увеличится в два раза (2×24 = 32), 
что в 8 раз меньше числа конфигураций на окрестности Мура (28 = 256). Потенци-
алы парных диагональных клик оцениваются в ходе предварительной сегмента-
ции тем же методом, что и потенциалы парных вертикальных и горизонтальных 
клик [10]. Полученные значения включаются в выражение (2) в виде дополни-

тельных слагаемых  2

2

2
T

T
c

c
V t m





 в показателе экспоненты. 

Исследование показало, что использование трехуровневой иерархической мо-
дели обеспечивает лучшее качество сегментации (рис. 6). 

 

            
                            a                                             b                                           c 

Рис. 6 – Сравнение качества сегментации: наблюдаемый уровень (а), результат  
окончательной сегментации (окрестность фон Неймана) (b), результат окончательной  

сегментации (окрестности фон Неймана и диагональная окрестность) (c) 

Fig. 6 – Comparison of segmentation results: a binary contour texture preparation as an 
observable level (a), final segmentation result with the von Neumann neighborhood (b), final 

segmentation result with the von Neumann and diagonal neighborhoods (c) 
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4. Применение вейвлет-разложения для получения бинарного препарата  
текстурного изображения 

Предлагаемый альтернативный способ получения бинарного препарата тек-
стуры основан на использовании вейвлет-разложения функции яркости полутоно-
вого текстурного изображения с последующей бинаризацией коэффициентов. Для 
разложения в качестве вейвлет-базиса выбран базис Хаара, как наиболее простой 
в использовании [7]. Коэффициенты высокочастотного фильтра разложения отно-
сительно выбранного вейвлет-базиса также называются детализирующими коэф-
фициентами. Различают горизонтальные, вертикальные и диагональные детали-
зирующие коэффициенты. Для получения бинарного препарата изображения де-
тализирующих коэффициентов подвергаются бинаризации на основе сравнения с 
нулевым порогом (рис. 7). 

 

 
a 

     
                       b                                                  c                                              d 

Рис. 7 – Полутоновое текстурное изображение (a) и детализирующие коэффициенты 
первого уровня разложения горизонтального направления (b), вертикального направ- 
                                     ления (c) и диагонального направления (d) 

Fig. 7 – Gray-level texture image (a) and binary detalization coefficients of the first decom- 
                 position level in a horizontal (b), vertical (c) and a diagonal direction (d) 

Бинаризованные детализирующие коэф-
фициенты отражают текстурные различия и 
могут быть использованы в качестве трех 
наблюдаемых уровней иерархической моде-
ли при восстановлении текстурной карты. 
Результат сегментации изображения (рис. 
7, a) с применением четырехуровневой 
иерархической гиббсовской модели, наблю-
даемые уровни которой представлены изоб-
раженными на рис. 7, b, c, d бинаризованны-
ми детализирующими коэффициентами пер-
вого уровня вейвлет-разложения, продемон-

стрирован на рис. 8 в качестве примера сегментации реальных текстурных изобра-
жений на основе предложенного подхода. 

Заключение 

В работе представлены результаты исследований, направленных на повыше-
ние эффективности сегментации текстурных изображений на основе иерархиче-
ской гиббсовской модели. С целью снижения вычислительных затрат текстурные 

Рис. 8 – Результат сегментации с при-
менением четырехуровневой иерархи-
         ческой гиббсовской модели 

Fig. 8 – Segmentation result applying
   a four-level hierarchical Gibbs model 
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изображения заменяются бинарными препаратами, включаемыми в модель в ка-
честве наблюдаемых уровней, при этом семейства клик ГСП могут ограничивать-
ся окрестностью фон Неймана. Проведено сравнение контурных операторов Кэн-
ни, Робертса, Прюитт и Собела по их пригодности для получения бинарных пре-
паратов текстур, обеспечивающих эффективную сегментацию реальных текстур-
ных изображений. Универсального решения, по-видимому, не существует; наибо-
лее подходящим в каждом случае является оператор, обеспечивающий наиболь-
шую густоту контурных линий. 

Для более полного использования текстурной информации предложено до-
полнить модель наблюдаемым уровнем, описываемым распределением Гиббса, 
основанным на кликах диагонального типа. При этом наблюдается заметное по-
вышение качества сегментации. 

В качестве альтернативного способа получения бинарного препарата текстуры 
предложено использовать бинаризованные детализирующие коэффициенты 
вейвлет-разложения. Эксперименты с использованием базиса Хаара показали пер-
спективность этого подхода. Однако следует отметить, что для разных текстур 
наиболее информативными оказываются коэффициенты вейвлет-разложения, от-
носящиеся к разным масштабам. Вопрос об автоматическом выборе наилучшего 
масштаба в процессе сегментации требует дальнейших исследований. 
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A HIERARCHICAL FINITELY VALUED GIBBS MODEL 
 FOR TEXTURE IMAGE SEGMENTATION 

Vasyukov V.N., Zaitseva A.Yu. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
An approach to texture image segmentation based on the application of the hierarchical finite-

ly valued Gibbs model is suggested. The observer level of a hierarchical model called a texture 
map is represented in the form of realization of a random field with Gibbs probabilities distribu-
tion. The purpose of a texture map is localization of boundaries between image areas whose tex-
ture parameters are consistent within the boundaries but differ for various areas. An iterative pro-
cedure of stochastic relaxation that uses local characteristics of a posterior distribution of a texture 
map serves as a generator of its realizations converging to a true texture map. So it gives a solu-
tion of the segmentation problem that is optimal according to the criterion of a posteriori probabi-
lity maximum (APM). Thus segmentation comes to generating the most probable texture map that 
is compatible with an observed texture image. The Gibbs description of gray-scale images used as 
observed levels is extremely tedious. The paper is devoted to the search of an efficient technique 
of converting texture images into a binary preparation retaining characteristic textures properties. 
Application of a binary preparation instead of an initial gray-scale image seems to be feasible in 
terms of reducing computational costs and also providing simplicity of hierarchical Gibbs model 
development. To obtain a binary texture preparation containing texture properties of an initial 
image a procedure of contour lines extraction is suggested. In addition it is proposed to apply 
wavelet decomposition of a gray-scale image followed by binarization of detaling coefficients. 
Finding and insertion of levels that efficiently reflect texture information of various kinds into a 
hierarchical model is the main task of the investigation. A long-term outlook of the approach 
based on the expansion of the number of the observed hierarchical model levels each of which 
represents a binary texture preparation is supported by high quality results of real texture image 
segmentation. 

 

Keywords: texture image segmentation, Gibbs distribution, hierarchical model, stochastic re-
laxation, binary texture preparation, edge detection operators, wavelet decomposition. 
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При разработке и создании электростатических МЭМС возникает необходимость в 

определении электрической емкости и электростатических сил, действующих между раз-
личными частями конструкции. Эти параметры могут быть рассчитаны с использованием 
различных подходов. Наиболее точные оценки позволяют получить различные САПР, ос-
нованные на методах конечных или граничных элементов, однако такой подход требует 
большого количества времени, а также затрудняет дальнейшие процессы оптимизации и 
проектирования. Поэтому большой интерес представляет поиск аналитических выражений, 
позволяющих вычислять емкости и силы с достаточной для практических применений 
точностью. В данной работе представлены результаты экспериментальных и теоретических 
исследований влияния непараллельности электродов на электрические емкости и силы в 
МЭМС с двухэлектродной и гребенчатой конструкцией электродов. Для МЭМС с двух-
электродной конструкцией электродов приведены зависимости емкости от величины меж-
электродного зазора, полученные экспериментально при разных углах наклона электродов, 
а также аппроксимационные формулы для расчета емкости с учетом краевых эффектов. 
Рассчитаны зависимости емкости от величины межэлектродного зазора при различных 
углах наклона электродов. Проведено сравнение экспериментальных и теоретических ре-
зультатов и показано их хорошее совпадение. Получено выражение для расчета электро-
статической силы, приходящейся на единицу длины электрода, двухэлектродного конден-
сатора с непараллельными электродами. Найдено выражение для электростатической силы, 
приходящейся на единицу длины электрода у конденсатора с гребенчатой конструкцией 
электродов, при постоянном напряжении между электродами и малых углах наклонов 
электродов. 

 

Ключевые слова: конденсатор, электрическая емкость, непараллельные электроды, кра-
евые эффекты, МЭМС, аппроксимационные формулы. 
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Введение 

В настоящее время микросистемная техника стала одним из наиболее  
динамично развивающихся направлений мировой индустрии. Основой для столь 
стремительного скачка послужили разработки различных миниатюрных инерци-
альных систем, микродвигателей и преобразователей. Технологии микроэлектро-
механических систем (МЭМС) позволили значительно уменьшить массогабарит-
ные показатели, энергопотребление и стоимость изделий, благодаря чему МЭМС 
завоевывают все новые и новые сферы применения [1–4]. 

Проблема разработки и производства новых МЭМС-устройств может быть 
решена с помощью применения новых технических решений и методик проекти-
рования на основе все более точных математических моделей функционирования. 
Необходимость достижения высоких технико-экономических показателей 
МЭМС-изделий ставит перед разработчиками комплекс новых актуальных задач, 
таких как учет физических свойств новых конструкционных материалов, изуче-
ние влияния технологических погрешностей и условий функционирования на ха-
рактеристики МЭМС. 
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Анализируя внутреннюю структуру изделий микросистемной техники, следует 
отметить, что в них, как правило, реализуется целая совокупность разнообразных 
связей и взаимодействий: механических, электрических, оптических и т. д. Особен-
но ярко это проявляется в случае микроэлектромеханических систем, где именно 
электромеханические взаимодействия чаще всего ограничивают предельно допу-
стимые параметры и предельно достижимые характеристики системы [5–10]. 

Основным элементом МЭМС, как правило, является переменный конденсатор, 
изготавливаемый с использованием интегральных технологий. Именно его харак-
теристики в наибольшей степени и определяют характеристики всей МЭМС. В 
результате при разработке электростатических МЭМС возникает необходимость в 
оценке электрической емкости и электростатических сил, действующих между 
различными частями конструкции. 

Данные параметры могут быть рассчитаны с использованием различных под-
ходов. При этом на начальных этапах проектирования МЭМС требуются быстрые 
и наглядные методы расчета электростатических взаимодействий. Поэтому боль-
шой интерес представляет поиск аналитических выражений, позволяющих вы-
числять емкости и силы с достаточной для практических применений точностью. 
По мере уточнения моделей, используемых для анализа МЭМС, уточняются и 
модели, используемые для учета электростатических взаимодействий [11–21]. 

В данной работе проводится экспериментальное и теоретическое исследование 
влияния непараллельности электродов на электрические емкости и силы в МЭМС 
с двухэлектродной и гребенчатой конструкцией электродов. 

Непараллельность электродов может появляться из-за технологических по-
грешностей при изготовлении и сборке устройства, а также в процессе эксплуата-
ции при изменении направления движения системы из-за появления вращающих 
моментов. 

1. Двухэлектродная конструкция 

В качестве объекта исследования использовалась двухэлектродная модель 
МЭМС конденсатора, представляющая собой два плоских непараллельных про-
водящих электрода (рис. 1). В расчетах 
принималось, что электроды имеют длину 
a , ширину b  и межэлектродный зазор 
при параллельных электродах 0d . В экс-

перименте использовались квадратные 
алюминиевые электроды площадью 
25×25 см2. Электроды закреплялись на 
диэлектрических подложках, которые в 
свою очередь монтировались на штативе с 
микрометрической головкой, что позволя-
ло задавать смещение подвижного элек-
трода с шагом 10 мкм. 

Для измерения емкости использовался 
цифровой RLC измеритель E7-22, позво-
ляющий измерять емкости от 0,5 пФ до  
20 мФ с погрешностью 0,7 %. Паразитная 
емкость составляла от 2,5 до 4,2 пФ и в 
дальнейшем вычиталась из экспериментальных зависимостей. Эксперимент вклю-
чал семь серий опытов, в которых изменялись максимальный ( )d    и мини-

мальный ( )d  межэлектродные зазоры. 

 
Рис. 1 – Модель двухэлектродной МЭМС 

с непараллельными электродами: 
1 – подвижный электрод; 2 – неподвижный 

электрод 

Fig. 1 – Two-electrode MEMS model with 
nonparallel electrodes: 

1 – movable electrode; 2 – fixed electrode 
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На рис. 2 приведены зависимости изменения нормированной емкости nC  

двухэлектродного конденсатора с непараллельными электродами от величины 
межэлектродного зазора срd , соответствующего центрам электродов, полученные 

экспериментально (точки). ,0n nСn C C , где n  – номер серии, nC  – емкость 

конденсатора в n-й серии при 0  , ,0nC  – емкость конденсатора в n-й серии при 

0   (параллельные электроды). В первых четырех сериях минимальное значе-
ние срd  соответствовало параллельным электродам. В пятой серии параллельны-

ми электроды становились при максимальном срd . 

 

 срd
 

Рис. 2 – Зависимости нормированной емкости двухэлектродного 
конденсатора от величины межэлектродного зазора, соответству- 
                                     ющего центрам электродов: 

точки – эксперимент; сплошные линии – расчет с использованием (2) 

Fig. 2 – Dependences of two-electrode capacitor normalized capa-
citance on the corresponding to center of electrodes interelectrode gap: 

dots – experiment; solid lines – calculations using (2) 

В пренебрежении особенностями распределения электрического поля у краев 
электродов (краевыми эффектами) зависимость емкости двухэлектродного кон-
денсатора с непараллельными электродами от геометрических размеров при ма-
лых   может быть рассчитана с использованием выражения 

 0 0
0 0

0

1
ln ln

tg( ) tg( )

b a abd d
C a dx

x d d d

                       ,  (1) 

где 0  – электрическая постоянная,   – относительная диэлектрическая проница-

емость среды между электродами, tg( ) / b   . 

Расчеты показали, что в нашем случае экспериментальные зависимости, пред-
ставленные на рис. 2, адекватно описать с использованием (1) не удается. На наш 
взгляд, это связано с тем, что при отношении длины (или ширины) электрода к 
величине межэлектродного зазора меньше 20 нельзя пренебрегать краевыми эф-
фектами [14, 19, 21]. В то же время в эксперименте при изменении угла наклона 
подвижного электрода отношение ширины электрода b  к величине минимального 
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межэлектродного зазора d  в первой серии опытов изменялось от 147 до 23, во 
второй – от 53 до 19, в третьей – от 41,5 до 9, в четвертой – от 20,5 до 8,5 и в пя-
той – от 20,6 до 5,6, а к величине максимального межэлектродного зазора d   , 
соответственно, в первой серии опытов изменялось от 147 до 9, во второй – от 53 
до 8,7, в третьей – от 41,5 до 3,8, в четвертой – от 20,5 до 4 и в пятой – от 7,2  
до 5,6. То есть во многих случаях отношение ширины электрода к величине меж-
электродного зазора было существенно меньше 20. 

Для расчета зависимости емкости двухэлектродного конденсатора с непарал-
лельными квадратными электродами от величины межэлектродного зазора с до-
статочной для практических применений точностью можно предложить следую-
щее выражение, учитывающее краевые эффекты: 

 0
cp

1 2 1 ln 2 1,5
cpd b

C С
b d

                      
. (2) 

Зависимости относительного изменения емкости двухэлектродного конденса-
тора с непараллельными электродами от величины межэлектродного зазора срd , 

рассчитанные по (2) с параметрами образцов, используемых в эксперименте, при-
ведены на рис. 2 (сплошные линии). Видно, что выражение (2) достаточно хорошо 
описывает результаты эксперимента. 

На рис. 3 приведены экспериментальные зависимости емкости от величины 
межэлектродного зазора срd , нормированные на 0 ab  , построенные в двойном 

логарифмическом масштабе (точки). Отметим, что все точки хорошо ложатся на 
кривую, описываемую выражением 
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cp cp
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1, 4

d b
C

d b d

                      
. (3) 

 

срd
 

Рис. 3 – Зависимости нормированной емкости от величины  
                                     межэлектродного dср: 
точки – эксперимент; сплошная линия – расчет с использованием (3) 

Fig. 3 – Dependences of normalized capacitance on the interelec- 
                                             trode gap dср: 

dots – experiment; solid line – calculations using (3) 
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Это говорит о том, что в ряде случаев при учете непараллельности электродов 
вместо логарифмической зависимости (1) можно использовать формулу идеаль-
ного плоского конденсатора, в которой в качестве межэлектродного зазора надо 
использовать срd , а появляющееся различие корректировать коэффициентом  

при срd  в сомножителе, учитывающем краевые эффекты. В нашем случае этот 

коэффициент оказался равным 1,4. 
Достоинство (3) состоит в том, что в отличие от (2) при оценке емкости кон-

денсатора с непараллельными электродами можно использовать значение лишь 
одного межэлектродного зазора срd , а не двух d  и d   . 

Непараллельность электродов сказывается не только на оценках величины ем-
кости, но и на оценках электростатической силы. Без учета краевых эффектов ис-
пользуя (1) выражение для электростатической силы, приходящейся на единицу 
длины электрода, при постоянном напряжении V  и малых   принимает вид 

 
 

2
0

0 2

1

2 tg( )

aV
F

x d

 


 
, (4) 

где V  – напряжение между электродами, x  – координата точки приложения си-
лы. Таким образом, в конденсаторе с непараллельными электродами электроста-
тическая сила изменяется по ширине электрода, что необходимо учитывать при 
проектировании упругих подвесов электродов. 

Для предварительного анализа поведения подвижных элементов МЭМС с не-
параллельными электродами можно использовать эффективное значение электро-
статической силы. 

Без учета краевых эффектов, используя (4), выражение для эффективной элек-
тростатической силы, действующей на непараллельные электроды, при постоян-
ном напряжении и неизменном угле наклона электродов   принимает вид 
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где d   . Таким образом, в конденсаторе с непараллельными электродами 

эффективная электростатическая сила только в 1   раз (а не в  21   раз) 
меньше, чем в конденсаторе с параллельными электродами. С увеличением угла 
наклона подвижного электрода, а следовательно, и среднего расстояния между 
электродами срd  электростатическая сила уменьшается. Отметим, что зависимо-

сти, соответствующие (5), нельзя аппроксимировать выражением для электроста-
тической силы конденсатора с параллельными электродами путем подбора значе-
ния эффективного межэлектродного зазора. 

2. Гребенчатая конструкция 

Наряду с двухэлектродными конденсаторами в МЭМС широко применяются 
конденсаторы с гребенчатой или встречно-штыревой конструкцией электродов. 
Упрощенная схема конструкции такого конденсатора приведена на рис. 4. При 
создании такого конденсатора необходимо глубокое травление с большим ас-
пектным отношением. Для этих целей, как правило, используется «Bosh process» 
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(DRIE). Данный процесс требует очень точной настройки аппаратуры и строгого 
выдерживания параметров технологического процесса, что не всегда возможно.  
В результате электроды часто получаются непараллельными, а межэлектродный 
зазор – непостоянным (рис. 5). 

 

 
Рис. 4 – Упрощенная схема конструкции гребенчатого  
    МЭМС конденсатора в несмещенном состоянии:  
1 – подвижный электрод; 2 – неподвижный электрод;  
                     3 – направление перемещения 

Fig. 4 – A simplified diagram of the interdigitated  
        MEMS capacitor structure at a rest position:  
1 – movable electrode; 2 – fixed electrode; 3 – direction  
                                          of motion 

 
 

 

Рис. 5 – Модель двухэлектродной МЭМС с непараллельными 
электродами: 

1 – подвижный электрод; 2 – неподвижный электрод; 3 – направление 
перемещения 

Fig. 5 – Two-electrode MEMS with non-parallel electrodes 
model: 

1 – movable electrode; 2 – fixed electrode; 3 – direction of motion 

Как и в предыдущем случае, при анализе полагали, что электроды имеют 
длину a , ширину b , минимальное и максимальное значения межэлектродного 
зазора при симметричном расположении электродов равно, соответственно, d   
и 2d   , при смещении подвижного электрода происходит изменение величи-
ны d , а угол наклона электродов не изменяется. В результате при смещении  
подвижного электрода от симметричного положения на величину x  минималь-
ный межэлектродный зазор между подвижным электродом и правым неподвиж-
ным (рис. 5) становится равным d x , а между подвижным электродом и левым 
неподвижным, равным d x . 

Пренебрегая краевыми эффектами, зависимость емкости конденсатора с гре-
бенчатой конструкцией электродов от геометрических размеров и величины сме-
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щения подвижного электрода от положения равновесия при малых   может быть 
рассчитана с использованием выражения 
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В этом же приближении, используя (6), выражение для электростатической 
силы, приходящейся на единицу длины электрода вдоль координаты y , при по-

стоянном напряжении V  и малых   принимает вид 
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где y  – координата точки приложения силы. Таким образом, и в конденсаторе со 

встречно-штыревыми непараллельными электродами электростатическая сила 
изменяется по ширине электрода, что необходимо учитывать при проектировании 
упругих подвесов электродов. 

В свою очередь без учета краевых эффектов выражение для эффективной 
электростатической силы, действующей на электроды в конденсаторе со встреч-
но-штыревыми непараллельными электродами, при постоянном напряжении и 
неизменном угле наклона электродов   принимает вид 
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где /z x d  – относительное смещение подвижного электрода, а / d   .  
Таким образом в конденсаторе со встречно-штыревыми непараллельными  
электродами эффективная электростатическая сила обратно пропорциональна 

 2 2 2(2 1) (1 )z z    , а не  22 2(2 1) z   , как можно было ожидать, проводя 

аналогию с конденсатором с параллельными электродами. С увеличением угла 
наклона подвижного электрода, а следовательно, и среднего расстояния между 
электродами срd  электростатическая сила (8) уменьшается. 

Заключение 

В работе представлены результаты экспериментальных и теоретических ис-
следований влияния непараллельности электродов на электрические емкости и 
электростатические силы в МЭМС с двухэлектродной и гребенчатой конструкци-
ей электродов. 

Для МЭМС с двухэлектродной конструкцией электродов приведены зависи-
мости емкости от величины межэлектродного зазора, полученные эксперимен-
тально при разных углах наклона электродов. 

Найдены аппроксимационные формулы для расчета емкости двухэлектродно-
го конденсатора с непараллельными электродами с учетом краевых эффектов. 
Проведено сравнение экспериментальных и теоретических результатов и показа-
но их хорошее совпадение. 
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Получено выражение для расчета электростатической силы, приходящейся на 
единицу длины электрода, двухэлектродного конденсатора с непараллельными 
электродами. 

Найдено выражение для электростатической силы, приходящейся на единицу 
длины электрода у конденсатора с гребенчатой конструкцией электродов, при 
постоянном напряжении и малых углах наклонов электродов. 
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MICROMECHANICAL CAPACITOR CHARACTERISTICS 
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In the development and fabrication of electrostatic MEMS there is a need to define capaci-

tances and electrostatic forces between various parts of the structure. These parameters can be 
calculated using various approaches. It is possible to obtain the most accurate estimations using a 
variety of CADs based on finite or boundary elements methods, but this approach requires a lot of 
time and makes further processes of optimization and design difficult. Therefore, of great interest 
is the search for analytical expressions which allow calculating capacitances and forces with a 
sufficient accuracy for practical applications. This paper presents the results of experimental and 
theoretical studies of an electrode nonparallelism effect on electrical capacitances and forces in 
MEMS with two-electrode and interdigitated electrode structures. For MEMS with a two-
electrode structure dependences of capacitance  on the size of the interelectrode gap obtained 
experimentally at different angles of electrode inclination as well as approximate formulas for the 
calculation of capacitance with regard for fringing field effects are given. Dependences of the 
calculated capacitances on the interelectrode gap at different angles of electrodes inclination are 
calculated. The comparison of experimental and theoretical results is made and their good agree-
ment is shown. An expression for calculating the electrostatic force per unit length of the elec-
trodes in a two-electrode capacitor with nonparallel electrodes is obtained. An expression for 
calculating the electrostatic force per unit length of the electrode in the capacitor with an inter-
digitated electrode structure at a constant voltage between the electrodes and the electrodes with 
small tilt angles is also obtained. 
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Работоспособность многих технических агрегатов определяется стабильностью функ-
ционирования. Нарушение стабильности может привести к отказу агрегата или возникно-
вению аварийной ситуации. Поэтому важным является решение задачи скорейшего обна-
ружения такого нарушения. Например, вибрации агрегата можно контролировать с 
помощью сети датчиков. По показаниям этих датчиков необходимо диагностировать 
нарушение стабильности работы контролируемого объекта. Нарушения проявляются в 
виде изменения статистических характеристик, поэтому для обнаружения нарушений мо-
гут быть использованы методы и алгоритмы статистического контроля технологических 
процессов. Предложена методика оценки стабильности работы агрегата, включающая изу-
чение условий работы аналогичных агрегатов и выявление возможных нарушений; съем 
показаний датчиков в условиях отлаженной (стабильной) работы агрегата, и расчет основ-
ных статистических характеристик: вектора средних значений и ковариационной матрицы 
(характеристики обучающей выборки); выбор возможных статистических инструментов 
для последующего контроля; расчет средней длины серий для различных статистических 
инструментов с учетом возможных нарушений; проведение статистических испытаний; 
отбор инструментов с минимальной длиной серий; постоянный мониторинг работы агрега-
та с целью диагностики нарушений стабильности. 
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Введение 

Работоспособность агрегата часто определяется стабильностью его функцио-
нирования. Нарушение стабильности может привести к остановке работы агрегата 
или возникновению аварийной ситуации, поэтому важным является решение за-
дачи скорейшего обнаружения такого нарушения [1]. 

Диагностирование агрегатов позволяет определять их техническое состояние и 
прогнозировать сроки службы узлов. Своевременное обнаружение и устранение 
неисправностей в системах питания двигателей, агрегатов трансмиссии или ходо-
вой части улучшает на 10…15 % топливно-экономические показатели и эксплуа-
тационную мощность двигателя, на 20…30 % улучшает экологические показате-
ли, повышает безопасность эксплуатации машины.  

Вибрации гидроагрегатов можно контролировать с помощью сети датчиков. 
По показаниям этих датчиков необходимо диагностировать нарушение стабиль-
ности работы контролируемого объекта. Нарушения проявляются в виде измене-
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ния статистических характеристик, поэтому для их обнаружения могут быть  
использованы методы и алгоритмы статистического контроля технологических 
процессов [2–6]. 

Цель исследования – разработка методики оценки стабильности функциони-
рования агрегата на основе анализа эффективности применения методов стати-
стического контроля для диагностирования нарушений работы таких агрегатов. 

1. Диагностика изменения среднего уровня процесса 

Наиболее распространенными нарушениями процесса, связанными с измене-
нием его среднего уровня, являются постоянное смещение (рис. 1, а) или тренд 
– постепенное уменьшение или увеличение среднего уровня (рис. 1, б). Для об-
наружения такого типа нарушений при контроле одного параметра используют 
карты Шухарта для средних значений или индивидуальных наблюдений [3–5]. 
Более эффективен контроль предполагаемого постоянного изменения среднего 
уровня с помощью карт кумулятивных сумм. Эти карты могут быть построены 
вручную с использованием встроенных функций и графических средств элек-
тронных таблиц или с помощью специальных статистических пакетов (Statistica, 
SPSS и др.). 
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Рис. 1 – Моделирование возможных нарушений среднего уровня процесса (по гори-
зонтальной оси – номер наблюдения, по вертикальной оси – контролируемая  
                                                         характеристика):  

а – постоянное смещение; б – тренд 

 Fig. 1 – Modeling of potential violations of medium level process (on the horizontal axis  
                         is the number of observations, on the vertical axis-controlled):  

a – the constant offset; b – trend 

При контроле множества коррелированных параметров применяют много-
мерные карты Хотеллинга, а также основанные на статистике Хотеллинга алго-
ритмы экспоненциально взвешенных скользящих средних [4–9]. Для повышения 
эффективности карты Хотеллинга предложено несколько алгоритмов. Один из 
них – поиск структур специального вида, вероятность появления которых соиз-
мерима с вероятностью ложной тревоги: тренды, резкие скачки, приближение 
точек к контрольной границе или оси абсцисс и др. Еще один подход – исполь-
зование предупреждающей границы: попадание нескольких точек подряд между 
предупреждающей и контрольной границами свидетельствует о нарушении 
процесса. Обычная карта Хотеллинга (рис. 2) может быть построена в системе 
Statistica. Для построения этой карты с автоматическим обнаружением специ-
альных структур, а также с предупреждающей границей используют специаль-
ное программное обеспечение. 
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Рис. 2 – Карта Хотеллинга с предупреждающей границей о нарушении процесса 
свидетельствует о расположении четырех точек 9–12 подряд между границами 

Fig. 2 – Hotelling's chart with warning: regarding the violation of the process indicates  
the location of the four points 9-12 in a row 

2. Диагностика изменения рассеяния процесса 

Наиболее распространенное изменение рассеяния процесса – это его скачко-
образное или постепенное увеличение (рис. 3). При исследовании одного пара-
метра, как правило, строят двойную карту Шухарта для одновременного контроля 
как изменений среднего уровня процесса, так и рассеяния (карты размахов или 
стандартных отклонений).  
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Рис. 3 – Моделирование возможных изменений рассеяния процесса: 
а – скачкообразное увеличение рассеяния; б – тренд рассеяния 

Fig. 3 – Modeling of possible changes in the scattering process: 
a – scattering increases by leaps and b – trend of dispersion 

Основной характеристикой многомерного рассеяния (при контроле многопа-
раметрического процесса) является обобщенная дисперсия – определитель кова-
риационной матрицы [10–13]. Однако эффективность карты обобщенной диспер-
сии часто оказывается недостаточной для диагностики нарушений. Для 
повышения эффективности могут быть использованы те же подходы, что и для 
карт Шухарта и Хотеллинга: применение алгоритмов кумулятивных сумм или 
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экспоненциально взвешенных скользящих средних для обобщенной дисперсии, а 
также предупреждающей границы или поиск структур специального вида. 

В качестве примера на рис. 4 показана карта экспоненциально взвешенных 
скользящих средних для обобщенной дисперсии: процесс стабилен, так как нет 
точек, выходящих за контрольные границы. 

 

 

Рис. 4 – Карта экспоненциально взвешенных скользящих средних 
для обобщенной дисперсии 

Fig. 4 – Chart of exponentially weighted moving averages for generalized variance 

3. Оценка эффективности алгоритмов диагностики нарушений процесса 

Как уже отмечалось, при обнаружении различных видов нарушений стабильно-
сти работы агрегата разные алгоритмы диагностики этих нарушений имеют разную 
эффективность. Эффективность алгоритма определяет его чувствительность к из-
менению статистических свойств контролируемых характеристик. Для оценки чув-
ствительности алгоритма применяют специальную функцию, называемую средней 
длиной серий. Она показывает, как быстро обнаружены нарушения, и численно 
равна среднему количеству наблюдений от момента нарушения процесса до момен-
та обнаружения этого нарушения. Для карт Шухарта зависимость количества выбо-
рок от величины смещения процесса вычисляют аналитически. При использовании 
алгоритмов многомерного контроля аналитический расчет возможен для обычной 
карты Хотеллинга, карты обобщенной дисперсии и карт с предупреждающими гра-
ницами [7, 12]. При использовании алгоритмов кумулятивных сумм, экспоненци-
ально взвешенных скользящих средних, а также алгоритма поиска структур специ-
ального вида необходимы статистические испытания [14–15]. 

Для проведения таких исследований моделируют множество последовательно-
стей векторов данных на основе многомерного нормального распределения  
с заданным вектором средних и ковариационной матрицей, а также задают различ-
ные виды нарушений. Возможные нарушения стабильности работы исследуемого 
агрегата целесообразно анализировать с участием экспертов. С целью обнаружения 
смоделированных нарушений применяют все предполагаемые к использованию 
разновидности алгоритмов и опытным путем оценивают среднюю длину серий. 
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На рис. 5 представлены в качестве примера кривые зависимости средней дли-
ны серий от смещения среднего уровня процесса при контроле трех параметров, 
нарушение процесса – постоянное смещение среднего уровня: 1 – обычная карта 
Хотеллинга; 2 – карта с предупреждающей границей; 3 – учет структур специаль-
ного вида на карте Хотеллинга; первые две кривые построены аналитически, тре-
тья – по экспериментальным точкам результатов статистических исследований. 

Из рисунка видно, что, например, при смещении среднего уровня процесса, 
соответствующего значению параметра нецентральности, равного 1,5 (отложен по 
горизонтальной оси), требуется не менее 13 наблюдений. 

 

 
Рис. 5 – Зависимость средней длины серий от параметра  

нецентральности 

Fig. 5 – The dependence of the average length of the series  
noncentrality 

4. Предлагаемая методика оценки стабильности работы агрегата 

Проведенное исследование позволяет предложить следующую методику 
оценки стабильности работы агрегата. 

1. Изучают условия работы аналогичных агрегатов и выявляют возможные 
нарушения при его эксплуатации. 

2. В условиях отлаженной (стабильной) работы агрегата снимают показания 
соответствующих датчиков и рассчитывают основные статистические характери-
стики: вектора средних значений и ковариационной матрицы (характеристики 
обучающей выборки). 

3. Выбирают набор возможных статистических инструментов для последую-
щего контроля в зависимости от предполагаемых нарушений и уровня коррелиро-
ванности параметров. Некоррелированные параметры контролируют инструмен-
тами на основе карты Шухарта, коррелированные – на основе статистики 
Хотеллинга и/или обобщенной дисперсии. 

4. Рассчитывают среднюю длину серий для различных статистических ин-
струментов с учетом возможных нарушений. 

5. Моделируют выборки, идентичные обучающей, и проводят статистические 
исследования для оценки средней длины серий тех инструментов, для которых 
аналитический расчет невозможен. 

6. Отбирают инструменты с минимальной длиной серий по результатам ана-
литического расчета и исследований. 

7. Проводят постоянный мониторинг работы агрегата с целью диагностики 
нарушений стабильности. 



В.Н. Клячкин, И.Н. Карпунина 70

Заключение 

Предложенная методика диагностирования нарушений стабильности функци-
онирования технического агрегата на основе методов статистического контроля 
процессов позволяет своевременно выявлять возможные нарушения работы объ-
екта и, при необходимости,  предотвратить аварийные ситуации.  
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THE USE OF STATISTICAL CONTROL METHODS FOR DEVICE 

OPERATION STABILITY ASSESSMENT   
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A technique of device operation stability assessment by taking readings of distributed sensor 

network was suggested based on the choice of the most sensitive to possible disturbances statisti-
cal control methods which are defined by calculation results as well as by statistical tests. 
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Device efficiency is defined by the stability of its functioning. Stability disturbance can lead 
to device operation termination or to emergency, so it is important to discover such disturbances 
as quickly as possible. 

For example, device vibrations can be controlled by a distributed sensor network. 
It is necessary to diagnose stability disturbance of the controlled object by these sensor rea-

dings. Disturbances come out as statistical characteristics changes, so to discover them statistical 
control methods and algorithms of technological processes can be used. 

The technique of device operation stability assessment is suggested. It includes studying simi-
lar device operation conditions and detecting possible disturbances; taking sensor readings under 
stable operation conditions and calculating the main statistical characteristics such as vectors of 
average values and the covariance matrix (learning sample characteristics); choosing possible 
statistical instruments for the following control; calculating  an average series length for different 
statistical instruments considering possible disturbances; conducting statistical tests; selecting 
instruments with a minimal series length; continuous monitoring of device operation to diagnose 
stability disturbances. 

Keywords: Shewhard chart; multivariate Hotelling chart; generalized variance; average run 
length. 
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Введение 

При проектировании современных широкополосных телекоммуникационных 
устройств часто возникает задача построения симметрирующих устройств, кото-
рые могут быть выполнены в виде компактной структуры на связанных линиях 
передачи. Проблеме синтеза широкополосных симметрирующих устройств по-
священы работы [1–2]. В источнике [1] предлагается общий метод синтеза широ-
кополосных симметрирующих устройств, но при этом не рассматривается полу-
чение компактных симметрирующих устройств на связанных отрезках линий 
передачи. Основным результатом этой работы является вывод о том, что синтез 
широкополосного симметрирующего устройства сводится к синтезу широкопо-
лосного согласующего четырехполюсника, что подтверждено в работе [2], где 
приводится аналитический метод расчета симметрирующего устройства на отрез-
ках трех связанных линий передачи. Предложенный метод достаточно сложен для 
использования и ориентирован только на определенный класс цепей.  

В связи с этим возникает проблема разработки метода синтеза, который позво-
лил бы в интерактивном режиме проводить синтез компактных широкополосных 
симметрирующих устройств с дополнительной функцией согласования на отрез-
ках связанных линий передачи в заданном диапазоне частот.  

1. Постановка задачи 

В данной работе ограничим класс решаемых задач согласующе-симметри-
рующими устройствами на отрезках двух и трех связанных линий передачи с  
Т-волной, как наиболее часто используемых в практических применениях. При 
разработке метода синтеза используем подход, предложенный в работе [1]. Тогда 
задача синтеза согласующе-симметрирующего устройства на отрезках связанных 
линий передачи может быть реализована двухэтапной процедурой. На первом 
этапе выбирается структура собственных функций эквивалентного четырехпо-
люсника адекватно поставленной задаче, задаются ограничения, обеспечивающие 
его физическую реализуемость, и находится вектор переменных параметров 
функций, при котором суммарное отклонение собственных функций цепи от иде-
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альных зависимостей будет минимально. На втором этапе учитываются дополни-
тельные ограничения на схемную реализуемость и производится оптимизация с 
целью улучшения решения. При этом максимизируется минимальное значение 
коэффициента преобразования мощности в рабочей полосе частот.  

2. Теория 

2.1. Описание задачи синтеза компактных широкополосных согласующе- 
симметрирующих устройств 

При решении поставленной задачи ограничимся y-матричным описанием эк-
вивалентного четырехполюсника, что позволяет получить более удобные с прак-
тической точки зрения реализации.  

Исходя из специфики предлагаемого подхода к решению задачи синтеза ши-
рокополосных согласующе-симметрирующих устройств, в данном случае доста-
точно ограничиться рассмотрением распределенного соразмерного элементного 
базиса. Тогда в распределенном соразмерном элементном базисе собственные 
параметры 11( )y S , 21( )y S , 22 ( )y S  любого нормального реактивного четырехпо-

люсника могут быть записаны в виде [3] 
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2


  ; 

11_ 0 ( )y S , 22 _ 0 ( )y S  – функции, полюса которых не вошли в число полюсов 

функции 21( )y S . 

Необходимые и достаточные условия физической реализуемости, которым 
должны удовлетворять элементы y-матрицы, запишутся в следующем виде:  
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     (2) 

где вычеты 21K , 0
21K , 21K  могут принимать как положительные, так и отрица-

тельные значения.  
Для построения начального приближения при синтезе эквивалентного согла-

сующего четырехполюсника на первом этапе можно использовать собственные 
параметры идеального согласующего устройства [1, 4], которые позволяют,  
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с одной стороны обоснованно выбирать структуру функций собственных пара-
метров синтезируемого четырехполюсника (1), ограничиваясь числом членов, и 
установить нижнюю н н( )     и верхнюю в в( )     границы изменения фа-

зы ( )   рабочего коэффициента преобразования четырехполюсника в рабочей 

полосе частот н в  , а с другой – дают информацию о предельных значениях, к 

которым выбранные структуры должны стремиться. В случае синтеза устройства, 
согласующего чисто активные проводимости источника сигнала и нагрузки, си-
стема собственных параметров идеального согласующего четырехполюсника 
имеет вид [1, 4] 
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где 1g и 2g – проводимости источника сигнала и нагрузки, – круговая частота. 

Фаза рабочего коэффициента преобразования четырехполюсника описывается 
линейной зависимостью 

 0 1( ) k k     . (4) 

Значения коэффициентов 0k и 1k определяются из решения системы уравнений 
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Ограничиваясь рассмотрением согласующе-симметрирующих устройств на 
отрезках двух или трех связанных линиях передачи, устанавливаются возможные 
структуры функций 11( )y S , 21( )y S , 22 ( )y S (1), имеющие минимальную сложность 

и обеспечивающие достаточно широкую полосу рабочих частот синтезируемого 
устройства: 
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При этом должны быть выполнены условия физической реализуемости (2). 

2.2. Первый этап решения задачи синтеза компактных широкополосных  
согласующе-симметрирующих устройств 

На первом этапе задача аппроксимации идеальных зависимостей выбранными 
структурами функций решается методом наименьших квадратов. Для этого запи-
сываются функции относительных ошибок аппроксимации:  
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где mx – вектор искомых параметров, компонентами которого являются вычеты 

функций (6).  
Тогда суммарная ошибка аппроксимации имеет вид 

 2 2 2 2
11 22 12( , ) ( , ) ( , ) ( , ).m m m mx x x x             (8) 

Решением задачи с учетом ограничений на физическую реализуемость (2) яв-
ляется вектор mx , при котором суммарная относительная ошибка аппроксимации 

в заданной полосе частот минимальна:  

 2 ( , ) minm i
i

x   .      (9) 

2.3. Второй этап решения задачи синтеза компактных широкополосных  
согласующе-симметрирующих устройств 
 

На втором этапе находится оптимальное решение задачи широкополосного со-
гласования. Достаточно хорошее начальное приближение, полученное на первом 
этапе решения задачи, используется для улучшения решения методами оптимиза-
ции. В общем случае задача оптимизации формулируется как минимизация целе-
вой функции с учетом условий физической и схемной реализуемости, которые 
выбираются в зависимости от требуемой реализации согласующе – симметриру-
ющего устройства на отрезках двух или трех связанных линий передачи:  

 max , minG m i    x ,   

 m Dx ,  (10) 

,i E   

где ( , )G m i x – отклонение коэффициента передачи от единицы, D  – область 

возможных значений, E  – дискретное множество частот. Для минимизации це-

левой функции был применен метод возможных направлений [5]. 
В результате была получена y-матрица эквивалентного согласующего четы-

рехполюсника. С использованием соотношений, определенных в работе [1], пере-
ходим к математической модели широкополосного согласующе-симметри-
рующего устройства на отрезках связанных линий передачи:  
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где 11( )y S , 22 ( )y S , 23( )y S  – элементы y-матрицы согласующе-симметрирующего 

устройства; 2
11( )y S , 2

22 ( )y S , 2
21( )y S  – элементы y-матрицы эквивалентного четы-

рехполюсника. 

3. Метод синтеза в практическом применении и результаты эксперимента 

Рассмотрим эффективность работы предложенного метода синтеза широкопо-
лосного согласующе-симметрирующего устройства на отрезках трех связанных 
линий передачи в заданном диапазоне частот н в 0,5...1,5   согласующего 

внутреннее сопротивление источника сигнала 1 1R  с сопротивлением нагрузок 

2 0,5R  . 

Для решения аппроксимационной задачи на первом этапе используется вы-
бранная структура собственных функций (6) с учетом условий физической реали-
зуемости эквивалентного четырехполюсника (2), где частотные зависимости  
фазы   рабочего коэффициента преобразования четырехполюсника находятся из 

решений системы уравнений (5).  
Аппроксимационная задача решается на дискретном множестве частот 

{0,5; 0,6; ... 1,5}E  с использованием предложенной выше итерационной про-

цедуры. 
Результатом первого этапа решения задачи является y-матрица четырехполюс-

ника, эквивалентного согласующе-симметрирующему устройству на отрезках 
трех связанных линий передачи:  
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На втором этапе выбирается вариант реализации согласующе-симметри-
рующего устройства и находится оптимальное решение с учетом ограничений на 
физическую и схемную реализуемость. В данном случае выбран вариант реализа-
ции симметрирующего устройства на отрезках трех связанных линий передачи a, 
b, c, структурная схема которого приведена на рис.1, где 1R и 2R  – сопротивления 

генератора и нагрузок соответственно.  
 

 

Рис. 1 – Симметрирующее устройство на отрезках  
трех связанных линий передачи 

Fig. 1 – Balun at intervals of two coupled transmission lines 
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Ограничимся случаем, когда емкость связи между линиями a и c равна нулю, 
тогда параметры устройства полностью определяются проводимостями четного 

a
oeY , b

oeY , c
oeY  и нечетного a

ooY , c
ooY типов возбуждения. 

Для реализации согласующе-симметрирующего устройства на отрезках трех 
связанных линий передачи (рис. 1) необходимо добавить условия схемной реали-
зуемости [6]: 
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где m , n  – константы, обусловленные структурой согласующе-симметри-
рующего устройства на отрезках трех связанных линий передачи, могут быть вы-
браны разработчиком, исходя из условий реализации проектируемого устройства. 
В результате нахождения оптимального решения на втором этапе получаем мат-
рицу проводимостей четырехполюсника эквивалентного согласующе-симметри-
рующему устройству на отрезках трех связанных линий передачи: 
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На рис. 2 приведена частотная характеристика модуля коэффициента отраже-
ния по входу. 

 

 

Рис. 2 – Модуль коэффициента отражения по входу эквива-
лентного согласующего четырехполюсника 

Fig. 2 – The reflection coefficient module at the input of the 
matching equivalent quadrupole 

Результирующая матрица проводимостей согласующе-симметрирующего 
устройства на отрезках трех связанных линий передачи с учетом условий иден-

тичной передачи сигнала в плечи с разностью фаз в 180° 0b
oey  , a c

oe oey y  [6] 

имеет вид 



СИНТЕЗ КОМПАКТНЫХ ШИРОКОПОЛОСНЫХ … 79 

 

' '

'

'

2 2 2

2 22

2 22

a c c c

c a a c c

c c c

p p p p

S S S
p p p p

y
S SS

p p

S SS




  
  




,     (15) 

где a a
a oo oeY Y   , c c

c oo oeY Y   , a a
a oo oep Y Y  , c c

c oo oep Y Y  , tgS j   , 

sinS j   , 
2


  . 

С помощью формул преобразования (11) и полученной матрицы эквивалент-
ного четырехполюсника переходим к числовой y-матрице симметрирующего 
устройства:  

 

' '

'

'

3,92 3,564 3,564

2 2 2
3,564 5,996 3,564

2 22
3,564 3,564 5,996

2 22

S S S

y
S SS

S SS


  

 
 

 

. (16) 

Данной информации достаточно для определения параметров согласующе-
симметрирующего устройства. 

 
Параметры компактного согласующе-
симметрирующего устройства на от-
резках трех связанных линий передачи 

Parameters of compact balun on the three  
            coupled transmission lines 

Style RH = 0,5 

a
oeY  1,216 

b
oeY  0 

c
oeY  1,216 

a
ooY  1,572 

c
ooY  4,78 

 

Частотные характеристики полученного согласующе-симметрирующего 
устройства на отрезках трех связанных линий передачи приведены на  
рис. 3–5.  

Проведен синтез в распределенном элементном электрическом базисе широ-
кополосного согласующе – симметрирующего устройства на отрезках трех свя-
занных линий передачи и приведены его рабочие характеристики, которые под-
тверждают корректность предложенной процедуры.   
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Рис. 3 – Модуль коэффициента отражения по входу 
согласующе-симметрирующего устройства 

Fig. 3 – Module of the reflection coefficient at the  
input of the matching - balun 

 
 
 

 

Рис. 4 – Модули коэффициентов передачи по напряжению в плечи 

Fig. 4 – Modules transmission coefficients in the shoulder strain 
 
 
 

 

Рис. 5 – Модуль разности фаз выходных сигналов 

Fig. 5 – The module outputs the phase difference 
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Заключение 

Предложен интерактивный двухэтапный метод синтеза компактных широко-
полосных согласующе-симметрирующих устройств с оптимальной характеристи-
кой коэффициента преобразования мощности и идентичной передачей сигнала в 
плечи с разностью фаз в 180° в рабочей полосе частот на отрезках двух и трех 
связанных линий передачи при произвольных активных внутреннем сопротивле-
нии источника сигнала и нагрузках.  

ЛИТЕРАТУРА 

1. Девятков Г.Н. Автоматизированный синтез широкополосных согласующе-симметри-
рующих устройств // Научный вестник НГТУ. – 2006. – № 1 (22). – С. 61–69. 

2. Lee H.-M., Tsai C.-M. Exact synthesis of broadband three-line baluns // IEEE Transactions 
on Microwave Theory and Techniques. – 2009. – Vol. 57, iss. 1. – P. 140–148. 

3. Девятков Г.Н. Автоматизированный синтез широкополосных согласующих устройств: 
дис. … д-ра техн. наук / Новосиб. гос. техн. ун-т. – Новосибирск, 2006. – 424 с. 

4. Девятков Г.Н. Автоматизированный синтез широкополосных согласующих устройств, 
связывающих произвольные иммитансы источника сигнала и нагрузки // Научный вест-
ник НГТУ. – 2004. – № 1 (16). – С. 155–165. 

5. Ланнэ А.А. Оптимальный синтез линейных электронных схем. – М.: Связь, 1978. – 
336 с. 

6. Девятков Г.Н., Коваль М.В. Широкополосное согласующе-симметрирующее устрой-
ство на трех связанных линиях передачи // Доклады АН ВШ РФ. – 2015. – № 4 (29). – 
С. 50–58. 

SYNTHESIS OF COMPACT BROADBAND BALUN  
ON THE COUPLED TRANSMISSION LINES 
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The method of synthesizing a compact broadband balun on the coupled transmission lines in a 

given frequency band with optimal characteristics of the power conversion ratio is discussed in 
this article. This interactive two – step method allows synthesizing the balun on the two and three 
coupled transmission lines for different load impedances with a phase difference of 180° in the 
operating frequency band. The presented numerical examples confirm the correctness of the pro-
posed mathematical procedure. The method allows a developer to actively intervene in the syn-
thesis process and to find an optimal solution in real time.     
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ЗАДАЧИ И АЛГОРИТМЫ ОПТИМИЗАЦИИ РАСПИСАНИЙ 
ПАРАЛЛЕЛЬНО-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ  

С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ МАРШРУТАМИ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

Ю.А. Мезенцев, И.В. Эстрайх 
Новосибирский государственный технический университет 

 
Представлен новый подход к решению проблем составления оптимальных по быстро-

действию расписаний параллельно-последовательных систем с использованием двухэтап-
ной схемы: кластеризации и последующего определения маршрутов. Частными случаями 
применения разработанного инструментария являются решения различных модификаций 
задач маршрутизации с минимаксным критерием. Приведены формальные постановки 
рассматриваемых подзадач кластеризации и составления маршрутов в виде NP-трудных 
задач дискретного программирования. Предложен приближенный алгоритм решения по-
ставленной задачи, основанный на ее декомпозиции на подзадачу оптимального по равно-
мерной нагрузке на приборы разбиения множества заявок на подмножества и ряд подзадач 
определения последовательностей их обслуживания приборами. Приведены иллюстратив-
ные примеры применения развиваемого подхода, вычислены эмпирические оценки точно-
сти и быстродействия его программной реализации. На сгенерированных тестовых приме-
рах в широком диапазоне размерностей исследованы быстродействие и точность 
реализованных алгоритмов. Обозначены возможные практические применения при по-
строении календарных графиков реализации крупных промышленных проектов и опреде-
лены направления развития предложенного подхода.  

 

Ключевые слова: параллельно-последовательная система, неопределенные маршруты 
обслуживания, оптимальность по быстродействию, маршрутизация, кластеризация, задача 
коммивояжера. 
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Введение 

Авторы вынуждены несколько расширить классификацию задач теории распи-
саний (ЗТР), поскольку рассматриваемые в статье задачи не вписываются в суще-
ствующие классификации, по смыслу явно относясь к ЗТР. Например, задача 
коммивояжера (ЗК) является частным случаем open shop problem (OSP) для одно-
го прибора. Задачи же на составление маршрутов и оптимальных по быстродей-
ствию расписаний движения по этим маршрутам, являющиеся расширениями ЗК, 
в состав ЗТР обычно не включаются. Поэтому рассматриваемую ниже задачу оп-
тимизации расписаний параллельно-последовательной системы с неопределен-
ными маршрутами обслуживания для краткости обозначим как URPM (Undefined 
routes parallel machines problem). Данная задача с произвольным числом заявок и 
приборов в различных модификациях имеет множество теоретических обобщений 
и практических применений. Частные ее случаи (ЗК, задачи m-коммивояжеров, 
маршрутизации и связанные темы) с разным успехом разрабатываются более пяти 
десятилетий, не теряя актуальности в настоящее время [1–33]. Однако приемле-
мых по быстродействию средств точного решения общей, а также большинства 
порождаемых прикладных задач для реальных размерностей найти не удается в 
                                                 

Исследование выполнено при финансовой поддержке НГТУ (темплан НИР НГТУ), 
проект ТП-ЭИ-1_15 
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силу их принадлежности к множеству труднорешаемых задач дискретной опти-
мизации (ДО). Разработанные же к настоящему времени (да и в перспективе тоже) 
вычислительные методы, как и большинство алгоритмов приближенного решения 
NP-полных задач ДО, обычно не имеют неулучшаемых оценок, и всегда впослед-
ствии находится подобный алгоритм с лучшими оценками точности и (или) быст-
родействия, независимо от того, о каких оценках, априорных или апостериорных, 
идет речь. Этим, а также наличием многочисленных практических приложений 
обосновывается актуальность темы. 

Настоящая статья посвящена уточнению названной URPM-проблемы с суже-
нием и конкретизацией общей постановки относительно используемого критерия 
эффективности, расширением постановки относительно используемых ограниче-
ний, а также развитию соответствующих методов решения. В качестве критерия 
рассматривается общее быстродействие системы, что в изданных к настоящему 
времени работах встречается нечасто, возможно потому, что приводит к необхо-
димости применения минимаксных целевых функций [28–33] с порождением  
задач трудоемкостей кратно превосходящих экспоненциальную относительно 
задачи той же размерности с линейным критерием. Кроме того требуют пере-
осмысления и способы формализации, и порождаемые алгоритмы решения зада-
чи. Ниже в подробностях эти постулаты раскрыты, приведены иллюстративные 
примеры и статистика результатов расчетов тестов для анализа точности и быст-
родействия реализующих алгоритмов.  

1. Формальная постановка задачи 

Рассматриваются система параллельных приборов разной производительности 
и множество заявок с заданными характеристиками (пунктами) обслуживания, 
оценками переходов (переналадки) для каждого из приборов (временем перена-
ладки, ценами, штрафами или расстояниями) между всеми заявками (пунктами). 
Маршруты переходов (последовательности обслуживания) не заданы и подлежат 
определению. Обслуживание заявок приборами монопольное. Прерывания об-
служивания приборами одних заявок в пользу других запрещены, запрещены и 
разрывы связности маршрутов.  

URPM-проблема определения множества оптимальных по быстродействию 
расписаний обслуживания всей системы включает: назначение каждому из при-
боров некоторого подмножества заявок, непересекающегося с подмножествами 
заявок других приборов; определение порядков обслуживания (маршрутов пере-
ходов) для каждого из приборов всего множества заявок. Общая постановка 
сформулированной проблемы в терминах задачи дискретного программирования 
приводит к фатальному росту числа переменных и ограничений в сравнении с 
классической задачей коммивояжера [1–5]. 

Поэтому целесообразно рассматривать ее естественную декомпозицию как две 
подзадачи, по размерности сопоставимые с ЗК. Заметим, что подобный подход не 
нов, и в литературе описаны два существенно различающихся способа его реали-
зации. Во-первых, это построение общего связного маршрута (последовательно-
сти обслуживания) с последующим его разрезанием на m (по числу приборов) 
связных частей, см. например, [28]. Во-вторых, это разделение заявок (пунктов) 
на группы (алгоритмом дихотомического разделения, сортировкой по полярному 
углу и др.) и решение ЗК внутри каждой такой группы [33]. 

Для рассматриваемой задачи первый вариант неприменим вовсе, поскольку 
производительность разных приборов при обслуживании одних и тех же заявок в 
общем случае различна и построение начального связного маршрута по трудоем-
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кости совпадает с решением общей URPM-проблемы. По этой причине за основу 
был принят второй способ решения, что, однако, потребовало существенной реви-
зии формальной постановки задачи. Ниже приведено описание подхода, в кото-
ром использованы наработки, полученные при решении задач оптимизации рас-
писаний одностадийных параллельных и параллельно-последовательных систем с 
задержками начала обслуживания [34, 35].  

Далее рассматриваются связанные подзадачи. 
1. Кластеризация (наилучшее по быстродействию распределение заявок по m 

приборам). Фактически это задача о назначениях исходного множества приборов 
на множество заявок. Для каждой такой заявки и каждого прибора определены 
характеристики переходов от любых текущих к последующим заявкам (цена, 
время или расстояние). Маршруты переходов не фиксированы и подлежат опре-
делению. Пересечений приборов по маршрутам (и маршрутов по приборам) не 
допускается. Учитываются все прочие атрибуты заявленной URPM-проблемы, за 
исключением запрета на разрывы связности маршрутов. 

2. Множество m ЗК (m подзадач коммивояжера). Быстродействие системы 
определяется наихудшей оценкой быстродействия из всех m ЗК. 

Приведем формальную постановку подзадачи кластеризации. 

Пусть все приборы и заявки пронумерованы: 1,k m , k  – номер прибора, 

, 1,i j n  – номера заявок. Кроме этого для удобства обозначим через J  множе-

ство заявок n ,  kJ  – подмножество заявок, назначаемых прибору k , а через kn  – 

число элементов каждого такого подмножества, 
1

, 
m

k

k

J J


 
1

 
m

k

k

J


  . Также 

введем следующие обозначения: 1,s S  – индекс используемого ресурса (в зада-

чах маршрутизации), ,
k
i jc  – оценка (цена, время или расстояние) перехода (пере-

наладки, перемещения) прибора k  от обслуживания заявки i  к обслуживанию 
заявки j . Первый из нижних индексов всегда обозначает заявку-источник, второй – 
заявку-сток. Будем полагать, что оценка (цена или время) процесса обслужива-

ния заявки j  (в классической ЗК равная нулю) уже учтена в ,
k
i jc . 

,

1,   если имеет место переход прибора 

    от обслуживания заявки    к ,  

0,   в противном случае,   , 1, ,   ,

k
i j

k

x i j

i j n i j


 


 

 

k
sR  – объем ресурса s , доступного прибору k . Например, в качестве ресурса мо-

жет рассматриваться грузоподъемность автомобиля, тогда k
sR  – величина грузо-

подъемности. ,
k
j sr  – затраты ресурса s  прибором k  при обслуживании заявки j .  

Требуется найти наилучшие разбиения kJ


, 1,k m , и наилучшие назначения 

, , , ,k k
i jx i j J


 в терминах представленного ниже критерия быстродействия при 

выполнении приводимых далее условий. Выведем ограничения, обеспечивающие 
непересечение приборов по заявкам (маршрутам) и заявок по приборам: 

 ,
1

,    1, , 1, ,
n

k k
i j i

j

x b k m i n


    (1) 
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 ,
1

,   1, , 1, ,
n

k k
i j j

i

x d k m j n


    (2) 

 
1,

1,    1, ,   1, ,
k l

k l
i i

k m

b d i n l m



     (3) 

 
1,

1,    1, ,   1, .
k l

l k
j j

k m

b d j n l m



     (4) 

В совокупности (1)–(4) означают следующее. Сумма числа назначений пере-
ходов от заявок-источников для всех приборов, кроме прибора l , к заявкам-
стокам прибора l  меньше либо равна единице. Это запрещает передачу заявок от 
всех приборов, кроме l , прибору l . Сумма числа назначений переходов от за-
явок-источников для прибора l  к заявкам-стокам всех приборов, кроме прибора l , 
меньше либо равна единице. Это запрещает передачу заявок, назначенных прибо-
ру l  любым другим приборам. Совместное выполнение всех этих условий гаран-
тирует непересечение приборов по заявкам (и маршрутам) и заявок по приборам. 
Совмещение ограничений (1)–(4) с исключением зависимых переменных приво-
дит к неравенствам (5) и (6): 

 , ,
1 11,

1,    1, ,   1, ,
k l n n

k l
i j j i

j jk m

x x i n l m


 
       (5) 

 , ,
1 11,

1,    1, ,   1, .
n k l n

l k
j i i j

i ik m

x x j n l m


 
       (6) 

Нижеследующие ограничения-равенства являются обычными условиями задачи о 
назначениях. 

 ,
1 1

1,   1, ,   ,
m n

k
i j

k i

x j n i j
 

    (7) 

 ,
1 1

1,   1, ,   .
m n

k
i j

k j

x j n i j
 

     (8) 

Дополняем задачу ограничениями на переменные (все переменные булевы): 

 ,

1,   если имеет место переход прибора 

    от обслуживания заявки    к   ,  

0,   в противном случае,   , 1, ,   .

k
i j

k

x i j

i j n i j


 


 

 (9) 

И критерием быстродействия системы: 

 , ,
1 1

,  
n n

k k
i j i j

j i

c x
 

  1, ,k m  (10) 

 min  . (11) 
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В совокупности (10) и (11) реализуют минимаксный критерий, являющийся 
критерием быстродействия рассматриваемой параллельно-последовательной об-
служивающей системы, или критерием равномерной нагрузки [34–36]. 

Кроме этого задачи маршрутизации, являющиеся расширениями одного из ва-
риантов рассматриваемой URPM-проблемы, обычно дополняются ресурсными 
ограничениями вида 

 , ,
1 1

,  
n n

k k k
j s i j s

j i

r x R
 

 1, ,   1, .k m s S   (12) 

Оптимальные решения задач (5)–(11) и (5)–(12) kJ


, , , ,k k
i jx i j J


, 1,k m , 

определяют наилучшие из возможных нижние оценки min ,( )k
i jx 

 расписания всей 

URPM-проблемы. Для уточнения оценок и получения гарантированно связных 
маршрутов обслуживания заявок необходимо решить m  подзадач ЗК, для всех 

приборов ,k  1,k m . Любая такая подзадача представима в виде:  

 , 1,    ,   ,
k

k k
i j

i J

x j J i j


  


 (13) 

 , 1,    ,   ,
k

k k
i j

j J

x i J i j


  


 (14) 

 , 1,    , 2, ,   ,
kk k k k k

i j i ju u n x n i j n i j       (15) 

 0,    ,  k k
iu i J 


 (16) 

 , , min .
k k

k k k
i j i j

j J i J

c x
 

    
 (17) 

Выражение (15) предполагает для удобства, что индексы всех подмножеств за-

явок kJ


, 1,k m , перенумерованы от 1 до kn . Набор оптимальных решений m  

подзадач ЗК (13)–(17) , , ,k k
i jx i j J


 , 1,k m , с оценкой max k    является 

приближенным решением рассматриваемой URPM-проблемы. 

2. Процедуры поиска решений 

Заметим, что обе представленные подзадачи принадлежат к одному классу NP-
полных задач ДО. Этот тезис не требует доказательств, поскольку принадлеж-
ность к данному классу непосредственно вытекает из формальных постановок 
(5)–(12) и (13)–(17). Подзадача (13)–(17) является формализацией ЗК. Подзадача 
(5)–(12) содержит булевы переменные, «ранцевые» ограничения (10) и (12), а 
также логические ограничения (5) и (6), подматрица коэффициентов которых не 
образует фрагментов абсолютно унимодулярной матрицы. Эти свойства с избыт-
ком идентифицируют NP-трудность сформулированной подзадачи кластеризации. 

Ее постановка не позволяет использовать какие-либо специальные методы ре-
шения, основанные на релаксации, например транспортной задачей, как в [31].  
В данном случае применимы только общие методы решения задач псевдобулева 
программирования, например, соответствующие встроенные средства систем  
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оптимизации IBM ILOG CPLEX Optimization studio, Gurobi, Xpress и др. На взгляд 
авторов, наибольшие перспективы имеет применение метода бинарных отсечений 
[37], однако объем статьи не позволяет изложить даже суть метода без привязки к 
задаче кластеризации. Поэтому ограничимся отсылкой к первоисточнику, ибо это 
тема отдельного исследования. 

ЗК (13)–(17), напротив, имеет существенное множество алгоритмов решения. 
Одно перечисление таких алгоритмов, например [7–27], может занять несколько 
десятков страниц текста. Выделим только наилучшим образом зарекомендовав-
шие себя на практике алгоритмы, например, Кристофидеса [4], Лина–Кернигана 
[5, 6], а также работы последних лет, большая часть которых посвящена метаэв-
ристическим методам: имитирующим физические процессы [8–12], методам «ро-
евого» интеллекта [14–23] и эволюционным методам [13, 25]. 

3. Иллюстративный пример 

Рассмотрим URPM-задачу с данными из [38] (табл. 1). 

 Таблица 1 / Table 1 

Исходные данные / Initial data 

  1 2 3 4 5 6 
1   27 43 16 30 26 
2 7  16 1 30 30 
3 20 13  35 5 0 
4 21 16 25  18 18 
5 12 46 27 48  5 
6 23 5 5 9 5 

 
Используя постановки (5)–(12) и (13)–(17), найдем решения для одного, двух и 

трех приборов равной производительности. Последнее означает равенство эле-

ментов ,
k
i jc  для всех k , 1,3k  . Табл. 1 содержит эти элементы для шести заявок 

( 6n  ). Полагаем ,
k
j jc   . 

1. Положим 1m  . Задача свелась к единственной ЗК в постановке (13)–(17). 
Ее решение представлено в табл. 2. 

 Таблица 2 / Table 2 

1m  

 1 2 3 4 5 6
U= 0 4 1 0 2 3
1 0 0 0 1 0 0
2 1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1 0
4 0 0 1 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1
6 0 1 0 0 0 0

 

Оценка быстродействия для данного случая 63  . 
2. Положим 2m  . Решаем подзадачу (5)–(11). Результаты сведены в табл. 3. 
Назначения первого прибора – в левой части табл. 3, второго прибора – в ее пра-

вой части. Поскольку в решениях отсутствуют подциклы, полученные результаты 

являются оптимальным решением URPM-задачи с оценкой  max 31,37 37   . 
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  Таблица 3 / Table 3 

2m  

k = 1 k = 2 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
6 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
2. Положим 3m  . Решаем подзадачу (5)–(11). Результаты сведены в табл. 4. 
Назначения первого прибора отмечены заливкой в левой части табл. 4, второго 

прибора – в средней части таблицы, назначения третьего прибора выделены за-
ливкой ее правой части. Поскольку в решениях отсутствуют подциклы, получен-
ные результаты являются оптимальным решением URPM-задачи с оценкой 

 max 34, 27,32 34   . 

Таблица 4 / Table 4 

3m  

k = 1 k = 2 k = 3 
 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

4. Тестирование свойств программной реализации 

Программная реализация предложенного подхода на данном этапе опирается 
на средства IBM ILOG CPLEX Optimization studio и включает формирование фай-
лов данных подзадачи кластеризации (5)–(12) в соответствующих форматах, под-
ключение модулей IBM ILOG CPLEX по технологии Concert, решение и сохране-

ние результатов расчетов  , , ,k k
i jx i j J


, 1,k m , min ,( )k

i jx 
 в формате csv. Далее 

последовательное формирование m ЗК (13)–(17), их решение и запись результатов 

, , ,  k k
i jx i j J


 , 1,k m , max k    с предельной оценкой возможного отклоне-

ния от оптимума, абсолютной min ,( )k
i jx      и относительной 

min ,

100%
( )k

i jx


  

  . 

Эмпирические оценки, наихудшие и средние, сформированы в результате ге-
нерации и расчетов тестовых примеров разной размерности. Результаты сведены 
в табл. 5. Сгенерировано около 100 примеров разных размерностей (размерности 
отображены в таблице).  

Обозначения в таблицах соответствуют введенным выше: min  – минималь-

ное значение   критерия (11) задачи кластеризации; t  – общее время поиска ре-
шения URPM-теста в форматах сек. (секунды), либо чч:мм:сс (часы: минуты:  
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секунды) с оценкой ; avrt  и avr  – соответственно среднее время счета теста и 

средняя по группе тестов оценка максимально возможного отклонения от опти-

мума; xn  – число булевых переменных ,
k
i jx  в подзадаче кластеризации; rm  – 

общее число ограничений в подзадаче кластеризации. 

Размерности тестов: число булевых переменных 2
xn n m  . Минимальное и 

максимальное значения 30 30 2 1800xn      и 100 100 4 40000xn     ; число 

ограничений 2 2rm n m n m      , минимальное и максимальное, соответствен-

но 2 30 2 2 30 2 182rm         и 2 100 8 2 100 8 1808rm        .  

Другими особенностями тестовых примеров, существенно влияющими на ре-
зультаты и их оценки, являются параметры датчиков случайных чисел, генериру-

ющие с равной вероятностью значения ,
k
i jc  в диапазоне чисел от 0 до 100. Теоре-

тически это может приводить к фактическим отклонениям оптимальных решений 

  от   (11) на десятки тысяч процентов. Для обеспечения сопоставимости ре-
зультатов расчетов для одинаковых значений номера теста и числа заявок n ис-

пользованы одинаковые значения ,
k
i jc . Например, анализируя значения   для 

первого теста при n = 30, m = 3 и m = 4, для которых все ,
k
i jc  совпадают, непо-

средственно приходим к выводу о том, что решение по критерию быстродействия 
для трех приборов абсолютно лучше решения для четырех приборов (табл. 5). 

 Таблица 5 / Table 5 

Сводные результаты тестирования / Summary of test results 

 n = 30 n = 50 

 № 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

 
m = 2 

 
 

t 0 0 0 0 0 1 2 1 2 2 

min 78 102 71 86 74 79 73 82 72 63 

  99 119 105 92 88 85 78 91 95 78 

 26,92 16,67 47,89 6,98 18,92 7,59 6,85 10,98 31,94 23,81 

 
m = 3 

 
 

t 3 3 3 4 5 42 38 15 14 10 

min 54 70 51 59 54 55 49 56 49 42 

  78 70 102 90 88 79 55 82 69 61 

 44,44 0,00 100,00 52,54 62,96 43,64 12,24 46,43 40,82 45,24 

 
m = 4 

 
 

t 19 26 31 28 13 0:14:33 0:02:19 0:04:05 0:00:47 0:03:09 

min 42 56 41 46 42 43 38 43 38 34 

  104 113 55 67 56 47 61 59 89 43 

 147,62 101,79 34,15 45,65 33,33 9,30 60,53 37,21 134,21 26,47 

 
m = 5 

 
 

t 13 31 20 62 53 0:50:34 0:01:14 0:15:26 0:11:36 0:12:58 

min 36 47 35 38 37 35 30 36 32 28 

  88 47 54 89 78 50 79 84 85 36 

 144,44 0,00 54,29 134,21 110,81 42,86 163,33 133,33 165,63 28,57 

 
m = 6 

 
 

t 0:03:27 0:00:53 0:01:58 1:08:32 0:00:31  0:10:48   0:08:52 

min 33 46 31 35 33  27   24 

  74 46 122 111 64  63   85 

 124,24 0,00 293,55 217,14 93,94  133,33   254,17 
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                                                                            П р о д о л ж е н и е  т а б л. 5 

 n = 70 n = 100 

 № 1 2 3 4 5 1 

 
m = 2 

 
 

t 2 5 4 4 4 2 

min 58 58 58 65 64 65 

  64 62 60 72 76 75 

 10,34 6,90 3,45 10,77 18,75 15,38 

 
m = 3 

 
 

t 0:01:19 0:01:09 0:01:13 0:00:50 0:00:32 0:01:35 

min 40 39 39 44 43 44 

  63 48 62 69 63 64 

 57,50 23,08 58,97 56,82 46,51 45,45 

 
m = 4 

 
 

t 0:17:43 0:41:35 1:07:00 0:06:10 0:01:45 3:42:01 

min 31 30 31 34 33 34 

  50 49 44 53 51 57 

 61,29 63,33 41,94 55,88 54,55 67,65 

 
m = 5 

 
 

t 0:42:34 2:59:07 0:52:30 8:32:51 0:06:28  

min 25 25 25 28 27  

  58 25 47 39 47  

 132,00 0,00 88,00 39,29 74,07  

 
m = 6 

 
 

t     1:03:50  

min     23  

      47  

     104,35  

 
По меркам задач дискретного программирования сгенерированные тесты 

имеют значительные размерности. В силу отмеченной NP-полноты подзадачи 

кластеризации (5)–(11) с верхней оценкой числа вариантов решений 2 xn  такая 
оценка трудоемкости тестовых задач определяется, казалось бы, фантастической 

величиной 400002 . Тем не менее программная реализация алгоритма поиска ре-
шений представленных выше задач относительно успешно с тестами справилась.  

Как видно из табл. 5, предельное время счета теста составило боле 8,5 часов 
для n = 70 и m = 5 ( 24500xn  , 845rm  , выделено заливкой в продолжении 

табл. 5). 
Тесты, для которых решение за предельное время получить не удалось, также 

выделены заливкой в (незаполненных) графах времени счета. 
Краткий анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выво-

ды. Наилучшие (ближайшие к оптимальным) решения удалось получить практи-
чески во всех тестах для двух приборов. В этих случаях средние значения относи-
тельной оценки отклонения avr  лежат в интервале от 10 % (при n = 70) до 23 % 

(при n = 30). Среднее время счета находится в интервале от 5 до 0 секунд в той же 
последовательности. Тесты с тремя приборами определили интервал для avr  от 

38 % при n = 50 до 52 % при n = 30. Среднее время счета составило для n = 30 – 
3,6 с, для n = 50 – 23,8 с, для n = 70 – 44 с, для n = 100 – 1 мин 35 с. В тестах с 
четырьмя приборами среднее отклонение составило 53–55 % для n = 50 и n = 70 и 
73 % для n = 30. При этом существенно увеличивается время счета от 23 с для 
n = 30, 5 мин для n = 50, 27 мин для n = 70 и 3 ч 42 мин для n = 100. Решения те-
стовых задач с пятью приборами за установленный лимит времени удалось найти 
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только для значений n 30, 50 и 70 при фатальном росте времени счета до предель-
ного уровня в одном из тестов при n = 70 (см. табл. 5). С увеличение числа при-
боров фиксируется также в среднем снижение оценок близости к оптимумам avr . 

В целом полученные эмпирические оценки с учетом свойств тестовых задач 
можно признать вполне удовлетворительными. Проведенный анализ показал так-
же целесообразность декомпозиции подзадачи кластеризации (5)–(11), что позво-
ляет существенно снизить общее время счета без снижения оценки точности ре-
шения общей URPM-задачи. 

Декомпозиция может быть осуществлена за счет разбиения множества прибо-
ров и последовательного решения модификаций условий (10) подзадачи (5)–(11) 
следующего вида: 

 , ,
1 1

,  
n n

k k k
i j i j

j i

c x b
 

  1, ,k m  (18) 

где 

 0,   1,kb k m  , и 
1

m
k

k

b m


 . (19) 

Выражение (18) удобно также интерпретировать в форме , ,
1 1

1 n n
k k
i j i jk

j i

c x
b  

  . 

Выражения (19) априори задают свойства весовых коэффициентов кластеров.  
Последовательное решение подзадач (5)–(9), (18), (19), (11) позволяет исход-

ную задачу кластеризации (5)–(11) решать приближенно в несколько этапов. Во-
первых, это не ухудшает оценок для исходной URPM-задачи; во-вторых, ради-
кально снижает проблему трудоемкости, выявленную на тестовых примерах.  
В частности, на каждом из шагов можно положить значение m = 2, что обеспечи-
вает минимальное время счета, а за счет подбора последовательности весовых ко-

эффициентов 0,   1,kb k m  , – равномерность конечного разбиения на кластеры.  

Заключение 

Анализ быстродействия программной реализации предложенного подхода, а 
также эмпирические оценки близости к оптимальным конструируемых расписа-
ний выявили его высокую эффективность. 

В целом разработанный инструментарий непосредственно применим для ре-
шения ряда важнейших практических задач с получением доказываемых оптиму-
мов. Примером одного из подобных применений может служить решение задачи 
оптимизации календарных графиков бурения скважин (да и обустройства в це-
лом) крупных нефтегазоконденсатных месторождений (НГКМ) [37]. Так, напри-
мер, число кустов скважин одного из крупнейших НГКМ Западной Сибири со-
ставляет 60–70 (количество заявок), число используемых кустовых буровых 
установок 7–10 (количество приборов). Рассмотренная нами URPM-проблема и 
средства ее решения в данном контексте (с учетом размерности) позволяют найти 
точные, либо близкие к оптимальным по быстродействию (с оценками возможно-
го отклонения) календарные графики бурения с определением маршрутов пере-
мещений буровых, временных и ресурсных характеристик. По самым скромным 
оценкам это дает за счет сжатия календарных графиков не менее 10 % экономии 
при достижении плановых объемов меньшим числом буровых за плановый пери-
од, либо 10 % увеличения добычи за плановый период без увеличения числа бу-
ровых. 
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PROBLEMS AND OPTIMIZATION ALGORITHMS OF PARALLEL-SERIAL 
SYSTEMS SCHEDULES WITH UNDEFINED SERVICE ROUTES 

Mezentsev Yu.A., Estraykh I.V. 

Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 
 
A new approach to solving problems of constructing optimal operating speed schedules for 

parallel-serial systems using a two-staged scheme including clustering and subsequent route de-
termination is presented. Solutions to different types of routing problems with the minimax crite-
rion are special cases of applying the developed tools. Formal definitions of the clustering and 
route design subproblems in the form of NP-difficult discrete programming problems are given. 
An approximate algorithm of problem solving is proposed. It is based on the problem decomposi-
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tion into a subproblem optimal for partitioning a set of requests into subsets, with a load on the 
devices being uniform, and into a number of subproblems for optimizing scheduling jobs on the 
devices. Illustrative examples of applying the proposed approach are given. Empirical estimates 
of the accuracy and software performance are presented. The speed and accuracy of the developed 
algorithms are studied on randomly generated test examples in a wide range of dimensions. Pos-
sible practical applications of the proposed algorithms for scheduling the implementation of major 
industrial projects are described and further directions of the proposed approach development are 
identified. 

 

Keywords: parallel-serial service system; undefined service routes; minimizing makespan; 
routing; clustering; traveling salesman problem. 
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Актуальность исследований обусловлена необходимостью создания точной математи-

ческой модели динамики электромеханической колебательной системы с электромагнит-
ным ударным приводом, наиболее полно отражающей состояние этой системы при дина-
мических ударных воздействиях и взаимодействии с деформируемой средой. В качестве 
объекта исследований рассматривается электромагнитный ударный узел с двухсторонним 
свободным выбегом бойка, включающий в себя многомассовую колебательную систему с 
упругими связями, периодически возбуждаемую в магнитном поле катушки, получающей 
питание от источника напряжения промышленной частоты по однополупериодной схеме 
выпрямления с естественной коммутацией. Разработана математическая модель динамики 
ударного узла, обеспечивающая широкие возможности в проведении всестороннего анали-
за электромагнитных и электромеханических процессов в переходных и квазиустановив-
шихся режимах. Модель учитывает нелинейные свойства магнитных материалов, потоки 
рассеяния, степень подвижности инерционных масс, свойства упругих связей, силы трения 
и сопровождается различного рода потерями энергии. Основу математической модели со-
ставляют дифференциальные уравнения, описывающие электрическое равновесие нели-
нейной системы двигателя и механическое взаимодействие поступательно движущихся 
инерционных масс, полученные методом Лагранжа. Предложены алгоритм расчета и при-
мер численной реализации модели с использованием стандартных программных комплек-
сов, позволяющих наиболее просто интегрироваться для решения поставленных задач. На 
примере расчета периодических электромеханических процессов рассмотрены возможно-
сти модели в проведении всестороннего анализа рабочих процессов в переходных и ква-
зиустановившихся режимах методами и средствами структурного моделирования в Matlab 
Simulink. Выполнена верификация модели сравнением расчетных значений выходных по-
казателей с результатами физического эксперимента. 

 

Ключевые слова: математическая модель, электромагнитный ударный узел, электро-
магнитный двигатель, механическая колебательная система, упругие связи, метод Лагран-
жа, потери энергии. 
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Введение 

Электромеханические колебательные ударные системы с электромагнитным 
возбуждением используются в различных областях техники для реализации мно-
гих технологических процессов и производств [1–4]. 

Тенденции применения вариантов схем механизмов и машин с электромагнит-
ным колебательным приводом подробно рассмотрены в работах [5, 6]. 

Как обладающие высокими энергетическими показателями следует выделить 
синхронные электромагнитные ударные машины, для которых частота механиче-
ских колебаний ударной массы – бойка вследствие взаимодействия с магнитным 
полем намагничивающей катушки, кратна частоте питающей сети [7–12]. 

Предельные значения энергии удара в подобных системах, как правило, огра-
ничены значениями допустимой импульсной мощности питающей сети. Сниже-
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ние влияния работы ударного узла на питающую сеть и увеличение энергии удара 
возможно только за счет снижения частоты ударов [12, 13]. 

Перспективным направлением создания электромагнитных машин с повы-
шенной энергией удара и пониженной частотой механических колебаний по от-
ношению к частоте промышленной сети является создание ударных узлов, ис-
пользующих рабочие циклы со свободным выбегом бойка [7, 12]. 

Как обладающий высокими значениями КПД при передаче энергии ударом 
особый интерес представляет рабочий цикл однокатушечной синхронной элек-
тромагнитной машины с двухсторонним свободным выбегом бойка [13, 14]. 

Несмотря на то что данный рабочий цикл хорошо известен и получил широкое 
практическое применение в ударном электроинструменте, выполненные исследо-
вания в вопросах электромеханического преобразования энергии и существую-
щие рекомендации в повышении эффективности использования цикла в техноло-
гических процессах весьма ограниченны. 

Существующие методики для расчета и проектирования электромагнитных 
машин основаны в своем большинстве на использовании статических подходов, 
что осложняет их использование в задачах анализа и синтеза [15–18]. 

Вызвано это, прежде всего, тем, что проведение динамического расчета связа-
но с учетом большого числа взаимосвязанных факторов, зависящих от скорости 
движения, частоты, нелинейности магнитных характеристик стали, степени по-
движности инерционных масс и свойств упругих связей механической системы, 
различного рода внешних воздействий, потерь энергии и т.д. [19–25]. 

Между тем любая электромеханическая система, использующая в своем соста-
ве линейный электромагнитный двигатель, устройства для передачи энергии уда-
ром, гашения вибраций и реверса ударной массы представляет собой сложную 
динамическую систему, определяющую конфигурацию, структуру ударного узла 
и обеспечивающую рациональное формирование ударного импульса. 

По известным причинам упрощение связей ограничивает возможности анализа 
и синтеза подобных систем, работающих исключительно в квазиустановившихся 
режимах, где использование статических подходов неприемлемо.  

Учитывая современные тенденции в вопросах энергосбережения, создание 
точной математической модели динамики электромагнитного ударного узла, 
наиболее полно отражающей взаимосвязи параметров всех его подсистем при 
динамических воздействиях, а также повышающей достоверность оценки энерге-
тических характеристик при использовании в технологических процессах являет-
ся решением актуальной задачи. 

Целью работы является разработка математической модели динамики однока-
тушечного электромагнитного ударного узла с двухсторонним свободным выбе-
гом бойка, учитывающей возможности проведения всестороннего анализа элек-
тромеханических процессов в переходных и квазиустановившихся режимах при 
учете нелинейных взаимосвязей в магнитной системе, степени подвижности 
инерционных масс и свойств упругих связей механической системы, сопровожда-
емых различного рода потерями энергии. 

1. Электромагнитный ударный узел с двухсторонним выбегом бойка 

Конструктивная схема электромагнитного ударного узла с двухсторонним 
свободным выбегом бойка приведена на рис. 1.  

Возвратно-поступательное движение ударной массы бойка 1 возникает в ре-
зультате его периодического взаимодействия с магнитным полем катушки 2. Ра-
бочий ход бойка 1 осуществляется под действием электромагнитных сил катушки 2 
и упругих сил буферной пружины 3, аккумулирующей кинетическую энергию 
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бойка при обратном ходе и выполняющей его реверс. Обратный ход бойка 1 осу-
ществляется под действием электромагнитных сил катушки 2 и частично за счет 
кинетической энергии бойка при отскоке от рабочего инструмента 4.  

 
  

 
 

 

Рис. 1 – Электромагнитный ударный 
узел 

Fig. 1 – Electromagnetic impact node 

Рис. 2 – Расчетная динамическая схема  
механической системы 

Fig. 2 – Calculated dynamic scheme mechanical 
system  

Расположенные на одной оси цилиндрический боек 1, магнитопровод 5 с раз-
мещенной внутри катушкой 2 образуют конфигурацию магнитной системы элек-
тромагнитного двигателя. Для гашения вибраций в промежутке между упорной 
поверхностью удерживающего устройства 6 и ударным узлом применяется виб-
роизолирующее устройство в виде пружины 7 заданной жесткости. Усилие нажа-
тия нF  через виброизолирующее устройство 7 обеспечивает устойчивую связь 

ударного узла с рабочим инструментом при возбуждении периодических ударных 
нагрузок и взаимодействии с деформируемой средой 8. Катушка 2 получает пита-
ние от однофазного источника напряжения промышленной частоты по однополу-
периодной схеме выпрямления. 

Полный рабочий цикл ударного узла осуществляется за время двух периодов 
напряжения питающего источника, что при частоте 50 Гцf   обеспечивает син-

хронную частоту ударов бойка удn  и длительность времени рабочего цикла цt : 

уд
60

1500 уд мин
2

f
n

р
  ;  ц

2
0,04 с

р
t

f
  , 

где 2 2р   – число периодов напряжения в течение времени рабочего цикла. 
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Для реализации рабочего цикла с двухсторонним свободным выбегом бойка 
используется одна катушка, обеспечивающая разгон ударной массы бойка элек-
тромагнитными силами в двух направлениях. Свободный выбег бойка осуществ-
ляется за время бестоковой паузы в подаче импульсов тока, в течение которой 
боек, двигаясь по инерции, поочередно сжимает буферную пружину и наносит 
удар по рабочему инструменту [13]. 

При свободном выбеге расстояние, пройденное бойком от положения магнит-
ного равновесия до ударного сечения рабочего инструмента, обозначим как 1h , а 

расстояние от положения магнитного равновесия до контакта с буферной пружи-
ной как 2h  (рис. 1). Рабочий цикл ударного узла выполняется при условии полной 

синхронизации положения бойка при его движении с импульсами напряжения, 
поступающими на катушку. 

2. Методы решения 

Механическая и магнитная подсистемы электромагнитного ударного узла свя-
заны зависимостью электромагнитного усилия  эм 1,f f i x  от величины проте-

кающего тока i  в катушке и координаты положения ударной массы бойка 1x , а 

связь магнитной и электрической подсистемы – зависимостью величины потоко-
сцепления  1ψ ,f i x  и в общем случае описывается уравнением электрического 

равновесия системы 

 1ψ( , )
( )

d i x
u t i r

dt
  ,  (1) 

где ( )u t  – напряжение на обмотке катушки; r  – активное сопротивление в цепи 

катушки. 
Согласно установленным связям конструкции ударного узла (рис. 1) и дей-

ствующим в системе обобщенным силам, соответствующим потенциальной энер-
гии, энергии рассеяния и внешним воздействиям, на рис. 2 рассмотрена расчетная 
динамическая схема механической системы. Механическая колебательная систе-
ма имеет в своем составе традиционные массоинерционные, упругие и диссипа-
тивные звенья. В качестве обобщенных координат принимаем линейные переме-
щения центра масс бойка 1x  массой 1m , рабочего инструмента 2x  массой 2m , 

электромагнитного двигателя 3x  массой 3m  и перемещение удерживающего 

устройства 4x  массой 4m . Колебания системы в пространстве будут описываться 

зависимостью обобщенных координат 1 4x x  от времени, отсчитываемых от по-

ложения устойчивого статического равновесия. 
Уравнение движения механической системы получим на основании уравнений 

Лагранжа второго рода [26]: 

 
П Ф

i
i i i i

d T T
Q

dt x x x x

    
          

,      1, 2, , ,i N   (2) 

где T  – кинетическая энергия системы; П  – потенциальная энергия системы;  

Ф  – диссипативная функция системы (функция Рэлея); 
П

ix




, 
Ф

ix




, iQ  – обобщен-

ные силы упругости, сопротивления движению и внешних воздействий, соответ-
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ствующие i -й обобщенной координате; ix  – обобщенные координаты; ix  – 

обобщенные скорости; N  – число степеней свободы механической системы. 
При построении математической модели полагаем, что рассматриваемая  

механическая система имеет четыре степени свободы ( 4)N  . Принимая поло-

жение устойчивого статического равновесия за начало отсчета и за нулевой уро-
вень потенциальной энергии системы, последовательно определим величины, 
входящие в (2). 

Кинетическая энергия механической системы для поступательно движущихся 
масс 

22 2 2
3 31 1 2 2 4 4

2 2 2 2

m xm x m x m x
T    

  
. 

Потенциальная энергия упругих связей механической системы 

     2 2 22
1 1 3 3 3 2 4 4 32 2П

2 2 2 2

k x x k x x k x xk x  
    , 

где 1 4k k  – статические коэффициенты жесткости упругих связей. 

Диссипативная функция Рэлея 

     2 2 22
1 1 3 3 3 2 4 4 32 2Ф ,

2 2 2 2

b x x b x x b x xb x  
   

     
 

где 1 4b b  – коэффициенты вязкого трения упругих связей. 

Обобщенные силы внешних воздействий и силы трения, соответствующие 
обобщенным координатам: 

1 13эм 1 тр 1( , ) signxQ f i x f x   ; 
2 23тр 2signxQ f x   ; 

 3 13 23 34эм 1 тр тр тр 3( , ) signxQ f i x f f f x      ; 
4 34тр 4 нsignxQ f x F  , 

где эм 1( , )f i x  – вынуждающая электромагнитная сила; 
13 23 34тр тр тр, ,f f f  – силы 

сухого трения скольжения; нF  – постоянная величина усилия нажатия. 

В соответствие с уравнением (2), взяв частные производные от кинетической и 
потенциальной энергии и диссипативной функции Рэлея, а также производные по 
времени, учитывая внешние силы, силы трения и уравнение электрического рав-
новесия (1), математическая модель динамического состояния колебательной 
электромеханической системы без учета ударного взаимодействия будет описы-
ваться следующими дифференциальными уравнениями: 

 1ψ( , )
( )

d i x
u t i r

dt
  ;  (3) 

 
13

2
31 1 1

1 1 1 1 3 тр эм 12
( ) sign ( , )

dxd x dx dx
m b k x x f f i x

dt dt dtdt

        
 

;  (4) 

  
23

2
32 2 2 2

2 2 3 2 2 3 3 2 тр2
sign

dxd x dx dx dx
m b b k x k x x f

dt dt dt dtdt

         
 

; (5) 
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2

3 3 3 31 2 4
3 1 3 4 1 1 32

( )
d x dx dx dxdx dx dx

m b b b k x x
dt dt dt dt dt dtdt

                  
     

  

 13 23 34
3

3 3 2 4 4 3 эм 1 тр тр тр+ ( ) ( )= ( , ) sign ;
dx

k x x k x x f i x f f f
dt

          (6) 

  
34

2
34 4 4

4 4 4 4 3 тр н2
sign

dxd x dx dx
m b k x x = f F

dt dt dtdt

      
 

.  (7) 

Под действием внешней периодической силы эм 1( , )f i x  в механической си-

стеме возникают сложные колебания, являющиеся результатом наложения вы-
нужденных и свободных колебаний системы. Отметим, что на участие разгона 
ударной массы бойка в магнитном поле катушки его ускоренное движение осу-
ществляется за время, равное длительности протекающего тока. Выход бойка из 
положения магнитного равновесия (положение, симметричное относительно по-
люсной системы двигателя) определяет свободный выбег, синхронизированный 
по времени со временем бестоковой паузы в подаче импульсов тока. 

Колебательные движения бойка выполняются в квазиустановившемся режиме, 
а наличие ограничителей движения в конструкции ударного узла не позволяют 
бойку выходить за установленные пределы. 

 

1

1 1 1 1

1 1 1

0    при   δ = ;

( ) δ    при    ;

δ     при    ,

h

x t h x h

h + x h









  

 

 (8) 

где δ ,  δ   – переменная величина воздушного рабочего зазора, образованного 
положением бойка относительно верхней и нижней полюсной системы катушки. 

При нарушении синхронизации в подаче импульсов напряжения процесс дви-
жения бойка при выходе из положения магнитного равновесия (δ 0)=  может со-

провождаться при убывающем токе в цепи катушки и характеризоваться электро-
магнитным торможением с потерями кинетической энергии в механической си-
стеме и соответственно энергии удара.  

Согласованность в работе электрической, магнитной и механической подси-
стем является важным фактором в обеспечении эффективности работы ударного 
узла. 

При подаче импульсов напряжения и протекающем в цепи катушки токе воз-
буждается магнитное поле, обусловливающее электромагнитную силу эм 1( , )f i x , 

которая стремится уменьшить воздушный рабочий зазор и привести систему в 
состояние магнитного равновесия. Путем изменения параметров импульса напря-
жения можно влиять на рабочий процесс ударного узла. В случае с естественной 
коммутацией при питании от однофазного источника напряжения синусоидаль-
ной формы по однополупериодной схеме выпрямления длительность импульсов  
напряжения зависит от значения параметров индуктивности токовой цепи и фор-
мально описывается следующим приближенным неравенством: 

 
sinω  при  ( 1) 2π ω 2π,

( )
0 при  (2 1) π ω 2π,    1, 2 ,  

mU t n t n
u t

n < t n n

   
   

 (9) 
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где n  – число полных периодов напряжения; mU  – амплитуда напряжения; ω  – 

циклическая частота источника. 
При частично упругом ударе не вся кинетическая энергия бойка переходит ра-

бочему инструменту и далее в деформируемую среду. Часть этой энергии воз-
вращается обратно в колебательную систему. Количество энергии, переданное в 
деформируемую среду, и энергии, возвращаемой в механическую колебательную 
систему, напрямую зависит от свойств среды, параметров ударной системы и па-
раметров импульса сил, воздействующих на среду. 

При расчетах составляющие этих энергий с высокой долей вероятности можно 
учесть с помощью коэффициента отскока бойка 

1
от

1

v
k

v
 , 

где 1v , 1v  – скорости центра массы бойка в начале и конце частично упругого 

удара. 
Кинетическая энергия, возвращаемая в механическую колебательную систему 

при отскоке бойка от рабочего инструмента, 

2
21 1

1 от2

m v
T k . 

Полезная работа, совершаемая ударным узлом, имеет импульсный характер и 
оценивается кинетической энергией бойка, переходящей рабочему инструменту 
при ударе, 

 
2

21 1
2 от1

2

m v
T k  . 

Среднюю силу удара можно определить через изменение импульса одной из 
сталкивающихся масс, например 2m , 

2 2 2
1

и

( )

τ

m v v
N


 , 

где 2v , 2v  – скорости центра массы рабочего инструмента в начале и конце уда-

ра; иτ  – длительность времени ударного импульса. 

Полагая, что на момент удара в колебательной системе 2 0v  , средняя сила 

удара будет равна 

2 2
1

иτ

m v
N  . 

Учитывая упругое равновесие буферной пружины на большей части рабочего 
цикла и соответственно равенство нулю обобщенных сил упругости, линейно за-
висящих от координаты положения бойка, а также сопротивления движению, 
пропорционального его скорости, необходимо учесть, что составляющие этих сил 
будут описываться кусочно-линейными функциями: 

 
1 1 2

1 1 1 3 1 1 2

0   при   ;П

( )   при    ,

x h h

x k x x x h h

      
 (10) 
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1 1 2

31
1 1 1 1 2

0     при   ;
Ф

   при    .

x h h

dxdxx b x h h
dt dt

 


        
 


 (11) 

Последнее означает, что процесс рассеяния энергии в условиях вязкого трения, 
вызванного диссипативными силами упругих связей, может возникать только при 
работе сил этих связей. В конкретном случае характеристика силы упругости, 
являясь линейной на отдельных участках движения, оказывается в целом нели-
нейной. 

При создании модели также предполагается, что сопротивление и упругие 
свойства деформируемой среды, оказываемые перемещению инструмента, зави-
сят от жесткости и демпфирующих свойств введенных упругих связей. 

Окончательный процесс движения следует рассматривать как результат нало-
жения вынужденных, свободных колебаний и периодических ударных импульсов 
сил, обусловленных различного рода потерями энергии в электромеханической 
системе. 

Уравнения (3)–(7) совместно с (8)–(11) позволяют рассматривать обобщенную 
математическую модель динамического состояния электромагнитного ударного 
узла с двухсторонним свободным выбегом бойка в виде следующей системы 
дифференциальных уравнений: 

 

13

13

13

μ 1

п μ

1 1 1 1
тр эм μ 1

и

1 1 22
1

1 2 1 1
1 тр эм μ 1 1 1 2

1
тр эм μ 1 1 1 2

ес

ψ( , )
;

;

sign ( , ),  если 0,
τ

при  0 ;

sign ( , ),  при ,  ли 0;

sign ( , ),  при 0

d i x
u t i r

dt

i i i

m v dx dx
f f i x

dt dt

x h h
d x

m dx dxdt f f i x x h h
dt dt

dx
f f i x x h h

dt

 

 

  

  


     

    



 

23

13 23 34

1

2
2 2 2 2

2 2 3 тр2
и

3
3 4 эм μ 1 тр тр тр

2
1 1 23

3 2

1 3 4 эм μ

ес,  ли 0;

sign ;                                       
τ

( , ) sign ,

 при  0 ;

( ,

dx

dt

d x m v dx
m f

dtdt

dx
f i x f f f

dt

x h hd x
m

dt
f i










 


     

      

  


    

 

 

    13 23 34

34

3
1 тр тр тр

1 1 2

2
4 4

4 4 тр н2

) sign ,

при ;

sign ,  

dx
x f f f

dt

x h h

d x dx
m f F

dtdt






















    


   


  



   



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где  31
1 1 1 1 3 ;

dxdx
b k x x

dt dt

      
 

  2
2 2 2 2;

dx
b k x

dt
    

 3 2
3 3 3 3 2 ;

dx dx
b k x x

dt dt
      
 

   34
4 4 4 4 3

dxdx
b k x x

dt dt
      
 

 ; 

1 1

иτ

m v
, 2 2

иτ

m v
 – импульсы сил, действующие на массы тел в конце удара; пi  – ток 

потерь, вызванный вихревыми токами и гистерезисом; μi  – намагничивающий 

ток. 
Полученная система дифференциальных уравнений динамического состояния 

электромагнитного ударного узла (см. рис. 1) позволяет производить всесторон-
ний анализ электромеханических процессов в переходных и квазиустановившихся 
режимах, учитывающих нелинейность магнитной системы, ударные взаимодей-
ствия инерционных масс и свойства упругих связей в механической системе, обу-
словленных различного рода потерями энергии. Составляющая тока потерь пi  

может быть учтена по методике, рассмотренной в [27, 28]. 

3. Пример реализации математической модели 

При реализации математической модели ударного узла с помощью решения 
полевой задачи определялись массивы значений опорных точек статических па-
раметров потокосцепления ψ( , δ)i  и электромагнитного усилия эм ( , δ)f i  в зави-

симости от тока и положения бойка, где 1 1δ h x  . Для решения полевой зада-

чи следует рекомендовать стандартные программы конечно-элементного моде-
лирования FEMM, ELCUT или ANSYS [29–31]. Для решения динамической ча-
сти задачи применялся аппарат структурного моделирования в среде Matlab 
Simulink [32].  

В качестве примера на рис. 3–5 представлены результаты моделирования од-
ного из вариантов модернизированного электромагнитного ударного узла со сво-
бодным выбегом бойка, идентичного по конструкции и размерам ударному узлу 
МС-18/36 [7].  

В качестве исходных данных использовались следующие параметры модели. 
Масса инерционных элементов конструкции ударного узла: 1 0,32 кгm  ; 

2 0,36 кгm  ; 3 3,78 кгm  ; 4 0,5 кгm  . Коэффициенты жесткости и вязкого тре-

ния упругих связей: 3
1 20 10 Н мk   ; 1 8 Н c мb   ; 6

2 2 10 Н мk   ; 2 0b  ; 
3

3 16 10 Н мk   ; 3 45 Н c мb   ; 3
4 6 10 Н мk   ; 4 20 Н c мb   . Силы сухого 

трения скольжения: тр13 4 Нf  ; тр23 10 Нf  ; тр34 5 Нf  . Сила нажатия 

н 350 НF  . 

Материал магнитопровода – электротехническая сталь 1212. Боек выполнен 
цельнометаллическим из конструкционной стали 40ХН. Катушка изготовлена из 
медного проводника диаметром пр 2, 2 ммd   с количеством витков 220w   и 

активным сопротивлением 0,36 Омr  . Питание цепи катушки осуществляется 

от однофазного источника напряжения с действующим значением 36 ВU   по 

однополупериодной схеме выпрямления. 
На рис. 3 показаны расчетная область модели и результаты построения карти-

ны поля линий магнитного потока.  
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Расчет статических параметров ψ( , δ)i  и эм ( , δ)f i  осуществлялся через инте-

гральные характеристики поля в режиме параметров блока по средневзвешенному 
тензору натяжения. Для визуализации процесса расчета статических параметров 
на рис. 4 приведены зависимости ψ( , δ)i  и эм ( , δ)f i , при построении которых 

использовался массив значений (1517), содержащий по 255 опорных точек. 
 

 

Рис. 3 – Результаты построения картины  
поля линий магнитного потока 

Fig. 3 – The results of constructing a picture  
of the field of magnetic flux lines 

При разработке алгоритма расчета средствами MatLab Simulink задание функ-
ции двух аргументов статических параметров модели выполнялось с помощью 
блоков двухмерных таблиц. 

 

 

Рис. 4 – Пример расчета статических параметров:  

а – потокосцепления ψ ( , δ);f i  б – электромагнитного усилия эм ( , δ)f f i  

Fig. 4 – Example of calculating statistical parameters:  

a – flux ψ ( , δ);f i  b – electromagnetic force эм ( , δ)f f i  
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На рис. 5 приведены временные диаграммы процесса включения электромаг-
нитного ударного узла, где приняты следующие обозначения: u  – напряжение на 
катушке; i  – ток в цепи катушки; 1x  – рабочий ход бойка; 1v  – скорость бойка.  

 

 

Рис. 5 – Временные диаграммы процесса включения электромагнитного 
ударного узла 

Fig. 5 – Timing diagrams of the process for electromagnetic impact node 

Диаграммы (рис. 5) отражают переходный процесс ударного узла за время 
двух рабочих циклов, что соответствует по времени четырем периодам напряже-
ния. Далее работа ударного узла осуществляется в квазиустановившемся режиме. 

Результаты моделирования оценивались сравнением расчетных значений по-
казателей, энергии удара – удA , действующего значения тока – I , потребляемой –

1P  и полезной – 2P  мощности, КПД и cosφ  с показателями, полученными на фи-

зической модели (таблица). 

Сравнение результатов моделирования 

Comparison of simulation results 

Значения 
показателя 

, AI  1, ВтP  2, ВтP  уд , ДжA  КПД, % cosφ  

Расчет 20,7 276 113,5 4,54 0,41 0,402 
Эксперимент 21,7 289 116,9 4,68 0,4 0,39 

 
Расхождение расчетных значений с экспериментальными не превышает 

5…8 %, что позволяет сделать вывод об адекватности созданной модели. 
Сравнение расчетных и экспериментальных результатов показывает хорошее 

соответствие количественных значений показателей, что стало возможным только 
при точном учете аналогов механических характеристик модели ударного узла, 
работающего в условиях вязкого трения и трения скольжения. 

Заключение 

Разработана математическая модель динамики однокатушечной синхронной 
электромагнитной машины ударного действия с двухсторонним свободным выбе-
гом бойка, наиболее точно отражающая взаимосвязи в электромеханической  
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системе при возбуждении периодических ударных нагрузок и взаимодействии с 
деформируемой средой. 

Особенностью модели является возможность учета взаимосвязанных электро-
механических процессов с большим набором входных параметров в переходных и 
квазиустановившихся режимах, учитывающих магнитные свойства материалов, 
потоки рассеяния, степень подвижности инерционных масс, свойства упругих 
связей, коэффициента отскока и т. д., сопровождаемых различного рода потерями 
энергии. 

Выполнена верификация математической модели сравнением значений вы-
ходных показателей, полученных с помощью разработанного алгоритма расчета 
методами и средствами структурного моделирования в Matlab Simulink, с резуль-
татами физического эксперимента. Расхождение расчетных значений интеграль-
ных показателей модели для квазиустановившегося режима работы ударного узла 
соответствует погрешности 5…8 %, общепринятой для инженерных расчетов.  

Установлено, что точность при динамических расчетах подобных систем в 
существенной степени определяется точностью воспроизведения аналогов меха-
нических характеристик модели, и в особенности это касается учета процессов, 
связанных с рассеянием энергии в упругих связях и потерями от сухого трения. 

Полученные результаты открывают перспективы для модернизации суще-
ствующих и создания новых математических моделей однокатушечных, двухка-
тушечных и многокатушечных электромагнитных ударных узлов, представляю-
щих в большинстве случаев сложную и многофакторную динамическую систему 
с большим набором связанных переменных.  
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A DYNAMIC MODEL OF THE IMPACT  
SINGLE-INDUCTOR SYNCHRONOUS ELECTROMAGNETIC  

MACHINE WITH TWO-SIDE HEAD RUNNING-OUT 

Neyman L.A., Neyman V.Yu.  
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
Creating an accurate mathematical model of an electromechanical oscillatory system with an 

electromagnetic impact drive is an actual research problem. Such a model most completely re-
flects the electromechanical system state under dynamic impact actions with respect to its interac-
tion with the deformed medium. The research is focused on the electromagnetic impact unit with 
two-side head running out. Such an impact unit consists of a multi-mass oscillatory system with 
spring linkages excited by the inductor periodic magnetic field. The inductor is powered by 50 Hz 
AC voltage through a self-switched half-period rectifier. The developed mathematical model of 
the impact unit dynamic mode provides wide capabilities of the complete electromagnetic and 
electromechanical process analysis in different operation modes. The model takes into account 
magnetic material non-linear properties, leakage fluxes, an inertial mass mobility degree, spring 
linkage properties and friction forces accompanied by a power loss. The proposed mathematical 
model consists of differential equations describing the electrical balance of the motor non-linear 
system and translating inertial mass mechanical interaction. These equations were obtained by the 
Lagrange method. The proposed algorithm for numerical calculations permits using standard 
software packages. 

The example of periodic electromechanical process calculation shows the model capabilities 
of a complete analysis of transient and quasi-stationary processes by the MatLab Simulik struc-
tural modeling tools. The model was verified by comparing calculated values with physical exper-
iment data. 
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В данной работе проведен анализ электромагнитных процессов схем трехфазных трех-

уровневых импедансных инверторов Т-типа и квази-Т-типа с блокирующими диодами в 
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совместной работы импедансного инвертора квази-Т-типа и солнечных батарей. 
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Введение 

В последние годы наблюдается усиленный рост использования возобновляе-
мых источников энергии. Если в 2010 году выработка электрической энергии от 
возобновляемых источников энергии составляла 16,7 % от общего мирового по-
требления электроэнергии, то уже в 2014 она составила около 26,4 %. К концу 
2013 года установленная мощность электрогенерирующих установок на ветроге-
нераторах и солнечных батарей (СБ) достигла 318 ГВт и 139 ГВт соответственно 
[1, 2]. Традиционно для преобразования выработанной электрической энергии от 
СБ используются полупроводниковые инверторы. На данный момент представле-
но большое количество топологий инверторов [3, 4], среди них наиболее распро-
страненными являются двухуровневые инверторы тока и напряжения. Отличи-
тельной особенностью данных схем является то, что они не способны увеличи-
вать уровень выходного напряжения относительно уровня входного напряжения 
более чем в 2 раза. Для того чтобы решить эту проблему, используют промежу-
точные двухзвенные преобразователи энергии. Однако такое решение получается 
более дорогостоящим из-за схемотехнического усложнения, а также экономиче-
ски невыгодным ввиду наличия двухзвенности преобразования энергии. 

Относительно недавно, в 2003 году, были предложены схемы на основе импе-
дансных цепей (ИЦ) [5, 6] и двухуровневых инверторов, те импедансные инвер-
торы, призванные увеличивать коэффициент усиления инверторов. Эти схемы 
выгодно отличались от промежуточных преобразователей тем, что ИЦ работала 
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за счет ключей инвертора и не требовала дополнительной системы управления. 
Еще одним преимуществом таких схем является то, что им не страшен режим ко-
роткого замыкания стоек инвертора, а также то, что схема может работать как в 
понижающем, так и в повышающем режиме. 

В работах [7–12] представлено большое количество схем импедансных инвер-
торов, а в [13] было предложено использовать в ИЦ вместо обычных катушек ин-
дуктивности магнитосвязанные индуктивности. В этой работе продемонстрирова-
но, что это техническое решение позволило уменьшить потери в сердечнике и в 
намотке, а также размер сердечника и число витков катушки, тем самым улучшив 
уже имеющиеся схемы. Затем на основе магнитосвязанных индуктивностей и 
трансформаторов было предложено еще несколько новых схем импедансных ин-
верторов. Примером таких схем может служить импедансный инвертор Т-типа 
представленный в [14, 15]. 

 

 
                                               а                                                                               б 

Рис. 1 – Трехуровневые трехфазные импедансные инверторы Т-типа с блокирующими 
диодами (а); эквивалентная схема магнитосвязанной индуктивности (б) 

Fig. 1 – There level there phase Neutral Point Clamped (NPC) T-source inverters (a);  
equivalent circuit of coupled inductors (b) 

Наряду с имеющимися двухуровневыми импедансными инверторами были 
предложены трехуровневые импедансные инверторы с блокирующими диодами. 
Эти схемы унаследовали преимущества традиционных трехуровневых инверторов 
[16–18], такие как улучшенное качество выходного напряжения, большая номи-
нальная мощность инвертора и уменьшенное рабочее напряжение на силовых 
ключах инвертора. Например, в статьях [19, 20] была представлена, а затем запа-
тентована в [21] схема трехуровневого импедансного инвертора Т-типа с блоки-
рующими диодами (рис. 1, а). В дополнение была представлена схема импеданс-
ного инвертора квази-Т-типа (рис. 1, а). Основным отличием данных топологий 
является наличие у импедансного инвертора квази-Т-типа дополнительных кон-
денсаторов С12 и С22 (рис. 1, а, отмечены серым цветом), которые обеспечивают 
потребление из источника непрерывного входного тока. В представленных рабо-
тах производилось описание схем и режимов их работы. Однако не было описано 
методики, посвященной практическим рекомендациям по выбору компонентов 
для таких схем. Также не проводился сравнительный анализ схем импедансного 
инвертора Т-типа и квази-Т-типа с точки зрения параметров их пассивных компо-
нентов. Учитывая свойства инверторов Т-типа, а также известные свойства СБ, 
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вышеобозначенный тип импедансных инверторов может быть широко использо-
ван в схемах генерирования электрической энергии на базе СБ. В этой связи воз-
никает необходимость их детального анализа для выявления их функциональных 
характеристик. 

1. Анализ установившегося режима работы инвертора 

Проведем анализ электромагнитных процессов в установившемся режиме. В 
расчетах будут использованы следующие условные обозначения: u(t) = u – мгно-

венное значение переменной; ср
ТU  – среднее значение переменной за период вре-

мени Т; U – амплитудное значение переменной. Для дальнейшего анализа примем 
так же, что импедансные цепи симметричны и С11 = С21, С12 = С22, L11 = L21,  
L12 = L22. На рис. 2, а–г показаны эквивалентные схемы двух состояний стоек ин-
верторов: активное состояние и состояние короткого замыкания (КЗ). В активном 
состоянии ключи инвертора работают как у обычного трехуровневого инвертора. 
В состоянии КЗ все ключи инвертора открываются, создается короткое замыкание 
стоек инвертора. Магнитосвязанная индуктивность [22,23] для расчетов заменя-
лась на идеальный трансформатор и индуктивность намагничивания, как показано 
на рис. 1, б, где n – это коэффициент трансформации. Временные интервалы, ис-
пользуемые на рис. 2, д, обозначают следующее: TКЗ – временной интервал состо-
яния КЗ; Ta – временной интервал активного состояния; T – период коммутации. 

 

а б 

в г д  
Рис. 2 – Эквивалентные схемы инвертора Т-типа: активное состояние (a); состояние ко-
роткого замыкания стоек (б). Эквивалентные схемы инвертора квази-Т-типа: активное со-
стояние (в); состояние короткого замыкания стоек (г). Идеализированные временные диа-
граммы установившегося режима работы трехуровневых импедансных инверторов (д) 

Fig.  2 – T-source inverterequivalent circuits: active state (a); shoot-through state (b). Quasi-T-
source inverter equivalent circuits: active state (c); shoot-through state (d). Idealized time dia-

grams of the 3L T-source inverters (e) 
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Напряжение на конденсаторе 11CU , амплитудное значение напряжения в звене 

постоянного тока dcU  и коэффициент усиления В определяются из условия ба-

ланса напряжений на индуктивностях: 

 вх
11

(1 )
,

2 1 ( 1)
S

C
TU D

U D
n D T


 

 
, (1) 

 вх 1 2
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1 ( 1)dc dc dcU U U U
n D
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U n D
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Уравнения (1)–(3) справедливы для обеих схем. Напряжение на конденсаторе 

12CU  определяется подобным образом: 

 вх
12 2 1 ( 1)C

U nD
U

n D


 
. (4) 

2. Расчет параметров импедансного инвертора Т-типа 

Временные диаграммы токов и напряжений пассивных компонентов схемы на 
рис. 2, д приведены для того, чтобы уточнить принцип работы инвертора. На ри-
сунке видно, что высокая частота ШИМ становится причиной появления высоко-
частотных пульсаций. Очевидно, что значения пассивных компонентов можно 
рассчитать, определив уровень высокочастотных пульсаций токов и напряжений. 
Для этого необходимо оценить средние значения токов и напряжений, а также 
размах их пульсации. Предполагая, что схема работает без потерь, можно утвер-
ждать, что средние значения входной и выходной мощностей равны 

 вх ср ср
Т Т

dcP P P  . (5) 

Из уравнения (5) определяем средние значения входного тока  вх ср
ТI и тока 

 ср
Ta
dcI : 

 вх cp cp
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Для интервала КЗ КЗ( )T  (см. рис. 2, б) можно записать следующее выражение: 

 КЗ КЗ11
11 11 срср11

Т ТM
M С

di
L U nULdt

  . (8) 

Запишем уравнение для токов импедансного инвертора Т-типа на интервале Ta 
(см. рис. 2, а): 

 вх 11
dc

M
i

i i
n

  . (9) 
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Используя уравнения (5) и (9), получаем 

 вх 11 вх
1 1

.

a

dc
M dc

Ta

i
U i dt i U B dt

T n T
T

     
     (10) 

Тогда можно выразить среднее значение тока индуктивности намагничивания 
в активном состоянии ( )aT : 

 срср

1
11

a aT T
dcI I BM n

   
 

. (11) 

Запишем условие для режима предельно непрерывного тока: 

 КЗ11
11ср2

ТM
M

I
I


 . (12) 

Поскольку ток в индуктивности будет непрерывным, можно записать, что 
КЗ

ср11 11ср
aT T

M MI I  и, используя (8), (11) и (12), окончательное выражение для ин-

дуктивности 11ML  записать как 

 
 

2 2
вх

11
(1 )

4 (1 ) 1 ( 1)M
n U DT D

L
P n n D




  
. (13) 

Рассчитанное по формуле (13) значение будет соответствовать минимальному 
допустимому значению индуктивности для нормальной работы схемы. Для 
уменьшения пульсаций тока величина индуктивности должна быть увеличена. 

Для определение емкости, необходимо определить пульсации тока конденсато-
ра. Ток, протекающий через конденсатор 11C  на протяжении aT , определяется как: 

 11
1111ср

aT C
C

du
I C

dt
 , (14) 

Пульсации напряжения на конденсаторе C11 можно определить, как 

 11 1 ср11
aT

CU k UC   , (15) 

где 1k  – коэффициент пульсации напряжения конденсатора 11C . 

Ток конденсатора C11 в течение активного интервала ( )aT  выражается как  

 вхср11ср ср .а ааТ ТТ
C dcI I I   (16) 

Наконец, из (1), (7), (14), (15) и (16) может быть получено выражение величи-
ны емкости конденсатора С11: 

 
 

11 2
1 вх

2 1 ( 1) ( 1)

(1 )

PTD n D n
C

k U D

  



.  (17) 

3. Расчет параметров импедансного инвертора квази-Т-типа 

Для оценки величины пассивных компонентов импедансного инвертора квази-
Т-типа также был проведен анализ установившегося режима работы инвертора. 
Единственное отличие заключалось в том, что в импедансном инверторе квази- 
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Т-типа обеспечивается работа в режиме непрерывного входного тока наряду с 
обеспечением режима непрерывного тока индуктивности намагничивания. 

Следующие уравнения определяют напряжение и ток индуктивности намаг-
ничивания на интервале КЗ КЗ( )T  для импедансного инвертора квази-Т-типа  

(см. рис. 2, г): 

 кз кз11
11 11ср 11ср

Т ТM
M L С

di
L U n U

dt
   , (18) 

 
кз кз

кз 12ср 11ср
11ср

Т Т
C CТ

М

I I
I

n


 . (19) 

Уравнения для активного состояния ( )aT  аналогичны (см. рис. 2, в): 

 
ср

11ср 12ср 11срср

a
a a a a

Т
dcТ Т Т Т

M C Cdc

I
I I I I

n
    , (20) 

 кз
ср ср
aТ Т

a SC CI T I T  , (21) 

где ср
aТ

CI  – средний ток конденсатора на интервале активного состояния; кз
ср

Т
CI  – 

средний ток конденсатора на интервале КЗ. 
Принимая во внимание то, что ток индуктивности намагничивания непрерыв-

ный  зк
11ср 11ср

aT T
М МI I  и используя (7), (18), (19), (20), и (21), средний ток индук-

тивности намагничивания выражается как 

 КЗ
ср

вх

1
11

Т P n
IM U n

   
 

. (22) 

Наконец, используя (1), (12), (18), и (22), можно записать выражение для вы-
бора величины индуктивности намагничивания 11ML : 

 
 

2 2
вх

11
(1 )

4 (1 ) 1 ( 1)M
n U D T D

L
P n n D

    


     
. (23) 

Можно заметить, что выражение (23) для импедансного инвертора квази-Т-
типа совпадает с выражением (13) для инвертора Т-типа. 

Для того чтобы определить величину емкостей конденсаторов, необходимо 
определить уровень пульсации напряжения на этих конденсаторах. Ток в конден-
саторе на интервале aT  определяется, как в (14). Пульсации напряжения на кон-

денсаторе 11C  можно найти из (15). 

Среднее значение входного тока  вх ср
TI  определяется как 

 вх ср вх
ТI P U . (24) 

Среднее значение тока  ср
aT

dc dci I  инвертора квази-Т-типа то же, что и у ин-

вертора Т-типа и находится из выражения (7). 
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Следующие выражения справедливы для активного интервала ( )aT  работы 
импедансного инвертора квази-Т-типа (рис. 2, в): 

 вх ср11ср ср
а ааТ ТТ

C dcI I I  , (25) 

 
11ср

вх (1 )
аТ

C
P D n

I
U D





. (26) 

Из (1), (18), (19) и (26) емкость С11 можно выразить как 

 

 
11

1 вх

2 1 ( 1)
2 (1 )

P D n T n D
C

k U D

       


  
. (27) 

Находим емкость конденсатора 12C . Выражение, определяющее условие не-
прерывности входного тока, 

 КЗ
вх ср вх ср
Т ТI I , (28) 

необходимо также учитывать следующее условие: 

 11
12

C
C

n
 . (29) 

Это выражение может быть подкреплено нижеследующим, принимая во вни-
мание, что в любой момент времени: 

 вх 11 12C CU u u  , (30) 

 
11 12

11 12

1 1
C Ci i

C C
 . (31) 

Ток конденсатора на протяжении КЗ состояния ( )ST  инвертора квази-Т-типа 
может быть получен из рис. 2, г и будет следующим: 

 КЗ 12
1212ср

Т C
C

du
I C

dt
 . (32) 

Пульсация напряжения на конденсаторе 12C  определяется как 

 КЗ
12 2 12ср

Т
C Cu k U   , (33) 

где 2k  – коэффициент пульсации напряжения на конденсаторе 12C . Принимая во 
внимание то, что соблюдается условие для получения непрерывного входного 
тока, может быть получено следующее выражение: 

 КЗ КЗ
вх ср вх ср12ср

вх

Т Т Т
C

P
I I I

U
   . (34) 

Поскольку величина емкости C12 определяется из выражения (31), с учетом 
(4), (32), (33) и (34) можно вывести окончательное выражение для оценки коэф-
фициента пульсации напряжения 12Cu : 

 
 

2 2
12 вх

2 1 ( 1)P T n D
k

C U n

     


 
. (35) 
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4. Обобщение полученных результатов 

Результаты проведенного расчета (формулы (13), (17), (23), (29) и (35)) можно 
свести в табл. 1. В этой таблице приведены основные полученные формулы для 
выбора компонентов обеих схем. Также из табл. 1 можно сделать вывод о том, что 
сумма емкостей конденсаторов 11C  и 12C  схемы квази-Т-типа равна емкости 

конденсатора 11C  схемы Т-типа. Таким образом, несмотря на большее количество 

конденсаторов во второй схеме, размер ее пассивных компонентов равен размеру 
пассивных компонентов схемы импедансного инвертора Т-типа. Из формул для 
расчета емкостей конденсаторов можно заметить, что величина емкости увеличи-
вается с увеличением длительности интервала КЗ. Это значит, что усилительный 
режим работы схемы требует большой емкости конденсатора, тогда как в пони-
жающем режиме работы можно обойтись без конденсатора. 

                                                                                                                     Таблица 1 / Table 1 

Правила выбора компонентов схем Т-импедансных инверторов 

Components design guidelines of T-source inverters 

Импедансный инвертор Т-типа Импедансный инвертор квази-Т-типа 

Индуктивность намагничивания LM11 

 
2 2

11
(1 )

4 (1 ) 1 ( 1)
IN

M
n U DT D

L
P n n D




  
 

Емкость конденсатора C11 

 
11 2

1 вх

2 1 ( 1)
( 1)

(1 )

PTD n D
C n

k U D

 
 


 

Емкость конденсатора C11 

 
11 2

1 вх

2 1 ( 1)

(1 )

PDT n D
C n

k U D

 



 

 

Емкость конденсатораC12 

 
12 2

1 вх

2 1 ( 1)

(1 )

PDT n D
C

k U D

 



 

Коэффициент пульсации uC12 

 
2 2

12 вх

2 1 ( 1)PT n D
k

C U n

  
  

5. Результаты моделирования 

Моделирование преобразователей проводилось в программе PSIM. Параметры 
моделирования, определенные в соответствии с выражениями, полученными в 
разделах 3–4, приведены в табл. 2. Результаты моделирования показаны на рис. 3. 
Предполагалось, что магнитосвязанные катушки не имеют индуктивности рассея-
ния и были приняты во внимание только потери проводимости. 

Расчеты были проведены при условии непрерывного входного тока и тока ин-
дуктивности намагничивания LM11 с уровнем высокочастотных пульсаций 80 %. 
Емкости C11 и C21 были выбраны так, чтобы обеспечить коэффициент пульсации 
напряжения k1 на уровне около 1 % и непрерывный входной ток. 

В качестве алгоритма управления применялся алгоритм постоянного усиления 
(D = const). Полученные диаграммы токов и напряжений импедансного инвертора 
Т-типа показаны на рис. 3, а и в; аналогичные результаты для импедансного ин-
вертора квази-Т-типа показаны на рис. 3, б и г. Величина выходных индуктивных 
фильтров Lфa, Lфb, Lфc приведена в табл. 2. Коэффициент гармоник выходного тока 
составил 3,5 %. Ток индуктивности намагничивания iLM11 и входной ток iвх содер-
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жат низкочастотную и высокочастотную пульсации. Низкочастотная пульсация 
имеет частоту в три раза большую частоты модулирующего сигнала, а высокоча-
стотная пульсация имеет частоту ШИМ. Рис. 3, г показывает, что входной ток 
квази-Т-импедансного инвертора является непрерывным в отличие от Т-импе-
дансного инвертора (рис. 3, в). 

 

                      а                                             б                                                г 

в

 
Рис. 3 – Результаты моделирования (сверху вниз), f = 50 Гц; инвертор Т-типа (а): вы-
ходное напряжение, напряжение звена постоянного тока, напряжение на конденсаторе 
C11, входное напряжение, входной ток, ток в индуктивности намагничивания; инвертор 
квази-Т-типа (б): выходное напряжение, напряжение звена постоянного тока, напря-
жение на конденсаторе C11, напряжение на конденсаторе C12, входное напряжение, 
входной ток, ток в индуктивности намагничивания; f = 50 кГц; инвертор Т-типа (в): 
напряжение на конденсаторе C11, ток в индуктивности намагничивания, входной ток; 
инвертор квази-Т-типа (г): напряжение на конденсаторе C12, напряжение на конденса- 
                       торе C11, ток в индуктивности намагничивания, входной ток 

Fig.  3 – Modulationresults (Top to Bottom), f = 50 Hz; T-source inverter (a): output voltage, 
dc-link voltage, capacitor C11 voltage, input voltage, input current, magnetizing inductor cur-
rent; quasi-T-source inverter (b): output voltage, dc-link voltage, capacitor C11 voltage, ca-
pacitor C12 voltage, input voltage, input current, magnetizing inductor current;  
f = 50 KHz: T-source inverter (c): capacitor C11 voltage, magnetizing inductor current, input 
current; quasi-T-source inverter (d): capacitor C12 voltage, capacitor C11 voltage, magneti- 
                                                zing inductor current, input current 

Таблица 2 / Table 2 

Компоненты и параметры трехфазных трехуровневых импедансных инверторов  
Т-типа 

Components and parameters for three-phase three-levelT-source inverters 

Схема T-тип Квази-Т-тип 
Uвых – действующее значение выходного напряжения Три фазы 230 В 

D – длительность интервала КЗ 0,2 
n – коэффициент трансформации 2 

Uвх – входное напряжение 325 В 
P – выходная мощность 1000 Вт 
T – период коммутации 20 мкс 
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О к о н ч а н и е  т а б л. 2 

Схема T-тип Квази-Т-тип 
M – модуляция 0,8 

k1 – коэффициент пульсации напряжения С11 1,3 % 1,3 % 
k2 – коэффициент пульсации напряжения С12 --------- 2,5 % 

k3 – коэффициент пульсации тока LM11 82 % 82 % 
C11 – емкость 11,4 мкФ 7,6 мкФ 
C12 – емкость --------- 3,8 мкФ 

LM11 – индуктивность намагничивания 563,4 мкФ 563,4 мкФ 
Lфa, Lфb, Lфc – индуктивность выходных фильтров 3 мГн 

Заключение 

Данная статья содержит сравнительный анализ двух топологий: схем трех-
уровневого импедансного инвертора с блокирующими диодами Т-типа и квази- 
Т-типа. В результате проведенного анализа было показано, что импедансный ин-
вертор квази-Т-типа имеет лучшие характеристики, благодаря тому, что данная 
схема может потреблять от источника питания непрерывный входной ток, что 
позволяет повысить ресурс эксплуатации СБ. Недостатком этой схемы является 
то, что в ней используется в два раза большее количество конденсаторов, что в 
свою очередь может уменьшить надежность схемы. Однако суммарная емкость 
конденсаторов схемы квази-Т-типа будет такой же, как у схемы Т-типа. Также 
одинаковой оказалась величина индуктивности обеих схем. Кроме того, в резуль-
тате проведенного анализа получены рекомендации по выбору пассивных компо-
нентов схем. Эти результаты могут быть использованы при инженерном проекти-
ровании импедансных инверторов Т-типа и квази-Т-типа. 
 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Yan H., Zhou Z., Lu H. Photovoltaic industry and market investigation // 2009 International 
Conference on Sustainable Power Generation and Supply. – Nanjing, China: IEEE, 2009. – 
P. 1–4. 

2. Renewables 2014 global status report / J.L. Savin, research direction. – Paris: REN21 Secre-
tariat, 2014. 

3. Зиновьев Г.С. Основы силовой электроники. – Новосибирск: Изд-во НГТУ, 2003. 
4. Rashid M.H. Power electronics handbook: devices, circuits and applications. – Burlington, 

MA: Academic Press, 2010. 
5. Peng F.Z. Z-source inverter // IEEE Transactions on Industry Applications. – 2003. – 

Vol. 39, iss. 2. – P. 504–510. 
6. Anderson J., Peng F.Z. Four quasi-Z-source inverters // PESC 08: 39th IEEE Annual Power 

Electronics Specialists Conference, Rhodes, Greece, 15–19 June 2008: proceedings. – Pisca-
taway, NJ: IEEE, 2008. – P. 2743–2749. 

7. Impedance-source networks for electric power conversion. Pt. 1. A topological review / 
Y.P. Siwakoti, F.Z. Peng, F. Blaabjerg, P.C. Loh, G.E. Town // IEEE Transactions on Power 
Electronics. – 2015. – Vol. 30, iss. 2. – P. 699–716. 

8. Single phase three-level neutral-point-clamped quasi-Z-source inverter / O. Husev, 
C. Roncero-Clemente, E. Romero-Cadaval, D. Vinnikov, S. Stepenko // IET Power Electro-
nics. – 2015. – Vol. 8, iss. 1. – P. 1–10. 

9. Three-level Z-source inverters using a single LC impedance network / P.C. Loh, S.W. Lim, 
F. Gao, F. Blaabjerg // IEEE Transactions on Power Electronics. – 2007. – Vol. 22, iss. 2. – 
P. 706–711. 

10. New type LCCT-Z-source inverters / M. Adamowicz, R. Strzelecki, F.Z. Peng, J. Guzinski, 
H. Abu-Rub // Proceedings of the 2011 14th European Conference on Power Electronics and 
Applications (EPE 2011), 30 Aug. – 01 Sept. 2011, Birmingham, UK. – Piscataway, NJ: 
IEEE, 2011. – P. 1–10. 



СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ТРЕХФАЗНЫХ… 125 

 

11. Patent Application P386084 PL. The buck-boost inverter circuit especially designed for sin-
gle-stage power conversion / R. Strzelecki, M. Adamowicz, B. Balkowski, N. Strzelecka. – 
2008. 

12. Shults T.E., Husev O.O., Zakis J.G. Overview of impedance source networks for voltage 
source inverters // 16th International Conference of Young Specialists on Mi-
cro/Nanotechnologies and Electron Devices (EDM 2015), Erlagol, Altai, Russia 29 June –  
3 July 2015. – Novosibirsk, 2015. – P. 514–520. 

13. Zakis J., Vinnikov D., Bisenieks L. Some design considerations for coupled inductors for 
integrated buck-boost converters // 2011 International Conference on Power Engineering, 
Energy and Electrical Drives (POWERENG). – Piscataway, NJ: IEEE, 2011. – P. 1–6. 

14. New type T-source inverter / R. Strzelecki, M. Adamowicz, N. Strzelecka, W. Bury // 2009 
Compatibility and Power Electronics. – Piscataway, NJ: IEEE, 2009. – P. 191–195. 

15. Trans-Z-source and Γ-Z-source neutral-point-clamped inverters / W. Mo, P.C. Loh, 
F. Blaabjerg, P. Wang // IET Power Electronics. – 2015. – Vol. 8, iss. 3. – P. 371–377. 

16. Nordvall A. Multilevel inverter topology survey: MS thesis / Chalmers University of Tech-
nology. – Göteborg, Sweden, 2011. 

17. Recent advances and industrial applications of multilevel converters / S. Kouro, 
M. Malinowski, K. Gopakumar, J. Pou // IEEE Transactions on Industrial Electronics. – 
2010. – Vol. 57, iss. 8. – P. 2553–2580. 

18. Rodriguez J., Lai J.S., Peng F.Z. Multilevel inverters: a survey of topologies, controls, and 
applications // IEEE Transactions on Industrial Electronics. – 2002. – Vol. 49, iss. 4. – 
P. 724–738. 

19. Qian W., Peng F.Z., Cha H. Trans-Z-source inverters // IEEE Transactions on Power Elec-
tronics. – 2011. – Vol. 26, iss. 12. – P. 3453–3463. 

20. Patent Application P386085 PL. Multi-level inverter circuit especially for voltage boost / 
R. Strzelecki, M. Adamowicz, B. Balkowski, N. Strzelecka. – 2010. 

21. Trans-Z-source-like inverter with built-in dc current blocking capacitors / M. Adamowicz, 
J. Guzinski, D. Vinnikov, N. Strzelecka // 2011 7th International Conference-Workshop 
Compatibility and Power Electronics (CPE). – Piscataway, NJ: IEEE, 2011. – P. 137–143. 

22. Witulski A.F. Introduction to modeling of transformers and coupled inductors // IEEE 
Transactions on Power Electronics. – 1995. – Vol. 10, vol. 3. – P. 349–357. 

23. Valchev V.C., Bossche A. van den. Inductors and transformers for power electronics. – 
Boca Raton: CRC press, 2005. 

COMPARATIVE ANALYSIS OF THREE-PHASE THREE-LEVEL  
T- SOURCE INVERTERS 

Shults T.E.1, Gusev O.O.2  
1Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

2Chernihiv National University of Technology, Chernihiv, Ukraine 
 

This paper presents a steady state analysis of the three-level three-phase T-source Neutral-
Point-Clamped inverter and quasi-T-source Neutral-Point-Clamped inverter topologies. This sort 
of inverters is used for solar photovoltaic power generation. They can work in bucking and boos-
ting modes and do not suffer from short circuits. Guidelines for component design of recently 
proposed topologies are proposed. T-source inverter and quasi-T-source inverter are described 
and compared. A comparative analysis shows that the quasi-T-source inverter has the same pa-
rameters of passive components as the T-source inverter, though their number is bigger. The out-
put voltage quality along with the boost performance is identical. However, the quasi-T-source 
inverter consumes a continuous input current. 
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