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Расчет регулятора для многоканального объекта  
с нестационарными параметрами, содержащего 
звенья запаздывания* 
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Нестационарными линейными системами или линейными системами с переменными па-

раметрами называют системы, которые описываются линейными дифференциальными уравне-
ниями с переменными коэффициентами. Рассмотрение задач синтеза регулятора для таких си-
стем может быть продиктовано необходимостью удовлетворения некоторого запаса устойчиво-
сти системы автоматического управления к незначительным возмущениям как со стороны дат-
чиков, считывающих состояние системы, так и со стороны изменения параметров самого объ-
екта с течением времени. Кроме того, реальный объект управления по сравнению с его матема-
тической моделью довольно часто содержит некоторые неопределенности, которые не должны 
существенно повлиять на качество управления.  

Настоящая работа посвящена рассмотрению примера синтеза многоканального регуля-
тора, который обеспечивал бы хорошее качество управления (запас устойчивости), если объект 
управления содержит некоторые неопределенности или его математическая модель неизвестна 
с точностью до определенных параметров. Кроме того, задача управления усложнена звеном 
запаздывания в структуре объекта (то есть существует некоторый промежуток времени отсут-
ствия реакции со стороны объекта регулирования на управляющее воздействие).  

В качестве метода синтеза регулятора выбран модифицированный алгоритм полиноми-
ального матричного разложения матричной передаточной функции системы с учетом сохране-
ний полюсов звена запаздывания. Для наглядности демонстрации работы алгоритма взята ли-
нейная модель неустойчивого объекта управления с многоканальной структурой, состоящая из 
двух входных и двух выходных каналов. Описание объекта используется в виде матричной пе-
редаточной функции, которая показывает взаимодействие в многоканальной системе управле-
ния и взаимосвязь между каналами. Модель объекта содержит перекрестные связи, представля-
ющие себой прямые связи «вход – выход». Звенья запаздывания присутствуют во всех каналах 
и аппроксимированы с помощью ряда Паде с ограниченным числом членов. Нестационарные 
параметры объекта получены благодаря мультипликативной помехе, смоделированной в пакете 
Simulink Matlab.  

                                                      
* Статья получена 16 июня 2021 г. 



8 А.А. ВОЕВОДА, В.И. ШИПАГИН 

Необходимо добиться определенных показателей качества выходного векторного про-
цесса при управлении двумя входными воздействиями. Для обеспечения устойчивого переход-
ного процесса от системы потребуем сохранения полюсов звена запаздывания. Затем регулятор, 
рассчитанный для системы со звеном задержки в виде ряда Паде, используем для системы  
с «идеальным» запаздыванием.  

Ключевые слова: параметрическая система, нестационарная система, система с перемен-
ными параметрами, многоканальная система, звено запаздывания, полиномиальный метод син-
теза регулятора, система автоматического управления, робастное управление 

ВВЕДЕНИЕ 

В связи со сложностью современных технических систем для обеспече-
ния заданного уровня регулирования несколькими выходными величинами в 
них модели технических систем в некоторых случаях представляются в мно-
гоканальном виде. При этом в некоторых случаях только многоканальные ре-
гуляторы могут обеспечить необходимые качественные характеристики регу-
лирования для многоканального объекта. Вычисление параметров многока-
нального регулятора – нетривиальная задача, и ее решению посвящено боль-
шое количество работ [1–5].  

В настоящей работе рассмотрена задача синтеза системы автоматиче-
ского управления (САУ) с использованием метода полиномиального мат-
ричного разложения системы (polynomial matrix fraction decomposition 
method – метод PMFD). В отличие от предыдущих работ по синтезу много-
канальных регуляторов методом PMFD [1, 8–10], в данном случае рассмат-
ривается система, содержащая в своей структуре также звенья запаздыва-
ния. И, с другой стороны, в работах по синтезу регулятора методом PMFD 
для систем с запаздыванием рассматриваются только одноканальные си-
стемы [11, 12]. Актуальность выбранной темы обусловлена тем, что в ре-
альных технических многоканальных системах учет звеньев запаздывания 
и неопределенностей бывает необходим, так как это отразится на динамике 
переходных процессов [13–16].  

Полученная САУ проверяется на робастность1. При этом наличие неопре-
деленностей может быть связано как с невозможностью точного описания объ-
екта, так и с изменением его свойств вследствие влияния неизмеряемых пара-
метров окружающей среды. Неопределенности могут принимать любые 
формы, однако наиболее существенными являются шумы, нелинейности и не-
точности в знании передаточной функции (ПФ) объекта управления [6, 7].  
В данной работе осознанно взят случай повышенной сложности для расчета 
регулятора аналитическим путем для систем с таким типом неопределенно-
стей. В дальнейших работах будет опубликованы результаты повышения диа-
пазона робастной устойчивости для данного примера с помощью САУ, содер-
жащего нейрорегулятор.  

                                                      
1 В ТАУ [2, с. 172] робастной системой обычно называют такую систему, у которой при 

малом изменении ее параметров свойство системы качественно не меняется, однако в данной 
статье для удобства изложения будем иметь ввиду сохранение выходных переменных системы 
в заданных допустимых пределах несмотря на наличие нестационарных неопределённостей в 
структуре объекта управления. 
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Предлагается решать проблему синтеза регулятора для многоканальной 
системы с запаздыванием в канале управления с помощью метода PMFD, опи-
санного в [8, 9] (в частности, его модификации, описанной в [12]). Данный ал-
горитм позволяет добиваться необходимой динамики переходных процессов 
системы путем сохранения полюсов и нулей ПФ звена задержки. При этом ма-
тематическая модель звена запаздывания будет реализована аппроксимацией 
звена задержки рядом Паде с ограниченным числом членов (далее – рядом 
Паде)2. Далее сымитируем «неполноту знаний об аналитической структуре 
уравнений объекта управления», для этого внедрим в его структуру непара-
метрические мультипликативные неопределенности, изменяющиеся во вре-
мени3. Применим полученный регулятор для такой системы и выясним гра-
ницы устойчивости к возмущениям. 

В настоящей статье работа алгоритма демонстрируется на линейной мо-
дели объекта с числом входов, равным числу выходов. Особенностью рассмат-
риваемого в настоящей работе примера является наличие перекрестных связей 
внутри объекта и безынерционная связь между некоторыми входами и выхо-
дами).  

Статья состоит из трех разделов. В первом разделе описывается выбран-
ный многоканальный объект в виде ПФ, а затем и в виде левого полиномиаль-
ного матричного разложения. Приводится аппроксимированное рядом Паде 
звено задержки. Определяется постановка задачи синтеза системы регулиро-
вания для многоканальной системы с задержкой. Выполняется одно из усло-
вий, необходимых для синтеза многоканального регулятора, – приведение мат-
риц «числителя» и «знаменателя» ПФ объекта к взаимно простому виду. Де-
монстрируется процедура перехода от левого полиномиального разложения к 
взаимно простому правому. 

Во втором разделе статьи приводится ПФ и характеристическая матрица 
замкнутой системы (ХМЗС), определяется порядок регулятора, выбираются 
корни диагональных элементов желаемой ХМЗС. После приравнивания 
ХМЗС к желаемой составляется система уравнений. С помощью модифици-
рованного метода PMFD понижается порядок полученной системы уравне-
ний и «числителя» ПФ регулятора, а значит, уменьшается количество неиз-
вестных параметров ПФ регулятора. Приводятся матричные ПФ полученных 
регуляторов. 

Третий раздел статьи посвящен демонстрации полученных результатов 
работы многоканальной САУ. При этом вместо звеньев запаздывания, ап-
проксимированных рядом Паде, используются идеальные задержки. Затем 

                                                      
2 Здесь и в дальнейшем под рядом Паде понимается ряд с ограниченным числом членов, 

представленный в работе: Лапето А. В. Особенности формирования проматриц и синтеза регу-
ляторов для систем с запаздыванием / А. В. Лапето // Труды БГТУ. Минск: БГТУ, 2012.  
№ 6 (153). 2012. С. 122–126.  

3 Сведения о моделировании непараметрических нестационарных неопределенностей 
взяты из работы: Целигоров Н. А. Математические модели неопределенностей систем управле-
ния и методы, используемые для их исследования / Н. А. Целигоров, Е. Н. Целигорова, Г. М. Ма-
фура // ИВД. 2012. № 4-2. 
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в систему вводится динамический мультипликативный шум, имитирующий 
неопределенности в объекте управления и нестационарность параметров 
объекта. Выясняются границы устойчивости полученной САУ. В качестве 
программного обеспечения, реализующего моделирование объекта и блока 
регулирования, была выбрана программа Matlab с пакетом расширения 
Simulink. Приведены переходные процессы выхода систем с идеальным за-
паздыванием, содержащих стационарные и нестационарные параметры. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Многоканальный объект выбран с учетом удобства демонстрации рас-
четов синтеза САУ с помощью метода PMFD. Подобный пример рассматри-
вался в работе [10] с той разницей, что в данном случае в многоканальный 
объект включены звенья запаздывания, аппроксимированные рядом Паде. 
Это значительно усложняет задачу синтеза регулятора.  

1.1. ОПИСАНИЕ ОБЪЕКТА РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Рассмотрим иллюстрированный пример правильного, но не строго пра-

вильного неустойчивого объекта с числом выходов  1 2( ) ( ), ( ) ,Ty s y s y s  

равным числу входов  1 2( ) ( ), ( ) .Tu s u s u s  Объект содержит перекрестные 
связи, как показано на рис. 1. 

 
 

 

Рис. 1. Структурная схема объекта 

Fig. 1. Block diagram of the object 
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Описание объекта со звеном запаздывания в матричном виде можно пред-
ставить в виде матричной ПФ: 

 1 1

2 2

4 1
( ) ( )( 1)( 4)
( ) ( )41

( 2)( 4)

s
y s u ss s s
y s u ss

s s s
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. (1) 

Здесь в качестве звена запаздывания используем звено, полученное аппрокси-
мацией рядом Паде по формуле4 
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где n – порядок аппроксимации (влияет на качество полученной системы авто-
матического регулирования);   – время задержки; s – оператор Лапласа. Тогда 
звено запаздывания (при времени запаздывания 0,5 с  ), полученное ап-
проксимацией рядом Паде 1-го порядка, можно выразить следующей форму-
лой:  

 4( )
4delay
sW s

s





. (2) 

Умножим (1) на наименьшее общее кратное слева: 
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 (3) 

и получим матричные ПФ левого полиномиального разложения объекта (1): 

1( ) ( )plant l lW D s N s , 

                                                      
4 Данная формула приведена в работе: Лапето А. В. Особенности формирования промат-

риц и синтеза регуляторов для систем с запаздыванием / А. В. Лапето // Труды БГТУ. Минск: 
БГТУ, 2012. № 6 (153). 2012. С. 122–126. 
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где 2 2( ),  ( ) [ ]l lN s D s R s   – «числитель» и «знаменатель» ПФ объекта, при 

этом здесь и далее [ ]n mR s   – обозначение множества полиномиальных матриц 
размером n × m с вещественными коэффициентами (n – число строк, m – число 
столбцов). В качестве цели регулирования обозначим следующее: с помощью 
блока регулирования необходимо добиться заданного расположения полюсов 
замкнутой системы и астатизма по выходам 1 2( ),  ( )y s y s . Как было показано  
в [8], для гарантированного существования решения при синтезе регуляторов 
предпочтительна работа с взаимно простыми матрицами ПФ объекта. 

1.2. ПРОВЕРКА ВЗАИМНОЙ ПРОСТОТЫ МАТРИЦ  
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ  
ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ ОБЪЕКТА 

Взаимная простота матриц «числителя» и «знаменателя» объекта необхо-
дима для исключения сокращаемых корней системы, лежащих в правой  
(замкнутой) полуплоскости. Наличие таких корней приводит к появлению 
внутренней неустойчивости системы даже при достаточно малых изменениях 
параметров объекта. Для проверки взаимной простоты матриц воспользуемся 
алгоритмом, приведенным в [17].  

Выпишем блочную матрицу  l lM D N : 

( 1)( 4) 0 4 ( 1)( 4)
0 ( 2)( 4) ( 2)( 4) 4

s s s s s s s
s s s s s s s

     
      

.  (4) 

Затем посредством элементарных строчных операций приведем ее к нижне-
треугольному виду. Это соответствует умножению матрицы М справа на не-
которую унимодальную матрицу W: 

   0l r
l l

l r

V N
MW D N L

U D
 

  
 

, 

где rN , rD  – взаимно простые матрицы правого полиномиального разложе-
ния объекта: 

4 ( 2)( 4)
( 1)( 4) 4r

s s s s
N

s s s s
   

     
;   

( 1)( 4) 0
0 ( 2)( 4)r

s s s
D

s s s
  

    
. (5) 

Передаточная функция правого полиномиального разложения будет вы-
глядеть следующим образом:  

 1( ) ( )ob r rW N s D s .  (6)  
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Для удобства расчета представим запись (5) в полиномиальном виде с ко-
эффициентами полинома в виде матриц: 

 1 0rN N s N  ; 1 0rD D s D  , (7) 

где 2 2
1 0 1 0, , ,D D N N R  . Кроме этого, был получен наибольший общий ле-

вый делитель 

96 0
0 64

L  
  
 

. 

Как видно, матрица L унимодулярная, а значит, левое полиномиальное 
разложение ПФ объекта (3) взаимно простое. Переход к правому взаимно про-
стому разложению был необходим для решения задачи синтеза регулятора  
в случае многоканального объекта с запаздыванием. Взаимная простота мат-
риц «числителя» и «знаменателя» ПФ объекта необходима для исключения со-
кращения общих корней матриц, которые могут привести к внутренней не-
устойчивости системы.  

2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА 

Прежде чем начать процедуру синтеза блока регулирования объектом  
с помощью метода PMFD, необходимо выбрать порядок и вид матриц «числи-
теля» и «знаменателя» ПФ регулятора, а также саму желаемую ХМЗС. Затем 
после приравнивания ХМЗС к желаемой составляется система уравнений с не-
известными – параметрами ПФ регулятора. Решение этой системы позволит 
найти ПФ регулятора, обеспечивающего необходимые динамические характе-
ристики на выходе системы. 

2.1. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ 
МАТРИЦА ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

Для удобства расчета ХМЗС по формуле, представленной в статьях 
[10, 18], покажем систему регулирования в виде левого полиномиального 
представления 

1( ) ( )reg l lW Y s X s , 

где 2 2( ), ( ) [ ]l lX s Y s R s   – матрицы «числителя» и «знаменателя» ПФ регу-
лятора. Блок регулирования ( )regW s  построим таким образом, чтобы по схеме 
он находился перед объектом ( )plantW s . 
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Рис. 2. Структурная схема системы 

Fig. 2. Block diagram of the system 

Таким образом, на блок регулирования поступает величина ошибки 
2 1( ) [ ]e s R s   между задающим воздействием 2 1( ) [ ]v s R s   и выходом объекта 
2 1( ) [ ]y s R s  . На выходе блока регулирования формируется управляющий 

сигнал 2 1( ) [ ]u s R s  . В случае полиномиального матричного разложения ПФ 
объекта и регулятора система будет выглядеть следующим образом: 

 

 
Рис. 3. Структурная схема системы в развернутом виде 

Fig. 3. Block diagram of the system in the expanded form 

В этом случае согласно [10, 18] ПФ замкнутой системы может быть опи-
сана следующим выражением: 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cl r l r l r lW N s Y s D s X s N s X s  . 

Тогда ХМЗС 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r l rC s Y s D s X s N s  , (8) 

где 2 2( ), ( ), ( ) [ ]l lC s Y s X s R s  . Далее необходимо определить структуру и по-
рядок матриц «числителя» и «знаменателя» ПФ регулятора. 

2.2. ВЫБОР ВИДА ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ РЕГУЛЯТОРА 

Для обеспечения астатизма выхода системы и согласно рекоменда-
циям [1] выберем регулятор полного порядка. Так как столбцовые степени мат-
риц «знаменателя» объекта 1 2 3m m m   , согласно алгоритму синтеза  
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регулятора полного порядка возьмем столбцовые степени матриц «числителя» 
и «знаменателя» регулятора на единицу меньше: 1 2 1 2m        .  
В соответствии с этим полиномиальные матрицы «числителя» и «знамена-
теля» ПФ регулятора соответственно принимают следующий вид:  

2 2 1 0 2 2 1 0
11 11 11 12 12 12
2 2 1 0 2 2 1 0
21 21 21 22 22 22

2 2 1 0 2 2 1 0
11 11 11 12 12 12
2 2 1 0 2 2 1 0
21 21 21 22 22 22

( ) ,

( ) .

l

l

x s x s x x s x s x
X s

x s x s x x s x s x

y s y s y y s y s y
Y s

y s y s y y s y s y

    
 
     

    
 
     

 

Здесь у элементов k
ijx , k

ijy  нижние индексы i, j показывают положение эле-
мента в числовой матрице при переходе к полиномиальному виду с элемен-
тами полинома в виде числовых матриц (9), а верхний индекс k соответствует 
порядковому номеру числовой матрицы, являющейся элементом поли-
нома (9). Для удобства расчета запишем матрицы «числителя» и «знамена-
теля» ПФ регулятора соответственно в виде полинома с элементами в виде 
числовых матриц:  

 2
2 1 0( )lX s X s X s X   ;   2

2 1 0( )lY s Y s Y s Y   , (9) 

где 2 2
1 0 1, ,X X Y R  . Для обеспечения требуемой динамики переходных про-

цессов на выходе системы (1) необходимо выбрать корни желаемой ХМЗС.  

2.3. ВЫБОР ЖЕЛАЕМЫХ КОРНЕЙ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ 
МАТРИЦЫ ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

Для выбора полюсов замкнутой системы необходимо определиться с раз-
мерностью матрицы желаемой ХМЗС. Размерность желаемой ХМЗС ( )C s

должна совпадать с ХМЗС (8). Таким образом, 2 2( ) [ ]C s R s  . Для удобства  
в качестве желаемой ХМЗС взята матрица диагонального вида.  

Исходя из уравнения (8) порядок желаемой ХМЗС определяется суммой 
столбцовой степени матрицы «знаменателя» объекта 3m   и столбцовой сте-
пени матрицы «знаменателя» регулятора 2  . Таким образом, порядок жела-
емой ХМЗС 5m    . 

Необходимо задать желаемые полюса системы, которые будут являться 
корнями полиномов на главной диагонали желаемой ХМЗС – ( )C s . Они должны 
удовлетворять следующим условиям: 

– один из корней берется равным полюсу ПФ (2) звена запаздывания 
( )delayW s , аппроксимированной рядом Паде.  
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Обозначим его через полиномиальную матрицу: 

 
4 0

''( )
0 4

s
C s

s
 

   
; (10) 

– остальные корни выбираются произвольно с учетом их нахождения  
в левой полуплоскости (это необходимо для устойчивости всей системы со-
гласно [8, 9]) и несовпадения с полюсами объекта (это необходимо для исклю-
чения сокращений, которые приводят к нестабильности управления): 

4

4
( 1) 0

'( )
0 ( 1)

s
C s

s

 
 
  

. 

Таким образом, желаемая ХМЗС приобретает следующий вид:  

 
4

4
( ) '( ) ''(

1( 4)( ) 0

0 ( 4 1
)

)( )
C s C s C s

s s

s s

  
 
 


 
  

.  (11) 

Отсюда получим полиномиальное матричное представление желаемой ХМЗС: 

 
5

0
( ) i

i
i

C s C s


  , (12)  

где 2 2
iC R   – числовые матрицы, 0, ..., 5i  . 
Для нахождения ПФ регулятора приравняем ХМЗС к желаемой и получим 

систему уравнений с неизвестными в виде параметров ПФ регулятора.  

2.4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ 
ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

Для нахождения параметров регулятора приравняем ХМЗС (8) к желае-
мой (11): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r l rY s D s X s N s C s  . (13) 

С учетом полиномиального представления ПФ объекта (7), регулятора (9) и 
желаемой ХПЗС (12) из выражения (13) получим систему уравнений: 

 ( )T C s  , (14) 

где  0 0 1 1 2 2Y X Y X Y X  – вектор с элементами в виде числовых 
матриц – коэффициентов полиномов «числителя» и «знаменателя» ПФ регуля-
тора из уравнения (9);   – матрица Сильвестра с элементами в виде числовых 
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матриц – коэффициентов полиномов «числителя» и «знаменателя» ПФ объ-
екта из уравнения (7): 

0 0

1 1 0 0

2 2 1 1 0 0

3 3 2 2 1 1

3 3 2 2

3 3

D N O O O O
D N D N O O
D N D N D N
D N D N D N
O O D N D N
O O O O D N

 
 
 
 

   
 
 
  
 

, 

где 2 2O R   – нулевая матрица. 
С учетом сохранения полюса звена запаздывания в желаемой ХМЗС про-

ведем некоторые преобразования выражения (13) с целью уменьшения размер-
ности и порядка полученной системы уравнений (14). Передаточную функцию 
объекта (6) можно выразить с учетом нахождения в ней матрицы полюсов 
звена запаздывания  ''( )C s : 

  11( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r r rN s D s N s D s C s    , 

где ( )rD s  – матрица «знаменателя» объекта без полюса звена запаздыва- 
ния ( )C s . А значит, 

 ( ) ( ) ( )r rD s D s C s  . (15) 

С учетом преобразований (11) и (15) уравнение ХМЗС (8) можно записать  
в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r l rY s D s C s X s N s C s C s     . (16) 

Как видно из выражения (16), в правой и левой части уравнения (в одном из 
слагаемых) присутствует ( )sC . Значит, в левой части уравнения (16) во вто-
ром слагаемом ( ) ( )l rX s N s  он также присутствует. Из полинома числителя 
объекта ( )lN s  известно, что элементов ( )sC  в нем нет. Следовательно, он со-
держится в ( )rX s . Значит, уравнение (4) может быть преобразовано к виду 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r l rY s D s C s X s C s N s C s C s       . (17) 

С учетом того, что по двум каналам используется одинаковое звено запазды-
вания и матрица ( )sC  диагонального вида (10), можно применить следующее 

преобразование: ( ) ( )C s c s I  , где 2 2I R   – единичная матрица, 
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( ) 4c s s   – полином элемента матрицы (10). С учетом этого преобразования 
в выражении (17) можно провести сокращения левой и правой части на ( )c s : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r l rY s D s X s N s C s    . 

Таким образом, система уравнений (14) также может быть преобразована  
к виду 

 ( )T C s     , (18) 

где  0 0 1 1 2Y X Y X Y        – вектор с элементами в виде числовых мат- 
риц – коэффициентов полиномов «числителя» и «знаменателя» ПФ регулятора, 
преобразованных с учетом нахождения в матрице «числителя» ПФ регулятора 
полюса звена запаздывания;   – преобразованная матрица Сильвестра: 

0 0

1 1 0 0

2 2 1 1 0

3 2 2 1

3 2

D N O O O
D N D N O
D N D N D
O N D N D
O O O N D

 
 
 
  
 
 
 
 

. 

Решим эту систему уравнения с помощью умножения левой и правой части 

уравнения (18) справа на   1T 
 и найдем неизвестные параметры вектора ,  

а значит, найдем матрицы «числителя» и «знаменателя» ПФ регулятора: 

2 2 2

2 2 2
5 20 0,2 0 5 16 5 20 1

,  
0 20 80 1 20 80 1 6 38

l l
s s s s s s

X Y
s s s s s s

         
    
            

. 

Для проверки работоспособности полученного регулятора смоделируем полу-
ченную систему и покажем получившиеся переходные процессы. 

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для моделирования полученных результатов использовался программ-
ный продукт Matlab с пакетом расширения Simulink. Покажем соответствие 
построенной системы управления заявленным характеристикам, полюса кото-
рой выбраны кратными (например, равными –1). В качестве входных воздей-
ствий зададим 1( ) 1s  , 2 ( ) 1s   . Для проверки результатов работы регуля-
тора в объекте используем «транспортное запаздывание» (Transport Delay) 
вместо звена запаздывания, аппроксимированного рядом Паде (2). Это необ-
ходимо для более точного моделирования звена задержки в объекте. 
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Рис. 4. График переходных процессов системы 

Fig. 4. Timeline of the system transients  

Как видно из рис. 4, система устойчивая и астатическая. Переходный про-
цесс занимает около 14 с. Для других входных воздействий выход системы 
также будет астатическим. 

С целью апробации работы полученной САУ для объекта с нестационар-
ными непараметрическими неопределенностями в его структуре добавим в си-
стему, представленную на рис. 2, мультипликативную помеху с равномерным 
законом распределения так, как это показано на рис. 5. Для этих целей в про-
граммном пакете Simulink было выбрано звено Uniform Random Number.  
При этом шум воздействует на оба канала, и на каждом из них он различный. 
Мультипликативная помеха выбрана с целью удобства определения относи-
тельной величины помехи относительно параметров объекта. В качестве вели-
чины шума были выбраны различные значения: от ±3 % до ±10 %. Частота об-
новления сигнала помехи 0,1 с. 

Как видно из рис. 5, мультипликативная помеха находится в прямой связи 
с объектом. Смоделируем полученную систему с регулятором, рассчитанным 
для системы со стационарными параметрами. Для наглядности в качестве 
входных воздействий зададим также 1( ) 1s  , 2 ( ) 1s   . 

 

 
Рис. 5. Структурная схема системы с нестационарными параметрами 

Fig. 5. Block diagram of the system with non-stationary parameters 
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а 

 
б 

Рис. 6. Переходные процессы для функции выхода системы  
с нестационарными параметрами: 
а – с 3 %-м шумом; б – с 10 %-м шумом 

Fig. 6. Transients for the output function of the system  
with non-stationary parameters: 

a is with 3 % noise; b is with 10 % noise 

Как видно из рис. 6, САУ справляется с наличием в системе помехи, ими-
тирующей нестационарные параметры объекта в виде непараметрических не-
определенностей. Продемонстрированные переходные процессы говорят о по-
строении робастной САУ для заданного объекта с нестационарными парамет-
рами. Граница устойчивости для данной системы определена (11 %-я мульти-
пликативная помеха / шум). При дальнейшем увеличении мультипликативного 
шума переходные процессы системы неустойчивы. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках проведенной работы была синтезирована робастная САУ для 
многоканального объекта, содержащего звенья запаздывания, а именно: 

– получены левый и правый взаимно простые разложения матриц «числи-
теля» и «знаменателя» ПФ объекта; 

– применен модифицированный алгоритм PMFD для многоканальной си-
стемы, содержащей звенья запаздывания. Это позволило уменьшить размер-
ность полученной системы уравнений; 

– полученный регулятор применен для системы, содержащей мультипли-
кативные неструктурные неопределенности и идеальные звенья задержки 
(Transport Delay) вместо аппроксимированных рядом Паде; 

– экспериментальные исследования позволили определить границы 
устойчивости системы с переменными параметрами.  
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Calculation of a controller for a multi-channel object with non-stationary 
parameters containing delay links* 
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Abstract 
Nonstationary linear systems or linear systems with variable parameters are systems that 

are described by linear differential equations with variable coefficients. Consideration of the con-
troller synthesis problems for such systems may be dictated by the need to satisfy a certain margin 
of the automatic control system stability to minor disturbances both from sensors reading the 
state of the system and from changes in the parameters of the controlled object itself over time. 
In addition, a real controlled object, in comparison with its mathematical model, quite often con-
tains some uncertainties that should not significantly affect the quality of control. 

This work considers an example of synthesizing a multichannel controller that would pro-
vide a good control quality (stability margin) if the controlled object contains some uncertainties 
or if its mathematical model with accuracy up to certain parameters is unknown.  
In addition, the control task is complicated by a link of delay in the structure of the object (that 
is, there is a certain period of time when there is no reaction from the regulated object to the 
control action). 

A modified algorithm of polynomial matrix decomposition of the matrix transfer function 
of the system, taking into account the conservation of the delay link poles, is chosen as a method 
of controller synthesis. To demonstrate the algorithm operation, a linear model of the unstable 
controlled object with a multi-channel structure consisting of two input and two output channels 
is taken. The description of the object is used in the form of the matrix transfer function, which 

                                                      
* Received 16 June 2021. 



Расчет регулятора для многоканального объекта с нестационарными параметрами… 23 

shows the interaction in the multi-channel control system and the relationship between channels. 
The object model contains cross-links representing direct input-output connections. The delay 
links are present in all channels and are approximated using the Pade series with a limited number 
of terms. The non-stationary parameters of the object were obtained due to the multiplicative 
interference modeled in the Simulink Matlab package. 

It is necessary to achieve certain quality indicators of the output vector process when con-
trolling two input influences. To ensure a stable transition process from the system, the poles 
preservation of the delay link will be necessary. Then the controller calculated for the system 
with the delay link in the form of the Pade series is applied to the system with an "ideal" delay. 

Keywords: parametric system, non-stationary system, system with variable parameters, 
multi-channel system, delay link, polynomial method of controller synthesis, automatic control 
system, robust control 
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В последние два десятилетия для описания динамики стационарных нелинейных систем 
используются интегральные модели «вход – выход», в которых ядрами являются члены ряда 
Вольтерра. Наиболее часто используются линейный член (импульсная переходная функция за-
висит от одной переменной) и квадратичный член, зависящий от двух переменных. Для выделе-
ния в выходном сигнале идентифицируемой системы двух его составляющих – выхода линей-
ной «подсистемы» и выхода «квадратичной» подсистемы – проводят активный эксперимент, в 
котором на вход системы подается специальная комбинация прямоугольных импульсов. После 
выделения выхода «квадратичной» подсистемы идентификация квадратичного члена ряда Воль-
терра сводится к решению двумерного интегрального уравнения первого рода. В литературе 
приводятся формулы обращения, в которых функция квадратичного ядра получается в резуль-
тате арифметических операций с производными второго порядка от выходного сигнала. Диффе-
ренцирование функций является некорректно поставленной задачей, когда малые погрешности 
задания функции (шумы измерения) вызывают большие ошибки в производных (особенно в 
производных второго порядка). В работе предлагается для устойчивого вычисления производ-
ных использовать сглаживающие кубические сплайны. Для вычисления смешанной производ-
ной второго порядка строится сплайн с двумя переменными – сглаживающий бикубический 
сплайн. Основной проблемой, возникающей на практике при обработке данных реального экс-
перимента, является выбор параметра сглаживания, от величины которого зависит ошибка сгла-
живания зашумленных данных. Как правило, в эксперименте не известна величина дисперсии 
шума измерения. Поэтому в работе предлагается для выбора параметра сглаживания в постро-
енных сплайнах (особенно в бикубическом) использовать алгоритм, основанный на методе  
L-кривой, где не требуется задание дисперсии шума измерения. Предлагаемый алгоритм иден-
тификации имеет высокую вычислительную эффективность. Выполненный вычислительный 
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эксперимент показал маленькую методическую ошибку (порядка 1 %) и хорошую устойчивость 
к шумам измерений выходных сигналов идентифицируемой системы. Для уменьшения случай-
ной составляющей ошибки идентификации предлагается использовать постобработку локально-
пространственным комбинированным фильтром. 

Ключевые слова: интегральные модели нелинейных систем, ядра Вольтерра, формулы 
обращения, дифференцирование зашумленных данных, сглаживающий кубический сплайн, 
сглаживающий бикубический сплайн, выбор параметра сглаживания, локально-пространствен-
ный комбинированный фильтр 

1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Интегральные представления нелинейных динамических систем в терми-
нах «вход–выход» нашли широкое применение при их моделировании (в част-
ности, интегральные модели Гаммерштейна, Винера – Гаммерштейна [1]).  
Для идентификации динамических характеристик нелинейной системы в усло-
виях априорной неопределенности о внутренней структуре в последние два де-
сятилетия активно применяется математический аппарат интегростепенных 
рядов Вольтерра (подробные обзоры см. в [2, 3]). Особенно часто используется 
ряд, ограниченный квадратичным членом ряда Вольтерра. В этом случае связь 
между входным сигналом ( )   моделируемой стационарной системы и ее вы-
ходным сигналом ( )f t  можно представить следующим интегральным соотно-
шением [4]: 

  1 2
0 00

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,  0,
t t t

f t k t d k s t t s d ds t T                 , (1) 

где 1( )k  , 2 ( , )k s  – линейное и квадратичное ядра Вольтерра соответственно. 
Нужно построить метод и алгоритм идентификации этих ядер по измеренным 
значениям входного и выходного сигналов идентифицируемой системы.  

Очевидно, что сигнал ( )f t  есть сумма двух неизвестных сигналов: 1( )f t  
и 2 ( )f t  – первое и второе слагаемые в (1), которые можно интерпретировать 
как выходные сигналы линейной и квадратичной «подсистем». Следова-
тельно, на первом этапе идентификации необходимо из ( )f t  выделить сиг-
налы 1( )f t , 2 ( )f t  по отдельности. Для произвольного входного сигнала такая 
задача неразрешима. Поэтому обратимся к простой, но достаточно эффектив-
ной методике, предложенной в работах [5, 6], которая подразумевает проведе-
ние активной идентификации, когда на вход системы подаются сигналы задан-
ной формы и заданной амплитуды. 

Обозначим через ( )H t  входной сигнал, являющийся функцией Хэви-
сайда: 

0,  0,
( )

1,  0.H
t

t
t


   
 

Определим следующий набор входных сигналов: 

 ( ) ( ),  ( ) ( ),  0H Ht t t t t T         ,  (2) 
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 

 

( , ) ( ) ( ) ,    0  ;

( , ) ( ) ( ) ,    0 .

H H

H H

t v t t v v t T

t v t t v v t T





        

        
 (3) 

При подаче на вход системы сигналов (2) имеем следующие выходные 
сигналы: 

 

( ) 2
1 2

0 0 0

( ) 2
1 2

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ,    0 ;  

( ) ( ) ( , ) ,    0 . 

t t t

t t t

f t k d k s d ds t T

f t k d k s d ds t T





         

         

  

  

 (4) 

При подаче входных сигналов (3) имеем 

 

( ) 2
1 2

( ) 2
1 2

( , ) ( ) ( , ) ,    0 ;  

( , ) ( ) ( , ) ,    0 . 

t t t

t v t v t v

t t t

t v t v t v

f t v k d k s d ds v t T

f t v k d k s d ds v t T



  



  

          

          

  

  

 (5) 

Осуществляя операцию вычитания в (4) и операцию сложения в (5), полу-
чаем следующие полезные соотношения: 

 
( ) ( )

1 1
0

( ) ( )( ) ( )
2

t f t f tk d f t
 

   
 ; (6) 

 
( ) ( )

2 2 2
( , ) ( , )( , ) ( , ) , 0 .

2

t t

t v t v

f t v f t vk s d ds f t v v t T
 

 


      


   (7) 

Из выражения (6) следует формула обращения 

 1 1( ) ( ),  [0, ]k t f t t T  ,  (8) 

а из (7) – формула обращения [4, 6] 

 
22 2

2

( , ) ( , )
( , ) ,     0 ,

2

tv v
f t v f t v

k t v t v t T
 

      (9) 

где используются следующие обозначения: 

 2

2 2
1 1 2 2 222
( ) ( ),  ( , ) ( , ),  ( , ) ( , )tv v

d df t f t f t v f t v f t v f t v
dt t v dv

    
 

. (10) 

К сожалению, реализация на практике полученных формул обращения 
сталкивается с принципиальной трудностью – некорректностью операции 
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дифференцирования [7]. Одно из проявлений некорректности заключается  
в больших ошибках вычисления производной даже при очень малых погреш-
ностях задания дифференцируемой функции. Отметим, что операция сложе-
ния в (7) погрешностей регистрации двух функций приводит к увеличению 
дисперсии суммарной погрешности задания функции 2 ( , )f t v . Таким образом, 
устойчивое дифференцирование зашумленных данных становится актуальной 
задачей для реализации формулы (9) на практике. 

В работе [8] был построен устойчивый алгоритм идентификации на ос-
нове формулы (8), где для устойчивого вычисления первой производной ис-
пользовался сглаживающий кубический сплайн (СКС) с дефектом единица с 
выбором параметра сглаживания из условия минимума среднеквадратической 
ошибки сглаживания. В случае идентификации квадратичного ядра 2 ( , )k s  
использование сглаживающих сплайнов существенно усложняется. Во-пер-
вых, для вычисления смешанной производной второго порядка 2 ( , )tvf t v  
нужно строить уже сглаживающий бикубический сплайн (СБС), являющийся 
функцией двух переменных ,t v . Во-вторых, краевые условия задаются уже не 
в двух крайних точках интервала построения СКС, а на четырех прямых, явля-
ющихся границами прямоугольной области построения СБС. В-третьих, из-за 
разной «гладкости» функции 2 ( , )f t v  по разным переменным необходимо вы-
брать уже два параметра сглаживания из условия минимума ошибки сглажи-
вания. 

Эти затруднения обусловили следующие основные задачи, которые не по-
лучили своего решения в соответствующих научных публикациях и которые 
решаются в настоящей работе: 

 разработка алгоритма, позволяющего строить сглаживающий бикуби-
ческий сплайн с большим числом комбинаций краевых условий на разных гра-
ницах области построения сплайна; 

 раздельный выбор двух параметров сглаживания (по каждой перемен-
ной сплайна) из условия минимума ошибки сглаживания на основе метода  
L-кривой; 

 исследование устойчивости полученного решения к случайным ошиб-
кам измерения функции 2 ( , )f t v ; 

 применение алгоритмов постобработки результатов идентификации для 
повышения ее точности.  

2. АЛГОРИТМ ИДЕНТИФИКАЦИИ КВАДРАТИЧНОГО 
ЯДРА 

Обратимся к формуле (7) и предположим, что значения двумерных функ-
ций ( ) ( , )f t v , ( ) ( , )f t v  измеряются при значениях аргументов 

,  1 ;  ,   1i t j vt i N v j N   , т. е. в узлах прямоугольной сетки 

 , ,  1 ,  1i j t vt v i N j N   . Заметим, что узлы it  и j  могут иметь неоди-

наковый и неравный шаг. Тогда значения функции 2 ( , )f t v  также определя-
ются в узлах этой прямоугольной сетки, и для учета возможных погрешностей 
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(шумов) измерений принимается следующая модель для зашумленных значе-
ний 2 ( , )i jf t v : 

 2 2 ,( , ) ( , ) ,   1 ,    1i j i j i j t vf t v f t v i N j N       ,  (11) 

где ,i j  – случайный шум измерения с нулевым средним и дисперсией 2
  

(равноточные измерения). Требуется по исходным данным  2 ( , )i jf t v  вычис-

лить значения производных 22 2
( , ),  ( , )tv v

f t v f t v   в заданных узлах. 

Для устойчивого вычисления этих производных обратимся к сглаживаю-
щим кубическим сплайнам [9], широко используемым при обработке экспери-
ментальных данных [10, 11]. Предположим, что на некотором интерва- 
ле 1 2[ ,  ]V V  задано vN  узлов 1 1 2 2... vNV v v v V     , и в этих узлах изме-
рены значения функции (сигнала) ( )f v : 

 ( ) ,   1j j j vf f v j N     ,  (12) 

где j  – случайный шум измерений с нулевым средним и дисперсией 2
  (рав-

ноточные измерения). Сглаживающий кубический сплайн , ( )vNS v  с дефек-

том единица на каждом отрезке 1,j jv v   можно представить кубическим 
многочленом вида [10] 

 2 3
, ( ) ( ) ( ) ( )vN j j j j j j jS v a b v v c v v d v v        , (13) 

причем функция , ( )vNS v  должна быть дважды непрерывно дифференциру-

ема на всем интервале 1 2[ ,  ]V V . Заметим, что в отличие от интерполяционного 
сплайна (проходящего через точки ( ,   ))j jv f  сглаживающий кубический 
сплайн , ( )vNS v  в общем случае не проходит через эти точки, а проходит бо-
лее «плавно» в некоторой окрестности этих точек, зависящей от величины па-
раметра сглаживания  , обеспечивая тем самым сглаживание (фильтрацию) 
шума измерений. 

Для однозначного вычисления коэффициентов сплайна ,  ,  ,  j j j ja b c d   
задают краевые условия в узлах 1,  vNv v . Наиболее часто используются следу-
ющие условия [9, 11]: 

 условия на нулевые вторые производные сплайна (естественные крае-
вые условия): 
 , 1 ,( ) 0; ( ) 0v v vN N NS v S v    ;  (14) 

 условия на первые производные сплайна: 

 , 1 1 ,( ) ; ( )v v v vN N N NS v s S v s      ,  (15) 
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а также комбинация этих условий (например, слева условие (15), справа – (14)). 
Показано [9], что СКС, построенный при этих условиях, доставляет минимум 
функционалу: 

 
1

2 1 2

1
( ) ( ) ( ( ))

Nv v
v N

j j j
jv

F S S v dv p f S v



     , (16) 

где jp  – весовые множители, отражающие точность j-го измерения jf  (в слу-
чае равноточных измерений задаются одинаковыми). 

Для вычисления коэффициентов сплайна (при заданном параметре сгла-
живания) составляется система линейных алгебраических уравнений c пяти-
диагональной матрицей относительно некоторого вектора (как правило, это 
значения второй производной сплайна в узлах { }jv ), через который затем 
находятся все коэффициента сплайна (подробнее см. [9, 11]). 

Параметр сглаживания   «управляет» гладкостью сплайна, и ошибка 
сглаживания (как и ошибка дифференцирования) существенно зависит от ве-
личины этого параметра [11, 12]. Существует значение параметра (назовем его 
оптимальным), для которого ошибка сглаживания (в принятой норме) мини-
мальна [12]. Временно предположим, что приемлемое (с точки зрения мини-
мума ошибки сглаживания) значение параметра сглаживания может быть 
найдено (выбор параметра рассматривается в следующем разделе). 

Замечание 1. Из вида интеграла (7) следует, что функция 2 ( , )f t v  прини-
мает ненулевые значения для аргументов, удовлетворяющих условию v t . 
Для отрицательных значений ,  v t  функция равна нулю в силу условия техни-
ческой реализуемости системы, т. е. 

2 ( , ) 0k t v  , если 0,   0v t  . 

Для уменьшения влияния разрыва первого рода при значениях v t  предлага-
ется дополнить значения функции 2 ( , )f t v  для v t  по правилу 

2 2 2 2( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ),  0f t t v f t t f t t f t t v v         . 

Дополненную таким образом функцию будем обозначать как *
2 ( , )f t v . 

Первоначально остановимся на алгоритме вычисления значений произ-
водной 22

( , )
v

f t v , который можно представить следующими шагами. 

Шаг 1. Задаются краевые условия, комбинация которых в крайних точках 
1, vNv v  интервала построения определяется исходя из имеющейся априорной 

информации о функции *
2 ( , )f t v  (при отсутствии такой достоверной информа-

ции следует обратиться к естественным условиям (14)). 
Шаг 2. Для каждого 1 ti N   формируется набор данных 

 ( ) *
2,  1 ( , ),   1i

j i j vjv f f t v j N    , 
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выбирается параметр сглаживания ( )1 i  и строится СКС ( )
( )

, 1
1 ( )i

v

i
N

S v


, по ко-

торому затем вычисляется первая производная 2̂ ( , )v i jf t v   

( )
( ) ( )

, 1
1 ( ) 1i jv

i i
jv vN

d S v b
dv 

   (оценка производной 2 ( , )v i jf t v ), где ( )1 i
jb  – ко-

эффициент сплайна ( )
( )

, 1
1 ( )i

v

i
N

S v


 в представлении (13). 

Шаг 3. Для каждого 1 ti N   формируется набор данных 

 ( )
2̂, 2 ( , ),   1,...,i

j v i j vjv f f t v j N  , 

выбирается параметр сглаживания ( )2 i  и строится СКС ( )
( )

, 2
2 ( )i

v

i
N

S v


, первая 

производная которого является оценкой ( )
( )

2 , 2
ˆ ( , ) 2 ( )i jv

i
v i j v vN

df t v S v
dv 

    

( )2 i
jb  для второй производной 22

( , )i jv
f t v ,  где ( )2 i

jb  – коэффициент сплайна 

( )
( )

, 2
2 ( )i

v

i
N

S v


 в представлении (13). 

Таким образом, вычислены оценки 22
ˆ ( , )i jv
f t v  второй производной 

22
( , )i jv

f t v  в узлах jv  для ,  1,...,i tt i N . 

Перейдем к построению бикубического сглаживающего сплайна (следуя 
методике работы [14]) для вычисления смешанной производной 2 ( , )tv i jf t v   
в виде следующих шагов. 

Шаг 1. Для каждого 1 vj N   формируется набор данных (фиксируется 
значение jv ):  

 ( ) *
2, 3 ( , ),    1j

i i j tit f f t v i N    , 

выбирается параметр сглаживания ( )3 j  и по исходным данным (фиксируется 
значение jv )  строится СКС ( )

( )
, 3

3 ( )j
t

j
N

S t


, по которому затем вычисляется  

первая производная ( )
( ) ( )

2 , 3
ˆ ( , ) 3 ( ) 3j it

j j
t i j it tN

df t v S t b
dt 

    (оценка производ- 

ной 2 ( , )t i jf t v ), где ( )3 j
ib  – коэффициент сплайна ( )

( )
, 3

3 ( )j
t

j
N

S t


 в представле-

нии (13). 
Шаг 2. Для каждого 1 ti N   формируется набор данных (фиксируется 

значение it ):  

 ( )
2̂,  4 ( , ),    1i

j t i j vjv f f t v j N   , 
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выбирается параметр сглаживания ( )4 i  и строится СКС ( )
( )

, 4
4 ( )i

v

i
N

S v


, первая 

производная которого является оценкой ( )
( )

2 , 4
ˆ ( , ) 4 ( )i jv

i
tv i j v vN

df t v S v
dv 

    

( )4 i
jb  для смешанной производной 2 ( , )tv i jf t v , где ( )4 i

jb  – коэффициент 

сплайна ( )
( )

, 4
4 ( )i

v

i
N

S v


 в представлении (13). 

Шаг 1 повторяется для ,   1j vv j N  , а шаг 2 – для  ,   1i tt i N  . 

После вычисления оценок 2̂ ( , )v i jf t v , 2̂ ( , )tv i jf t v  по формуле (9) нахо-

дится оценка 2
ˆ ( , )i j ik t v t  для значений j iv t . 

Замечание 2. Формула обращения (9) определяет значение квадратич-
ного ядра 2 ( , )k t v  для аргументов 0 v t T   , т. е. для значений аргумен- 
та v t . Прямая v t  является осью симметрии ядра 2 ( , )k t v  (следствие одно-
мерного входного сигнала), и поэтому для определения значений ядра для 
v t v t    , где 0,v   предлагается симметричное дополнение значений 
ядра по формуле 2 2( ,  ) ( , )k t t v k t v t     . 

Замечание 3. Так как построение СКС по переменной v требует пример-
но oper vC N , арифметических операций [8, с. 345], где 30operC   то предла-

гаемый алгоритм вычисления производных потребует порядка 4 3
oper v tC N N  

операций. Следовательно, предложенные алгоритмы вычисления производ-
ных имеют высокую вычислительную эффективность даже при большой раз-
мерности сетки ( , )i jt v . 

3. ВЫБОР ПАРАМЕТРА СГЛАЖИВАНИЯ 

Ранее было отмечено, что величина параметра сглаживания   (см. (16)) 
существенно влияет на величину ошибки сглаживания СКС. Если бы диспер-
сия 2

  шума измерений (см. (12)) была достоверно известна (хотя бы с точно-
стью 5…8 %), то алгоритм выбора, построенный на основе проверки критерия 
оптимальности линейного алгоритма фильтрации, позволял бы с приемлемой 
точностью 5…8 % оценить значения оптимального параметра сглаживания, 
минимизирующего величину среднеквадратической ошибки сглаживания 
(см. [11, с. 60–67; 12]). Очевидно, что ситуация, когда дисперсия шума неиз-
вестна, наиболее характерна при решении практических задач идентификации. 
Поэтому для выбора параметра в этом случае обратимся к методу L-кривой, 
который рассматривается в зарубежных публикациях (например, в [14, 15])  
для выбора параметра регуляризации в алгоритмах решения линейных некор-
ректных задач. В работе [16] была сделана следующая модификация метода  
L-кривой для выбора параметра сглаживания. Кратко о сути этого алгоритма 
выбора.  
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Введем в рассмотрение следующие функционалы (см. (16)): 

 1 2
,

1
( ) ( ( ))

vN
i j n j

j
p f S v




     ,    
1

2
,( ) ( )

Nv

v

v

N
v

S v dv    .  (17) 

Тогда L-кривой (форма которой напоминает начертание латинской буквы L) 
называется параметрическая кривая с координатами ( ( ),  ( ))    . Можно по-
казать, что кривизна L-кривой определяется следующей формулой: 

 

   
3

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

ˆ ˆ( ) ( )
Lk

          
 

        

, (18) 

где ˆ ˆ( ) ln ( ),   ( ) ln ( )          . Для эффективного вычисления значения 
функционала ( )   предлагается следующая формула: 

 1 2 2 2 3

1
( ) 4 12 12

n
i i i i i i i

i
c h c d h d h




     , 

где 1 , 1 1i i ih t t i n    , ,  i ic d  – коэффициенты СКС в представлении (13), 
вычисленные при заданном параметре  . В качестве параметра сглаживания 
будем принимать величину L , для которой кривизна ( )Lk   принимает мак-
симальное значение. 

Для вычисления  значения L можно использовать численные методы од-
номерной минимизации. При этом для нахождения кривизны по формуле (18) 
нужны значения производных функционалов ˆ ˆ( ),  ( )     в заданной точке  . 
Производные можно вычислить либо с использованием интерполяционных 
сплайнов ˆ ˆ( ),  ( )     (подробнее см. в [16]), либо через конечные разности со-
ответствующего порядка. 

В работе [16] выполнен обширный вычислительный эксперимент для от-
вета на вопрос: велик ли проигрыш по ошибке сглаживания при использова-
нии L  вместо оптимального opt  (который можно определить только в вы-
числительном эксперименте)? Эксперимент проводился с функциями, являю-
щимися «типовыми» выходными сигналами динамической системы при по-
даче на вход ступенчатых сигналов. Анализ результатов эксперимента пока-
зал, что алгоритм выбора параметра сглаживания на основе метода L-кривой 
позволяет достаточно хорошо оценить оптимальное значение параметра сгла-
живания. Увеличение ошибки сглаживания при использовании параметра L  
в среднем не превышает 5…15 % по сравнению с opt , вычисление которого 
на практике невозможно. 

Таким образом, для вычисления параметров сглаживания ( ) ( )1 ,  2 ,i i   
( ) ( )3 ,  4i i   предлагается использовать алгоритм выбора параметра сглажива-

ния на основе метода L-кривой.  
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4. ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ АЛГОРИТМА 
ИДЕНТИФИКАЦИИ 

В качестве тестового квадратичного ядра 2 ( , )k s  была взята функция, ис-
пользуемая для описания динамики одного типа теплообменников [6]. Поверх-
ность этой функции показана на рис. 1, a, а изолинии – на рис. 1, б. Граница 
временного интервала 1T  , количество узлов 80, 80.t vN N   

 

 
а 

 

 
б 

Рис. 1. Тестовое квадратичное ядро 

Fig. 1. The test quadratic kernel 

Первоначально определим методическую ошибку алгоритма идентифика-
ции. Для этого вычислялись значения интеграла (7) в узлах ,  1i tt i N  , 

,  1j vv j N  ,  которые интерпретировались как точные значения функ- 
ции 2 ( , )i jf t v . Эти данные, представленные в виде матрицы F размером 
80 80  с элементами , 2 ( , )i j i jF f t v , являлись исходными для предлагаемого 
алгоритма идентификации. Так как эти исходные данные принимались как 
точные, то вместо СКС строились интерполяционные кубические сплайны 
(включая бикубический) с краевыми условиями (14). По этим сплайнам вычис-
лялись оценки производных 2̂ ( , )v i jf t v , 2̂ ( , )tv i jf t v , а затем по формуле (9) 
строилась оценка для квадратичного ядра (см. замечание 2). На рис. 2 показаны 
изолинии этой оценки, имеющей относительную ошибку идентификации 

2 2

2

ˆ
0,011K


  

K K
K

, где 2 2ˆ,K K  – матрицы, составленные из значений 

точного ядра 2 ( , )i jk t v  и его оценок 2
ˆ ( , )i jk t v  соответственно,   – евклидова 

норма матрицы. Примерно такая же ошибка наблюдалась при других размерах 
сеток по ,  .t v  Поэтому можно сделать вывод, что предложенный алгоритм 
идентификации имеет низкую методическую ошибку. 
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Рассмотрим влияние шумов измерения функции 2 ( , )f t v  на точность 
идентификации. Для этого все элементы «точной» матрицы F искажались нор-

мально распределенным шумом с относительным уровнем F


 
F F

F


,  

где F  – матрица с «зашумленными» элементами. Сформированная таким обра-
зом матрица F  использовалась в качестве исходных данных для ранее описан-
ного алгоритма идентификации. Задавалось три уровня шума: 0.02, 0.04, 0.06. 
Параметр сглаживания на всех шагах вычисления производных выбирался 
описанным выше методом L-кривой. Основная составляющая ошибки иденти-
фикации имела случайный характер, и поэтому для ее уменьшения предлага-
ется ввести этап постобработки, который заключается в фильтрации матрицы 

2K̂  (результат работы алгоритма идентификации) локально-пространствен-
ным комбинированным двумерным фильтром [17], который эффективно уда-
ляет артефакты вейвлет-фильтрации [18]. Результатом работы этого фильтра  
 

 

Рис. 2. Оценка ядра 2( , )k s ,  
построенная по точным данным 

Fig. 2. The Kernel estimation 2( , )k s  
on accurate data 

 

Рис. 3. Оценка ядра 2( , )k s   
после постобработки 

Fig. 3. The Kernel estimation 2( , )k s   
after post-processing 

является матрица кфK̂ , элементы которой определялись следующим соотно-
шением: 

  кф мфмф мф
1, 2 1, 21, 2 1, 21, 2

ˆ ˆ ˆ ˆaver :i i i i Fj j j ji i A
K K K K


    , (19) 

т. е. усреднялись только те значения медианного фильтра мф
1, 2

ˆ
i iK , которые  

попадали в прямоугольную апертуру A  фильтра с размерами 1 2K K  и  

удовлетворяли еще дополнительному условию мф мф
1, 2 1, 2

ˆ ˆ Ki i j jK K   ,  
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что предотвращало сглаживание  контрастных деталей изображения при пра-
вильном выборе порога K . Результат медианной фильтрации мф

1, 2
ˆ

j jK  опреде-
лялся выражением 

  1, 2
мф

21, 2 1, 2
ˆ ˆmed i ij j i i B

K K


 . (20) 

Операция  1, 22
1, 2

ˆmed i ii i B
K


 означала вычисление медианы для элементов мат-

рицы 2K̂ , равных значениям оценки 2
ˆ ( , )i jk t v  квадратичного ядра и попав-

ших в прямоугольную апертуру B  фильтра с размерами 1 2L L . Применение 
в данном вычислительном эксперименте комбинированного фильтра с разме-
рами 7 7  (med), 7 7  (Aver) и 3K   на этапе постобработки позволило  
в 2…2,5 раза уменьшить величину относительной ошибки идентификации. От-

носительная ошибка идентификации 
кф

2кф

2

ˆ
K


 

K K

K
 для измерения уровня 

шума 0,02 была равна 0,042 (без фильтрации 0,082), для уровня шума  
0,04 относительная ошибка равна 0,068 (без фильтрации 0,133), для уровня 
шума 0,06 относительная ошибка равна 0,098 (без фильтрации  0,186). Эти ре-
зультаты позволяют сделать вывод о целесообразности фильтрации результа-
тов идентификации. На рис. 3 показаны изолинии оценки кф

2
ˆ ( , )i jk t v  для 

уровня шума 0,04. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Непараметрическая идентификация ядер Вольтерра для моделирования 
нелинейных систем является весьма сложной для практики задачей. При ис-
пользовании в активном эксперименте известных формул обращения выход-
ного сигнала идентифицируемой системы возникают принципиальные труд-
ности, обусловленные некорректностью задачи дифференцирования и не-
устойчивостью получаемых решений к шумам измерений. Для устойчивого 
вычисления производных второго порядка в работе строятся сглаживающие 
сплайны одной и двух переменных, что обеспечивает высокую вычислитель-
ную эффективность и низкую методическую ошибку (примерно один процент) 
идентификации по точным данным. Для минимизации ошибки сглаживания 
экспериментальных данных сплайнами предложен алгоритм выбора парамет-
ров сглаживания сплайнов, основанный на методе L-кривой. Для уменьшения 
случайной ошибки идентификации в работе используется постобработка ре-
зультатов идентификации, заключающаяся в фильтрации результатов иденти-
фикации локально-пространственным комбинированным фильтром. Выпол-
ненный вычислительный эксперимент показал приемлемую для практики точ-
ность идентификации квадратичного ядра Вольтерра предлагаемым подходом 
«алгоритм обращения + алгоритм фильтрации». 
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Abstract 
In the last two decades, integral models have been used to describe the dynamics of sta-

tionary nonlinear systems in which the terms of the Volterra series are the kernels. The most 
commonly used are the linear term (the impulse transition function depends on one variable) and 
the quadratic term (depending on two variables). An active experiment in which a special com-
bination of rectangular pulses is fed to the input of the system is carried out to select two of its 
components in the output signal of the identified system - the output of the linear "subsystem" 
and the output of the "quadratic" subsystem. After isolating the output of the "quadratic" subsys-
tem, the identification of the quadratic term of the Volterra series is reduced to solving a two-
dimensional integral equation of the first kind. In the literature, inversion formulas are given in 
which the quadratic kernel function is obtained as a result of arithmetic operations with second-
order derivatives of the output signal. Differentiation of functions is an incorrectly posed prob-
lem, when small errors in the assignment of a function (measurement noise) cause large errors in 
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derivatives (especially in second-order derivatives). The paper proposes the use of smoothing 
cubic splines for stable calculation of derivatives. To calculate the mixed second-order derivative, 
a spline with two variables is built - a smoothing bicubic spline. The main problem that arises in 
practice when processing the data of a real experiment is the selection of a smoothing parameter, 
on the value of which a smoothing error of noisy data depends. As a rule, the value of the variance 
of the measurement noise is unknown in the experiment. Therefore, in this work, it is proposed 
to use an algorithm based on the L-curve method to select the smoothing parameter in the con-
structed splines (especially in the bicubic one), which does not require setting the variance of the 
measurement noise. The proposed identification algorithm has a high computational efficiency. 
The performed computational experiment showed a small methodical error (about 1 %) and good 
resistance to noise in measurements of the output signals of the identified system. To reduce the 
random component of the identification error, it is proposed to use post-processing with a local-
spatial compound filter. 

 

Keywords: integral models of non-linear systems, Volterra kernels, inversion formula, 
differentiation of noise contaminated data, smoothing cubic spline, smoothing bicubic spline, 
smoothing parameter selection, local-spatial compound filter 
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Разработка геоинформационной системы  
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Эта статья описывает причины создания инструментария для исследования живучести си-
стем энергетики с помощью возможностей геоинформационных технологий на примере про-
граммного пакета «Нефть и газ России». Описывается метаматематическая модель системы и ее 
разделение на основные составляющие: топологическую и функциональную, где структурная 
модель отражает топологию энергетической сети в виде графа, а функциональная модель оце-
нивает производительность с учетом как топологических возможностей, так и функциональных 
ограничений. Рассматриваются примеры использования геоинформационных систем в исследо-
вании живучести и описания требований при разработке инструментария для новой метамате-
матической модели. Рассказывается об архитектуре текущей версии «Нефть и газ России»,  
ее особенностях и проблемах, которые повлияли на разработку нового инструментария. Приво-
дятся причины использования и особенности прикладного программного интерфейса QT  
во время разработки инструментария.  

Новый инструментарий предполагает использование архитектуры «модель – представле-
ние – контроллер», что позволяет модифицировать каждый компонент независимо от другого. 
Данная архитектура также помогает «отвязать» топологическую и функциональную составляю-
щие посредством инкапсуляции топологической модели в виде отдельного графа, а для связи с 
функциональной составляющей использовать контроллер. Это дает возможность использовать 
разные типы функциональных моделей без необходимости изменять топологическую модель. 
Для каждой функциональной модели используется свой контроллер, который настраивает свой 
поток данных. Таким образом, предлагаемые изменения комплекса «Нефть и газ России» поз-
волят перейти при исследовании живучести от моделирования отдельных систем энергетики  
к топливно-энергетическому комплексу страны в целом. 

                                                      
* Статья получена 31 мая 2021 г. 
Работа выполнена в рамках проекта государственного задания FWEU-2021-0003  

№ АААА-А21-121012090014-5 программы фундаментальных исследований РФ на 2021–2030 гг. 
с использованием ресурсов ЦКП «Высокотемпературный контур» Минобрнауки России (про-
ект № 13.ЦКП.21.0038). 
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ВВЕДЕНИЕ 

Живучестью системы энергетики (СЭ) называется ее свойство адаптиро-
ваться к различным крупным возмущениям и восстанавливаться до того состо-
яния, в котором она находилась до их воздействия [1]. Идентичным живучести 
понятием в зарубежной литературе является resilience [2, 3]. 

Современная схема исследования живучести / resilience СЭ [4], показан-
ная на рис. 1, строится на изучении и анализе системных возможностей к адап-
тации к крупным возмущениям и восстановлению после их воздействия [5, 6], 
на количественной оценке живучести СЭ [7] и выработке стратегий по ее по-
вышению [8–14]. 

Анализ уязвимости [15, 16] играет центральную роль в исследовании жи-
вучести СЭ (рис. 1). Уязвимость отражает пассивную реакцию системы на 
крупное возмущение [17]. 

Как показано на рис. 1, исходными данными для анализа уязвимости яв-
ляются информация o функционировании и развитии СЭ, классы возмущений 
и мероприятия по повышению живучести.  

Информация о функционировании и развитии СЭ, включающая в себя 
природно-климатические и социально-экономические данные мониторинга 
энергетических объектов, является результатом традиционных общеэнергети-
ческих исследований [18].  

Возмущения делятся на следующие классы: 
 стихийные бедствия, такие как наводнения, землетрясения, ураганы  

и т. д. [19]; 
 техногенные катастрофы, вызванные отказом компонент или подси-

стем [20]; 
 преднамеренные (умышленные) нарушения, такие как террористиче-

ские акты, кибератаки и т. д. [21]. 
Мероприятия по улучшению живучести СЭ [8–14, 22] можно классифи-

цировать по трем основным группам по отношению к возмущению как к со-
бытию. Перед возникновением возмущения проводится учет и оценка энерге-
тического оборудования, находящегося в простое, резерве, ремонте, а также 
подготовка СЭ к любому возможному крупному возмущению с помощью по-
вышения защищенности объектов. Во время возмущения сеть СЭ реконфигу-
рируется, подключаются резервные источники и накопители, хранилища, про-
исходит перераспределение имеющихся ресурсов и сброс нагрузки для при-
способления системы к возмущению и его последствиям. После возмущения 
происходит возврат СЭ в нормальное или близкое к нему состояние путем об-
ратной реконфигурации сети, перезапуска основных источников и восстанов-
ления поврежденных объектов, составляются планы по повышению живуче-
сти СЭ [8]. 

Планирование повышения живучести СЭ в целом может быть долгосроч-
ным и краткосрочным [23]. Долгосрочные планы включают в себя модер- 
низацию и реконструкцию магистральных и распределительных сетей,  
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развертывание средств измерения и контроля, резервирование оборудования  
и передислокацию производственных мощностей. Краткосрочные планы 
включают в себя управление спросом, использование микросетей и источни-
ков распределенной генерации, внедрение современных методов визуализации 
и прогнозирования, а также децентрализованных методов управления [8]. 

 

 
Рис. 1. Общая схема исследования живучести / resilience СЭ  

Fig. 1. General scheme of ES resilience research  

Главной целью анализа уязвимости СЭ является выявление недостатков  
в конструкции и механизмах управления системой, которые могут способство-
вать распространению крупного возмущения по ней самой и также по взаимо-
связанным системам [17]. 

Анализ уязвимости СЭ [24] начинается с формирования множества воз-
можных состояний СЭ, отражающих наиболее представительные или харак-
терные сочетания внешних условий их развития и функционирования в рас-
сматриваемом временном интервале. А также согласно заданным классам фор-
мируются сценарии возмущений, описывающие их воздействие на СЭ. Далее 
анализ уязвимости разбивается на виды, такие как глобальный анализ уязви-
мости и поиск критических элементов [15, 20]. 

Общее влияние возмущений на работоспособность СЭ является целью 
глобального анализа уязвимости. Он проводится путем моделирования серии 
возмущений с постепенно увеличивающейся степенью воздействия и соответ-
ственно возрастающей величиной последствий для системы. Такие вычисли-
тельные эксперименты позволят определить пороговые значения воздействия 
для определенных классов возмущений, превышение которых будет вызывать 
распад рассматриваемой СЭ на несвязанные части [15, 20]. 
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Поиск критических элементов ориентирован на определение элементов, 
одиночный или групповой отказ которых вызывает наибольшее снижение ра-
ботоспособности СЭ в целом. Ключевой момент здесь заключается в том, 
чтобы обнаружить все, даже неожиданные, наборы критических элемен-
тов [20]. 

Этап формирования сценариев восстановления СЭ и оценки их эффектив-
ности связан с этапом анализа уязвимости, так как наискорейшее восстановле-
ние системы зависит от нанесенного ущерба, наличия доступа к поврежден-
ным элементам и имеющихся резервов людских, технических и финансовых 
ресурсов [6]. Эти исходные данные используются для реализации мероприя-
тий по повышению живучести СЭ, относящихся к восстановлению системы. 
Хотя эти мероприятия и повышают производительность системы, часто она не 
может быстро вернуться к тому уровню, что был до возмущения. Это в основ-
ном определяется значительностью последствий возмущения и продолжитель-
ностью операций по восстановлению элементов СЭ. 

В литературе предлагается множество разнообразных показателей для ко-
личественной оценки живучести [7, 8, 10]. Эти показатели в целом характери-
зуют производительность системы. В них также в полной мере должен быть 
отражен временной аспект, поскольку производительность реальной СЭ после 
возникновения крупного возмущения значительно меняется с течением вре-
мени. Последствия такого возмущения не могут быть должным образом изме-
рены с помощью традиционных показателей надежности, поскольку послед-
ние характеризуют вероятность и частоту рядовых перебоев в энергоснабже-
нии, а также величину непокрытой нагрузки. Хотя показатели надежности мо-
гут дать исследователю некоторую дополнительную информацию об анор-
мальном поведении СЭ, статический характер этих показателей делает их не-
пригодными для измерения пространственно-временных последствий воздей-
ствия крупного возмущения на СЭ [16]. 

Процедура, состоящая из этапов изучения и анализа возможностей СЭ  
к адаптации и восстановлению, а также из количественной оценки живучести, 
имеет итеративный характер (рис. 2) и называется циклом повышения живуче-
сти [26]. На основе результатов последнего вырабатываются стратегии по по-
вышению живучести СЭ, цель которых заключается в улучшении реакции СЭ 
в ответ на воздействие рассматриваемых крупных возмущений в будущем. 

Решение о включении мероприятия в стратегию и его очереди на реали-
зацию в ней зависит от многих факторов. Некоторые из мероприятий более 
эффективны в повышения живучести СЭ, а другие более выгодны с точки зре-
ния требуемых людских, технических и финансовых ресурсов. Здесь возникает 
проблема правильного подбора критериев. Так, с одной стороны, вклад меро-
приятия в повышение живучести СЭ может быть оценен с различных перспек-
тив [27], а с другой стороны, для выработки долгосрочных и краткосрочных 
стратегий должны использоваться свои отличающиеся наборы показателей ко-
личественной оценки живучести [26]. 

Для оптимального планирования реализации мероприятий при наличии 
ресурсных ограничений [28, 23] в отдельной стратегии по повышению живу-
чести СЭ могут применяться многошаговые методы принятия решений  
в условиях неопределенности [29, 30]. 



Разработка геоинформационной системы для исследования живучести систем энергетики 45 

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ СЭ В КОМПЛЕКСНОМ АНАЛИЗЕ 
УЯЗВИМОСТИ 

В статье [31] представлен новый подход к комплексному анализу уязви-
мости СЭ, основанный на работах [15, 20]. Он обеспечивает: 

 рассмотрение взаимосвязей разных типов; 
 возможность количественной оценки уязвимости с нескольких точек 

зрения (например, топологической и функциональной, статической и динами-
ческой); 

 универсальность по отношению к различным классам возмущений  
и разным уровням территориальной и технологической иерархии; 

 эффективное применение высокопроизводительных вычислений для 
ускорения расчетов и анализа их результатов. 

Моделирование СЭ в подходе [31] строится на следующих положениях. 
1. Модель СЭ явным образом разделяется на топологическую и функци-

ональную составляющие. Структурная модель отражает топологию СЭ в виде 
графа. Его узлы и дуги представляют элементы системы в детальном или агре-
гированном виде. Функциональная модель иллюстрирует распределения пото-
ков энергоресурса по сети СЭ [20]. 

2. Если рассматриваются взаимосвязанные СЭ, то они представляются  
в виде метасистемы (рис. 2). Топология метасистемы описывается объединен-
ными структурными моделями отдельных систем, а моделирование функцио-
нирования строится на основе взаимодействия соответствующих функцио-
нальных моделей [15]. 

 

 
Рис. 2. Моделирование взаимосвязанных СЭ при воздействии крупных возмущений 

Fig. 2. Modeling of interconnected ES under the influence of large disturbances 
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Воздействие крупных возмущений на метасистему приводит к деформа-
ции ее структуры или деградации ее функциональных возможностей (рис. 2), 
что в обоих случаях является причиной падения производительности систем. 
За изменение системной топологии отвечают структурные возмущения, сцена-
рий которых состоит из поочередного или одновременного удаления узлов и 
дуг графа. Сценарий функциональных возмущений обычно выражается в виде 
снижения производственных мощностей СЭ. 

Географические координаты элементов метасистемы учитываются при 
моделировании возмущений, имеющих пространственную привязку. 

Процедуры анализа уязвимости состоят из следующих основных этапов.  
1. Формирование группы элементов метасистемы, сформированной из 

взаимосвязанных СЭ. 
2. Формирование сценария крупного возмущения, который описывает ра-

зовое или многошаговое воздействие на группу элементов в виде их удаления 
из структурной модели метасистемы или ухудшения условий их функциони-
рования. 

3. Выбор показателей измерения падения производительности отдель-
ных СЭ. 

4. Моделирование крупного возмущения и количественная оценка его по-
следствий (падения производительности СЭ) на каждом временном шаге с по-
мощью показателей, выбранных на предыдущем этапе. 

5. Обработка последствий возмущений (оценка важности элементов, фор-
мирование зависимостей и т. д.). 

2. ПРИМЕНЕНИЕ ГЕОИНФОРМАЦИОННЫХ 
ТЕХНОЛОГИЙ В АНАЛИЗЕ ЖИВУЧЕСТИ / 
RESILIENCE СЭ 

Геоинформационные системы (ГИС) используются для отображения тер-
риториально-производственной структуры СЭ [32], например, при выработке 
мероприятий по повышению живучести [33]. 

В анализе уязвимости ГИС используются для представления результатов 
расчетов на функциональной модели [31, 34, 35]. Электронные карты созда-
ются на информации топологической модели [32]. 

3. ПРОГРАММНО-ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ КОМПЛЕКС 
«НЕФТЬ И ГАЗ РОССИИ» 

Программно-вычислительный комплекс «Нефть и газ России» [36] ис-
пользуется для исследования живучести систем газоснабжения, нефте- и 
нефтепродуктоснабжения России [37, 38]. Текущая структура комплекса пока-
зана на рис. 3. 

В настоящее время необходима модернизация программно-вычислитель-
ного комплекса «Нефть и газ России» по следующим причинам: 

 адаптация к положениям моделирования СЭ нового подхода к ком-
плексному анализу уязвимости; 

 замена морально устаревшей реляционной системы управления базами 
данных Paradox на одну из современных компактных. 
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На текущий момент основным принципом построения программного 
обеспечения является объектно ориентированный подход [39]. 

 

 
Рис. 3. Компоненты программно-вычислительного комплекса «Нефть и газ России» 

Fig. 3. Components of the Oil and Gas of Russia software and computing complex  

С момента появления объектно ориентированного подхода (80-е годы 
прошлого столетия) появилось множество различных парадигм, уточняющих 
и дополняющих его [40]. Если проследить преемственность некоторых попу-
лярных парадигм построения ПО (рис. 4), то, исходя из принципа минимиза-
ции сложности программного обеспечения [41], получится следующая иерар-
хия [42]: 

 модульность и абстракция, KISS [43], DRY [44]; 
 процедурное программирование, объектно ориентированный под-

ход [45], Driven Development [46]; 
 шаблоны проектирования [47, 48], SOLID [49]. 
Одним из шаблонов проектирования является архитектура приложения, 

организованная в виде тройки «модель – вид – контроллер». Для выполнения 
первого пункта предлагается перейти на нее (рис. 5).  

Архитектура «модель – вид – контроллер» иллюстрирует разделение дан-
ных, пользовательского интерфейса и управляющей логики на три отдельных 
компонента: модель, представление и контроллер. 

Данная архитектура позволяет разделить топологическую и функцио-
нальную модели метасистемы посредством инкапсуляции топологической мо-
дели в виде отдельного графа. Граф содержит лишь необходимую для постро-
ения информацию об объектах СЭ, включая тип объекта, географические дан-
ные, его названия и основные характеристики. Для связи с функциональной 
моделью используется контроллер. Он позволяет настроить поток данных  
и стандартизировать информацию для ее отображения в топологической  
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модели. Это дает возможность использовать разные типы функциональных 
моделей без необходимости изменять топологическую модель. Для каждой 
функциональной модели используется свой контроллер, который настраивает 
свой поток данных. 

 

 
Рис. 4. Иерархия парадигм построения ПО 

Fig. 4. The hierarchy of software construction paradigms 

 

 
Рис. 5. Новая архитектура программно-вычислительного комплекса «Нефть и газ 

России» 

Fig. 5. A new architecture of the Oil and Gas of Russia software and computing complex  
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При переходе на данную архитектуру и для разработки приложения была 
выбрана среда QT. Данная среда имеет несколько отличительных возможно-
стей, которые упрощают разработку данной архитектуры. 

 Метаобъектная система. Эта особенность фреймворка позволяет ис-
пользовать сигналы и слоты для разработки программного обеспечения. В дан-
ном случае при разработке представления топологической модели можно ис-
пользовать механизм слотов и сигналов для разработки поведения, получения 
и отправки информации из приложения в стандартном плане, а после этого, 
используя контроллер, определить и интерпретировать данную информацию 
для функциональной модели. 

 Библиотеки для работы и отображения геоинформационных данных. 
Позволяет, используя метаобъектную систему, отображать объекты на карте, 
а также производить действия с ними (например, узнать расстояние между 
двумя узлами). 

 Библиотеки для работы с базой данных SQLite. 
 

 
Рис. 6. Внешний вид прототипа специализированной ГИС 

Fig. 6. The layout of the specialized GIS prototype 

Архитектура «модель – вид – контроллер» позволяет модифицировать 
каждый компонент независимо от другого. Роль модели выполняет функцио-
нальная модель метасистемы или отдельной СЭ. Представление (рис. 6) ассо-
циируется с топологической моделью отдельной СЭ. Число видов в случае вза-
имосвязанных СЭ соответствует их числу. 

Для работы с функциональной моделью метасистемы или отдельной СЭ 
используется класс EventChannel, который получает запросы от среды на по-
лучение или внесение информации в функциональную модель, тем самым не 
привязывая интерфейс к конкретной функциональной модели, что позволит  



50 Г.К. ДАНИЛОВ, А.В. ЕДЕЛЕВ 

в будущем использовать данную схему классов для разработки под другие 
функциональные модели. 

Классы deleteNodeCommand, DeleteLeaseCommand, InsertNodeCommand, 
InsertLeaseCommand, UpdateNodeCommand, UpdateLeaseCommand использу-
ются для создания запросов на добавление, изменение или удаление информа-
ции из функциональной модели. Данные классы разработаны с помощью шаб-
лона программирования «Команда» и наследуют интерфейс VCommand, в ко-
тором указаны базовые функции для отмены и возврата информации. 

Классы VisualSystem, VisualLease, VisualNode разработаны для отображе-
ния географической информации об объектах (рис. 7), абстрагированы от рас-
четного модуля и хранят только важную для отображения информацию, пози-
цию и тип объекта. 

 
 

 
Рис. 7. Диаграмма классов, соответствующая топологической модели метасистемы 

Fig. 7. Class diagram corresponding to the topological model of the metasystem 

Предлагаемая структура реляционной базы данных, показанная на рис. 8, 
отражает явное разделение моделирования СЭ на топологическую и функцио-
нальную составляющие.  

Список справочников базы данных, необходимых для создания топологи-
ческой модели, включает в себя: 

 справочник всех узлов, содержащий их уникальные коды, названия, гео-
графические координаты; 

 справочник участков трубопроводов с информацией о начальных и ко-
нечных узлах, уникальным кодом и датой ввода в эксплуатацию. 
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Рис. 8. Структура реляционной базы данных 

Fig. 8. The relational database structure  

Для создания функциональной модели необходимы следующие справоч-
ники: 

 справочник трубопроводов; 
 справочники потребителей, производителей и подземных хранилищ 

газа с их функциональными характеристиками; 
 справочник пропускных способностей участков трубопроводов.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основной целью изменения программно-вычислительного комплекса 
«Нефть и газ России» является внедрение нового подхода к комплексному ана-
лизу уязвимости СЭ. Новый подход обеспечивает: 

 рассмотрение взаимосвязей разных типов; 
 возможность количественной оценки уязвимости с нескольких точек 

зрения; 
 универсальность по отношению к различным классам возмущений  

и разным уровням территориальной и технологической иерархии. 
Модификация комплекса «Нефть и газ России» заключается в основном  

в переходе на новую архитектуру типа «модель – вид – контроллер». Такая ар-
хитектура разделяет программу на три отдельных компонента и позволяет мо-
дифицировать их независимо друг от друга. 
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Помимо перехода на новую архитектуру, также предлагается внедрение 
одной из современных компактных реляционных систем управления базами 
данных, так как используемая в настоящее время система является морально 
устаревшей. 

Таким образом, предлагаемые изменения комплекса «Нефть и газ России» 
позволят перейти в исследовании живучести от моделирования отдельных СЭ 
к топливно-энергетическому комплексу страны в целом. 
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Abstract 
This article describes the reasons for creating a toolkit to study the energy system resilience 

using the capabilities of GIS technologies using the example of the Oil and Gas of Russia soft-
ware package. A metamathematical model of the system and its division into main components, 
namely, topological and functional is described where the structural model reflects the topology 
of the power network in the form of a grap, and the functional model evaluates the performance 
taking into account both topological capabilities and functional constraints. Examples of the use 
of geographic information systems to aid in survivability research and the description of the re-
quirements for developing tools for a new metamathematical model are considered. The archi-
tecture of the current "Oil and Gas of Russia" version, its features and problems that influenced 
the development of the new toolkit are described. The reasons for the use and features of the QT 
API during the development of the toolkit are given. 

The new toolkit assumes the use of the Model-View-Controller architecture, which allows 
you to modify each component independently of the other. This architecture also helps to decou-
ple the topological and functional components by encapsulating the topological model in the form 
of a separate graph, and to use a controller to communicate with the functional component. This 
makes it possible to use different types of functional models without the need to change the top-
ological model. Each functional model uses its own controller which sets complex of the country 
as a whole. 

Keywords: Energy system, resilience, vulnerability, geographic information system, da-
tabase, graphical user interface, software and computing complex, mathematical model up its 
own data flow. Thus, the proposed changes to the "Oil and Gas of Russia" complex will make it 
possible to move in the study of resilience from modeling individual power plants to the fuel and 
energy 
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В настоящей статье рассматривается проектирование системы сбора и предиктивного ана-
лиза социальных медиа. По мере развития сети Интернет и социальных медиа более простым 
стал доступ к информации и ее распространение, ведь сами пользователи сети являются одно-
временно создателями и получателями различной информации. Основная разновидность соци-
альных медиа – социальные сети. Из наиболее известных можно выделить следующие: 
Facebook, VK, Instagram, YouTube, Twitter, «Одноклассники», а также мессенджеры WhatsApp, 
Telegram. Важнейшие функции социальных медиа – влияние на восприятие, отношение и ко-
нечное поведение потребителей. 

В основе предиктивной аналитики лежит автоматический поиск связей, аномалий и зако-
номерностей между различными факторами. Для формирования прогнозной модели использу-
ется большой набор статистических методов моделирования, интеллектуальный анализ данных, 
машинное обучение, нейронные сети и другие механизмы. В совокупности с различными мето-
дами сбора информации с интернет-ресурсов, таких как парсинг и API социальных сетей, пре-
диктивная аналитика может предлагать наиболее интересные для пользователя источники ин-
формации. Для того чтобы объединить методы предиктивного анализа и методы сбора данных, 
требуется подробно отнестись к процессу проектирования системы. 

В работе особое внимание обращено на подробное описание второй из основных частей 
системы (подсистемы анализа). Помимо этого, выделены полная архитектура и алгоритм функ-
ционирования. Полученные результаты будут в полном объеме использоваться при дальнейшей 
разработке. Работа над данной темой позволит облегчить процесс последующего тестирования 
и исследования системы. 

Ключевые слова: социальные медиа, предиктивный анализ, проектирование системы, ар-
хитектура, алгоритм функционирования, анализ данных, API, парсинг 
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ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что Интернет на сегодняшний момент – крупнейшая база дан-
ных во всем мире. Социальные сети являются одним из основных источников 
информации в Интернете [1]. Сами пользователи являются создателями кон-
тента, который доступен и прочим людям. Так как пользователей соцсетей до-
статочно много, образуется огромный массив различной информации – это от-
крывает возможности для исследований в разных областях науки. 

В связи с этим важное значение приобретает анализ размещенной в соци-
альных сетях информации и возможность прогнозирования будущих событий. 
К сожалению, методы предиктивной аналитики на сегодня развиты не так 
сильно [2]. На основании этого очевидна актуальность применения данных ме-
тодов в области анализа данных социальных медиа. 

Целью настоящей работы является проектирование подсистемы анализа 
системы сбора и предиктивного анализа данных социальных медиа, а также 
разработка подробного алгоритма ее функционирования. Ранее в работе [3] 
рассматривалось подробное проектирование подсистемы сбора. 

Для того чтобы описать алгоритм функционирования системы макси-
мально подробно, требуется выделить основные модули подсистемы анализа. 
Основной проблемой при проектировании данной подсистемы можно назвать 
связи между модулями. Следует достаточно четко понимать, как части подси-
стемы взаимодействуют между собой, какие вычисления и методы произво-
дятся в ней. 

Структура работы следующая: в первом и втором разделах представ-
лены постановка задачи и структура подсистемы анализа. Подзадачи, кото-
рые решает подсистема анализа, описаны в разделах 3, 4 и 5. Алгоритм 
функционирования и архитектура подсистемы представлены в разделе 6. 
Полный алгоритм функционирования и архитектура всей системы описаны 
в разделе 7. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Необходимо разработать эффективную подсистему анализа. Целью функ-
ционирования подсистемы (как заключительной части целой системы) явля-
ется представление пользователю интернет-источников, которые могут быть 
ему интересны в будущем по настоящим данным. 

В подсистеме анализа при помощи алгоритмов кластеризации выделяется 
определенная часть ресурсов. Так как процесс кластеризации является основой 
подсистемы, к ней предъявляются следующие требования: 

– определение повторяющихся ресурсов, переданных из подсистемы 
сбора; 

– вычисление количества кластеров, которое должно получиться; 
– выделение характеристик, по которым проводится кластеризация; 
– структуризация характеристик кластеризации; 
– нормализация характеристик кластеризации; 
– вычисление центров кластеров; 
– ограничение числа результатов. 
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Для достижения поставленной цели с учетом предъявляемых требований 
общую задачу разделим на ряд подзадач: 

1) определение числа кластеров; 
2) определение характеристик кластеризации; 
3) определение центров кластеров и желаемых результатов. 
В свою очередь, каждой из подзадач соответствуют свои требования из 

общего перечня. Для определения числа кластеров необходимо определить по-
вторяющиеся ресурсы и только после этого вычислить их количество; для ре-
шения второй подзадачи, помимо выделения характеристик для различных ти-
пов интернет-ресурсов, требуется структуризировать их и провести нормали-
зацию. Решение третьей подзадачи предполагает определение элементов, ко-
торые будут являться центрами кластеров, и ограничение числа результатов. 

2. СТРУКТУРА ПОДСИСТЕМЫ АНАЛИЗА 

Схематично подсистема анализа с выделенными подзадачами представ-
лена на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Схематичное представление постановки задачи 

Fig. 1. A schematic representation of the problem statement 

До того как перейти непосредственно к подсистеме анализа, рассмотрим 
работу модуля ввода параметров. Как было сказано в [3], после сбора пользо-
ватель принимает решение, каким образом будет проводиться предиктивный 
анализ. Эти данные вводятся в промежуточном модуле (ввод параметров ана-
лиза). Он выполняет следующие функции: 

– выбор количества желаемых результатов; 
– выбор ресурсов, по которым производится анализ. 
Для первого параметра количество задается в числовом виде либо не огра-

ничивается. Если ограничений нет, результатом будут являться все собранные 
данные в зависимости от того, какие ресурсы будут выбраны. 

Для второго параметра пользователь системы может как проводить ана-
лиз сразу по всем данным, так и запустить частную задачу. В этом случае воз-
можен анализ, например, только по известным социальным сетям, по прочим 
интернет-ресурсам либо же только по определенным сайтам. Данные варианты 
должны быть доступны в интерфейсе системы. По результатам работы подси-
стемы сбора формируется общий список ресурсов, который можно разделить 
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на две части. Первая – социальные сети (данные, полученные через их API) и 
вторая – прочие ресурсы (данные, полученные при помощи парсинга). 

Выделим следующие части подсистемы анализа: 
– модуль вычислений; 
– модуль сбора характеристик кластеризации; 
– модуль кластеризации. 
Рассмотрим решение каждой из заявленных выше подзадач отдельно. 

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА КЛАСТЕРОВ 

При выборе параметров анализа пользователь системы указывает количе-
ство желаемых результатов. После сбора данных известно количество ресур-
сов, по которым проводится анализ. Учитывая это, количество кластеров будет 
равно количеству всех ресурсов, деленному на желаемое [4]. 

Однако сначала модулю вычислений необходимо провести нормализа-
цию данных. Анализируется, нет ли повторяющихся интернет-ресурсов или 
сообществ в социальных сетях. Если в одном сообществе есть два упоминания, 
то оно должно рассматриваться один раз, но с наибольшим приоритетом (реа-
лизация будет описана ниже, после определения характеристики для кластери-
зации). 

Учитывая повторяющиеся ресурсы, получаем следующую формулу опре-
деления числа кластеров: 

 Ak
B

 , (1) 

где A – количество результатов, полученное при сборе данных (с вычтенным 
числом повторений); B – количество желаемых результатов, заданное пользо-
вателем; k – число кластеров. 

Количество кластеров, получаемое после использования формулы (1),  
не всегда будет равным целому числу. При дробной части, равной или боль-
шей, чем 0.5, задавать количество кластеров равным целой части k + 1 (округ-
ление в большую сторону). В противоположном случае количество кластеров 
принимается равным целой части k. 

Используя это решение, можно столкнуться с некоторыми трудностями. 
Например, если будет 90 полученных при сборе результатов и задано 20 жела-
емых, k = 4.5, то это приведет систему к нахождению пяти кластеров. Можно 
предположить, что в каждом кластере будет примерно по 18 элементов, что не 
соответствует параметрам, которые задает пользователь. Это означает, что по-
сле первоначальной кластеризации системе необходимо определить, сколько 
ещё элементов потребуется выделить для представления результатов пользо-
вателю. При получении этого результата (в данном случае 2) необходимо раз-
делить на него количество элементов в ближайшем кластере и провести еще 
одну кластеризацию. Данные используются непосредственно из этого кла-
стера. В сложных ситуациях итерация может повториться еще несколько раз. 

Аналогично проводится повторная кластеризация в случае количества 
данных, которое больше, чем было задано желаемых результатов. Однако опе-
рация проводится по получившемуся кластеру. Количество кластеров задается 
вычитанием количества желаемых результатов из числа уже имеющихся  
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элементов. Далее количество элементов кластера делится на получившееся 
число. Такая итерация может повторяться до получения необходимого коли-
чества желаемых результатов. 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК КЛАСТЕРИЗАЦИИ 

Когда количество необходимых кластеров определено, следует решить 
подзадачу характеристик кластеризации. Предполагается, что пользователю 
будут интересны ресурсы, где наибольшее количество раз встречаются клю-
чевые слова, заданные при начальном поиске. В случае, если ресурсов с оди-
наковым количеством упоминаний несколько, наибольшее предпочтение от-
дается тем, которые имеют больший охват. Например, для социальных сетей 
подсчитывается количество подписчиков пользователя или сообщества.  
Для интернет-ресурсов, по которым проводится парсинг, определяется число 
посещений. 

В случае социальных сетей для каждого подресурса (сообщество, канал 
или пользователь) модуль сбора характеристик анализа через API дополни-
тельно получает информацию о количестве подписчиков. В случае обычных 
ресурсов возможно воспользоваться сторонним программным обеспечением – 
Яндекс.Метрика [5] или Google Analytics [6]. При помощи этих продуктов воз-
можно определение прямых заходов на сайт и переходов из социальных се-
тей [7]. 

Помимо вышеупомянутых программных комплексов, для данной задачи 
можно использовать и платные сервисы – SimilarWeb, Serpstat, Alexa, Semrush [8] 
и Ahrefs [9]. Также есть и свободное программное обеспечение, например, ре-
сурс 2ip [10]. Возможное применение различных плагинов для браузеров  
по типу RDS Bar [11]. Собственно, через RDS Bar можно получить рейтинг 
(без количества пользователей, посетивших сайт) в глобальной сети от Alexa 
или SemRush. Для задачи анализа только по сторонним интернет-ресурсам 
этот метод является достаточным. 

Однако для общего анализа требуется конкретное количество посетите-
лей, что возвращает нас к использованию других продуктов. Хорошим реше-
нием можно назвать онлайн-портал PR-CY [12]. Ресурс бесплатно предостав-
ляет примерное количество посещений задаваемого сайта за день, месяц и год. 
Данные являются примерными, так как являются средним значением, получен-
ным через вышеупомянутые ресурсы. 

Для общего анализа некорректно сравнивать данные количества подпис-
чиков социальных сетей и количества людей, которые посещают определен-
ный сайт. К сожалению, статистика сообществ и каналов в социальных сетях 
доступна только их владельцам, что не позволяет в полной мере сравнить дан-
ные цифры. Возможно лишь предположение о том, что среднее количество по-
сетителей за день примерно равно количеству подписчиков в социальной сети. 
В целом общая задача для анализа по всем результатам сбора является самой 
сложной задачей для системы. 

Когда количественная характеристика для каждого результата сбора  
получена и сохранена, следует пересчитать ее для тех ресурсов, в которых  
должен быть назначен наибольший приоритет. Это просто реализовать,  
возвращаясь в модуль вычислений с уже известными данными. В случае, если 
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было два упоминания, количественная характеристика умножается на 2. Ана-
логично проводится операция и для другого количества упоминаний. 

После этого производится нормализация данных. Существует несколько 
известных методов проведения нормализации кластеризуемых данных. 

1. Min-max нормализация. В этом случае какой-либо отрезок (к примеру,  
от нуля до единицы) заполняется от одной границы к другой. Максимальное  
и минимальное количественные значения приравниваются к соответствующим 
значениям отрезка, после чего все остальные числа пересчитываются в его рам-
ках. В итоге все данные имеют определенное значение из данного промежутка. 

2. Нормализация стандартным отклонением. Используется приведение 
уже известного распределения к центрированному (с единичным отклоне-
нием). 

3. Десятичное масштабирование. Этот метод одинаково смещает точку  
в десятичных числах. Все данные находятся в окрестности нуля [13]. 

По итогам рассмотрения этих методов становится понятно, что наиболее 
подходящими являются первый и третий. Второй метод применяется, если гра-
ницы не известны. Предлагается использовать в разрабатываемой системе оба 
метода (min-max нормализацию и десятичное масштабирование). 

Характеристика для кластеризации будет использоваться при расчете 
меры расстояния. Помимо этого, необходимо выбрать центры кластеров. 

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЦЕНТРОВ КЛАСТЕРОВ  
И ЖЕЛАЕМЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Из полученных данных для анализа в качестве центров будут выбраны 
наиболее удаленные значения. Это наибольшее и наименьшее количественные 
значения, рассчитанные в результате нормализации [14]. Если количество кла-
стеров k > 2, определяем количество оставшихся центров кластеров: 

 2m k  , (2) 

где k – число кластеров; m – количество оставшихся центров кластеров. 
Первый центр рассчитывается по следующей формуле: 

 1 1
An

m



, (3) 

где m – количество оставшихся центров кластеров; A – количество результатов, 
полученное при сборе данных (с вычтенным числом повторений); in  – первый 
центр кластера. 

Целая часть полученного числа становится новым центром (так же и в по-
следующих формулах). 

Если k > 3 и дробная часть in  > 0.5, следующий центр вычисляется по 
формуле 

 1 1in n i   , (4) 

где in  – первый центр кластера, i ∈ [1, m], m – количество оставшихся центров 
кластеров. 
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Возможно использовать чередование, в котором на каждой нечетной ите-
рации добавляется единица, а на четной – не добавляется.  

В случае, если дробная часть in  < 0.5, следующий центр вычисляется по 
формуле 

 1in n i  , (5) 

где in  – первый центр кластера, i ∈ [1, m], m – количество оставшихся центров 
кластеров. 

После нахождения всех центров начинается процесс кластеризации.  
Используется метод k-средних. При его использовании пространство данных 
разбивается на определяемое заранее количество k кластеров. Далее в исход-
ном наборе выбирается количество объектов, равное k. Проводится вычисле-
ние для каждого из объектов – выбирается наиболее близкий центр. После об-
разования новых кластеров центры пересчитываются и процесс продолжается 
до момента остановки [15]. Более подробно метод рассматривался в [2]. 

В результате получаем количество кластеров, соответствующее первона-
чальным расчетам. Пользователю интересен кластер, который включает в себя 
наибольшее количественное значение. В случае полного совпадения числа эле-
ментов кластера и количества результатов, заданного пользователем, этот кла-
стер является результатом анализа. Если же он больше или меньше, прово-
дится повторная кластеризация по той же процедуре. 

6. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИТОГОВЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ. 
АЛГОРИТМ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ  
И АРХИТЕКТУРА ПОДСИСТЕМЫ 

Можно предложить следующий общий вид подсистемы анализа (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Подсистема анализа 

Fig. 2. An analysis subsystem 
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Модуль вывода результатов анализа представляет итоговые данные поль-
зователю. Показываются ссылки на социальные сети и их подразделы либо же 
интернет-ресурсы, на которых в будущем возможно появление интересующей 
его информации. Эти данные пользователь может сохранить в удобном для 
себя формате. Решено не хранить эту информацию в отдельном модуле, так 
как каждый процесс анализа с течением времени может выдавать различные 
результаты. Это сделано по причине того, что охват социальных сетей и ин-
тернет-ресурсов постоянно меняется. 

Алгоритм работы подсистемы следующий. 
1. Полученные при сборе ресурсы анализируются на уникальность моду-

лем вычислений. Уникальные ресурсы получают приоритет p = 1. В противном 
случае выставляется p > 1 (в зависимости от количества). Количество класте-
ров рассчитывается с учетом введенных параметров анализа. 

2. Происходит переход в модуль сбора характеристик кластеризации.  
Характеристики ресурсов для кластеризации собираются с использованием 
программных комплексов для определения охвата и запросов к API социаль-
ных сетей. 

3. Производится возврат в модуль вычислений. Количественные характе-
ристики пересчитываются для тех результатов, у которых p > 1. Осуществля-
ется нормализация данных. 

4. Происходит переход в модуль кластеризации. Кластеризация произво-
дится по уникальным ресурсам, будь то сообщество в социальной сети или 
обычный сайт. Для кластеризации необходимы постоянные обращения к мо-
дулю сбора. Итоговое количество результатов сравнивается с запрошенным 
количеством желаемых. Если данные числа не равны, операция повторяется 
для текущего или ближайшего кластера, чтобы отбросить или дополнить ре-
зультаты. 

7. АЛГОРИТМ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ  
И АРХИТЕКТУРА СИСТЕМЫ 

Опираясь на ранее спроектированную подсистему сбора [3] и подсистему 
анализа, опишем полную архитектуру системы (рис. 3). 

На рис. 3 X – входные данные для системы; X* – промежуточные данные, 
полученные в результате сбора; A* – ресурсы, на которых располагаются со-
бранные данные; Y* – выходные данные системы. 

Разработан алгоритм функционирования системы. Его блок-схема приве-
дена на рис. 4. 

Алгоритм работы системы с комментариями по каждому из блоков 1–19 
следующий. 

1. Ввод данных на сбор. Ключевые слова вводятся через модуль ввода 
данных на сбор. 

2. Внесение данных в модуль планирования. Введенные ключевые слова 
вносятся в модуль планирования. 

3. Сортировка запросов в модуле задач. Запросы делятся на две группы. 
Первая группа – запросы к классическим социальным сетям (использова-
ние API). Вторая группа – запросы по глобальной сети (использование пар-
синга). Запросы из первой группы вносятся в модуль очереди задач в первую 
очередь, далее вносятся запросы из второй группы. 
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Рис. 3. Архитектура системы 

Fig. 3. The system architecture 

 

 
Рис. 4. Блок-схема алгоритма функционирования системы 

Fig. 4. Block diagram of the system functioning algorithm 
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4. Сбор данных (консолидация). Данные собираются с использованием 
API и парсинга. 

5. Трансформация данных. Данные трансформируются к общему списку. 
Система формирует список групп, каналов, сообществ и пользователей, на 
чьих страницах в социальных сетях расположена необходимая информация. 
Также вносятся в список и прочие интернет-ресурсы. 

6. Очистка данных. Данные очищаются от информации, которая может 
быть отброшена (нахождение ботов, удаленных страниц). 

7. Сохранение результатов в модуле хранения. Данные сохраняются в си-
стеме управления базами данных. 

8. Вывод результатов сбора. Результаты представляются через модуль вы-
вода результатов сбора. 

9. Сохранение результатов сбора. Полученные результаты сбора сохраня-
ются и выгружаются на локальный компьютер (по желанию пользователя). 

10. Ввод параметров анализа. Желаемое количество результатов и желае-
мые ресурсы вводятся через модуль ввода параметров анализа. 

11. Установка приоритетов ресурсам. Полученные при сборе ресурсы ана-
лизируются на уникальность. Уникальные ресурсы получают приоритет p = 1. 
В противном случае выставляется p > 1 (в зависимости от количества). 

12. Расчет количества кластеров. Количество кластеров рассчитывается  
с учетом введенных параметров анализа. 

13. Сбор характеристик кластеризации. Характеристики ресурсов для кла-
стеризации собираются с использованием программных комплексов с целью 
определения охвата и запросов к API социальных сетей. 

14. Нормализация данных. Количественные характеристики пересчиты-
ваются для тех результатов, у которых p > 1. Производится нормализация  
данных. 

15. Кластеризация. Кластеризация производится по уникальным ресур-
сам, будь то сообщество в социальной сети или обычный сайт. 

16. Сравнение количества результатов кластеризации и числа результа-
тов, заданных пользователем. Итоговое количество результатов кластеризации 
сравнивается с запрошенным числом желаемых. 

17. Дополнительная кластеризация. Если числа из шага 16 не равны, кла-
стеризация повторяется для текущего или ближайшего кластера, чтобы отбро-
сить или дополнить результаты (шаги 16 и 17 могут повториться несколько раз). 

18. Вывод результатов анализа. Ресурсы, на которых в будущем возможно 
появление интересующей информации, представляются через модуль вывода 
результатов анализа. 

19. Сохранение результатов анализа пользователем. Полученные резуль-
таты сбора сохраняются и выгружаются на локальный компьютер (по желанию 
пользователя). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предлагается оригинальное решение для архитектуры подсистемы ана-
лиза, отличающееся нелинейным построением. Модуль вычисления и модуль 
кластеризации постоянно обращаются к модулю сбора характеристик класте-
ризации. Такое решение позволяет четко распределить задачи по подсистеме. 
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При реализации системы возможно использование алгоритмов параллельной 
обработки данных для большего быстродействия ее работы. 

Подробно описаны элементы и процессы подсистемы, рассматривается ее 
взаимодействие с пользователем. Предложены методы для подзадач нахожде-
ния числа кластеров, определения их центров, сбора характеристик кластери-
зации, а также возможные варианты нормализации данных. 

По итогам проектирования представлены подробный алгоритм функцио-
нирования всей системы и полная архитектура системы. Предложенный алго-
ритм позволяет решить такие проблемы, как нахождение выходных результа-
тов по параметрам от пользователя, выделение характеристик для кластериза-
ции, нормализация данных. 
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Abstract 
This article discusses the design of a system for collecting and predictive analysis of 

social media data. With the development of the Internet, as well as social media, it has become 
easier to access and distribute information because the network users themselves are both cre-
ators and recipients of varying information. The main type of social media is social networks. 
Facebook, VK, Instagram, YouTube, Twitter, Odnoklassniki, WhatsApp and Telegram mes-
sengers are among the most well-known ones. The most important functions of social media 
are to influence the perception, attitude and final behavior of consumers. 

Predictive analytics is based on automatic search for connections, anomalies and pat-
terns between various factors. To form a predictive model, a large set of statistical modeling 
methods, data mining, machine learning, neural networks and other mechanisms are used. To-
gether with various methods of collecting information from Internet resources, such as parsing 
and social network APIs, predictive analytics can offer the most interesting sources of infor-
mation for the user. In order to combine the methods of predictive analysis and data collection 
methods, it is necessary to take a detailed approach to the system design process. 

In this paper, special attention is paid to the detailed description of the second of the 
main parts of the system (the analysis subsystem). In addition, the full architecture and  
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algorithm of operation are highlighted. The results obtained will be used in further develop-
ment, and it is planned to use them in full. Working on this topic will facilitate the process of 
subsequent testing and research of the system. 

Keywords: social media, predictive analysis, system design, architecture, algorithm of 
functioning, data analysis, API, parsing 
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О распознавании автора текстового фрагмента  
на основе частотности буквенных биграмм* 
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На примере модельной коллекции таджикских литературных произведений изучается за-
дача о возможности определения авторства фрагмента текста минимального размера, извлечен-
ного из коллекции. Рассматривается модельная коллекция текстов таджикского языка, состав-
ленная из произведений классической поэзии и современной прозы на кириллической графике. 
Каждому произведению сопоставлен цифровой портрет – распределения частотностей символь-
ных биграмм. Для решения проблемы идентификации авторов текстов биграммы вполне прием-
лемы как количественные характеристики. В качестве инструмента реализации задачи исполь-
зуется γ-классификатор, позволяющий по частотности элементов алфавитно-буквенных би-
грамм с достаточно высокой степенью эффективности идентифицировать авторов текстовой ин-
формации. Математическая модель γ-классификатора представляется в виде триады. Ее первым 
компонентом является цифровой портрет (ЦП) текста – распределение в тексте частотности бук-
венных биграмм; вторым компонентом служит формула для вычисления расстояний между ЦП 
текстов и третьим – алгоритм машинного обучения. Настройка алгоритма, использующего таб-
лицу парных расстояний между всеми произведениями модельной коллекции, заключалась  
в определении оптимального значения вещественного параметра γ, для которого минимизиру-
ется ошибка нарушения гипотезы «однородности». Также установлено, что с помощью γ-клас-
сификатора по цифровому портрету удается идентифицировать авторов произведений на та-
джикском языке. Путем применения метрического классификатора и методом ближайшего  
(по расстоянию) соседа удалось идентифицировать авторов убывающих по размерам последо-
вательности текстовых фрагментов от величины в 7000 слов (40 000 символов) вплоть до 20 слов 
(100 символов). Определен минимальный объем выборки слов или символов для распознавания 
автора таджикского текста. Описаны результаты экспериментов с минимальным объемом вы-
борки слов (символов) для распознавания автора текста. 

Ключевые слова: текст, фрагмент, символ, слова, биграмм, цифровой портрет текста, ча-
стотность, ближайший сосед, классификатор, идентификация 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей статье с использованием γ-классификатора [1, 2] и цифро-
вого текстового портрета [3], характеризующего распределение частотности 
буквенных биграмм, приводится описание процесса идентификации авторов 
произведений таджикского текста. Отметим, что ранее аналогичный вопрос 
изучался именно для символьных (буквенных) униграмм, биграмм и триграмм 
с учетом пробела [4]. Существенным моментом в сравнении с нашим преды-
дущим исследованием [5, 8–15] является изучение вопроса о минимально до-
пустимом размере текстового фрагмента, для которого удается получить удо-
влетворительный результат решения рассматриваемой задачи. Отметим также, 
что в сравнении с исследованием [4] выбора фрагментов из текстов, извлечен-
ных из «начала», «середины» и «окончания» произведений, решается задача 
по отдельности для поэзий и прозы. 

В дополнение уместно отметить, что в монографии [16] представлен об-
ширный обзор работ по идентификации авторов текстов на основе разнообраз-
ных цифровых портретов текстов и применяемых методов классификации. 

Модельная коллекция текстов, на которой разворачивается наше исследо-
вание, та же самая, что и в [5]. 

Обработка коллекционного материала происходила в 4 этапа. 
Этап 1. Выбор двух произведений различных авторов – «Рустам ва Сух-

роб» А. Фирдоуси и «Дохунда» С. Айни. Из каждого произведения извлека-
лось по 9 случайных выборок текстовых фрагментов, размеры которых в сло-
вах и символах показаны в табл. 1. 

Таблица 1 
Table 1 

Информация о размерах фрагментов в словах и символах  
Information on the sizes of fragments in words and symbols 

Номер 
фрагмента 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Число слов 7000 3500 1700 900 450 250 130 60 20 
Число  

символов 40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

 
Как видно из таблицы, размеры фрагментов уменьшаются от номера к но-

меру. 
Замечание. Формальное деление числа символов на соответствующее 

ему число слов не будет означать среднюю длину слова, исчисляемую количе-
ством букв, поскольку к символам помимо букв относятся также знаки препи-
нания и арифметических операций, цифры, обозначения.  

Этап 2. Для каждого фрагмента выбранных произведений строится циф-
ровой портрет, который определяется распределением частотности буквенных 
биграмм, содержащихся в рассматриваемом фрагменте. 

Цифровой портрет представляется в табличном виде: 

1 2 1225

: 1 2 ... 1225
: ... ,

N
P p p p  
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в котором первая строка – номера биграмм, расположенных в алфавитном по-
рядке, а вторая – относительные частоты встречаемости буквенных биграмм  
в тексте Т, причем 1225

1 1.ii p   
Этап 3. Вычисление расстояний 1 2( ,  )T T  между цифровыми портре-

тами 9 фрагментов 1T  и 12 произведениями 2T  рассматриваемой коллекции 
текстов. Соответствующие вычисления производились по формуле 

 (1) (2)
1 2 1

1225( ,  ) max
2

s
i iis

T T p p   , (1) 

где (1)
ip  и (2)

kp  – частоты встречаемости в фрагментах 1T  и в произведе- 
ниях 2T  буквенных биграмм  i  (i = 1,…, 1225) и (s = 1,…, 1225). 

Этап 4. Определение автора текстового фрагмента производится мето-
дом ближайшего соседа [6, 7]. Сущность метода заключается в том, что клас-
сифицируемый фрагмент 1T  объявляется принадлежащим тому автору, чье 
произведение 2T  в сравнении с другими произведениями оказывается наибо-
лее «сходным» с фрагментом. Иными словами, рассматриваемые объекты яв-
ляются ближайшими соседями, и расстояния между их цифровыми портре-
тами минимальны в сравнении с прочими расстояниями. 

Полученные результаты сведены в две группы таблиц (табл. 2–4 и 5–7). 
В ячейках таблиц представлены расстояния от 12 произведений модельной 
коллекции текстов до девяти фрагментов из романа С. Айни «Дохунда»  
(в 1-й группе) и до 9 фрагментов из поэмы А. Фирдоуси «Рустам ва Сухроб» 
(во 2-й группе). 

В этих таблицах используются те же сокращения для имен авторов и 
названий произведений, что и в статье [5], а именно: А. Фирдоуси «Бежан бо 
Манижа» (АФ, Б&М, 14799) и «Рустам ва Сухроб» (АФ, Р&С, 16355); 
Дж. Руми «Маснавии Маънави, Дафтари 1» (ЧР, ММ1, 48713) и «Маснавии 
Маънави, Дафтари 2» (ЧР, ММ2, 41661); А. Суруш «Дафтари 1» (АС, Д1, 7890) 
и «Дафтари 2» (АС, Д2, 9322); С. Айни «Одина» (СА, О, 25446), «Ахмади 
Девбанд» (СА, АД, 7480), «Дохунда» (СА, Д, 71134) и «Марги судхур»  
(СА, МС, 48801); С. Турсун «Нисфирузи» (СТ, Н, 9936) и «Повести Камони 
Рустам» (СТ, ПКР, 4041). Для авторов и их произведений приняты обозначе-
ния, указываемые в скобках: первые две буквы – это инициалы авторов, вто-
рые – сокращенные шифры текстов, третьи – число слов в произведениях. 

В последующих таблицах первые 2 колонки указывают авторов и их про-
изведения, а ячейки девяти других колонок – значения расстояний фрагментов 
различных длин до соответствующих произведений, вычисленные по фор-
муле (1). Отметим также, что в названиях таблиц используются фразы о фраг-
ментах, извлеченных из «начала», «середины» и «окончания» произведений, 
тем самым в определенном смысле подчеркивается случайный характер вы-
бора фрагментов из текстов произведений. 

Закрашенные ячейки этой таблицы показывают, что из четырех фрагмен-
тов, взятых из «начала» романа С. Айни «Дохунда», все 4 оказались ближай-
шими соседями для самой произведения. Кроме того, еще 3 фрагмента (разме-
рами в 2500, 1200 и 600) оказались ближайшими соседями для поэмы Дж. Руми  
«Маснавии Маънави, Дафтари 1». Интересно, что 2 самых маленьких  
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фрагмента (в 300 и 100 символов) оказались ближайшими соседями для поэм 
А. Фирдоуси «Рустам ва Сухроб» и «Бежан бо Манижа». 

Таблица 2 
Table 2 

Расстояния между цифровыми портретами произведений из коллекции текстов 
и фрагментами, извлеченными из «начала» романа С. Айни «Дохунда» 

Distances between digital portraits of works from the collection of texts and fragments 
extracted from the “beginning” of the Dohunda novel by S. Aini 

Авторы 
(произв.) 

Длина фрагментов (в символах) 
40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

АФ Р&С 0.5573 0.5982 0.6717 0.7503 1.0922 1.2611 1.6813 1.5618 2.3129 
Б&М 0.6544 0.6716 0.6682 0.7212 1.1462 1.3140 1.7159 1.6335 2.2528 

ЧР ММ1 0.7584 0.8357 0.7952 1.0484 0.9381 1.1166 1.4725 1.7174 2.4685 
ММ2 0.8130 0.8841 0.8559 1.1104 1.0265 1.2275 1.5834 1.7827 2.5338 

АС Д1 0.4965 0.5156 0.9310 0.9761 1.2956 1.4943 1.8959 2.1686 2.9197 
Д2 0.3919 0.4851 0.7735 0.7849 1.1836 1.3003 1.7000 1.9239 2.6749 

СТ Н 0.4577 0.4234 0.7571 0.7876 1.2746 1.4555 1.8483 2.1166 2.8677 
ПКР 0.5441 0.5874 0.8607 0.8800 1.2978 1.4787 1.8927 2.2428 2.9939 

СА 

О 0.3130 0.3175 0.6645 0.7096 1.0283 1.2285 1.6214 2.0498 2.8009 
АД 0.5506 0.6049 1.0013 0.9192 1.3278 1.4543 1.8821 2.2721 3.0232 
Д 0.1232 0.1482 0.6078 0.6529 0.9750 1.1686 1.5704 1.9388 2.6899 
МС 0.2562 0.2456 0.6564 0.7016 1.0170 1.2144 1.5983 1.9371 2.6882 

 

Таблица 3 
Table 3 

Расстояния между цифровыми портретами произведений из коллекции текстов 
и фрагментами, извлеченными из «середины» романа С. Айни «Дохунда» 

Distances between digital portraits of works from the collection of texts and fragments 
extracted from the “middle” of the Dohunda novel by S. Aini 

Авторы 
(произв.) 

Длина фрагментов (в символах) 
40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

АФ Р&С 0.5732 0.8167 0.7396 1.0583 0.9825 1.0452 1.1623 1.7480 1.6993 
Б&М 0.7022 0.9456 0.8792 1.1253 1.1185 1.1427 1.2877 1.7797 1.6941 

ЧР ММ1 0.7356 1.0244 0.9692 1.1792 1.0078 1.1868 1.3460 2.0187 1.9645 
ММ2 0.7907 1.0878 1.0124 1.2333 1.0619 1.2722 1.3939 2.0629 2.0087 

АС Д1 0.5232 0.6087 0.6365 0.7520 0.6976 0.8247 0.9005 1.5000 1.6306 
Д2 0.4695 0.6444 0.6177 0.8370 0.8024 0.9197 0.9955 1.5950 1.5978 

СТ Н 0.4576 0.6337 0.5411 0.7787 0.7073 0.8797 0.9555 1.5550 1.6652 
ПКР 0.5479 0.5887 0.5823 0.6048 0.6376 0.6899 0.7863 1.4214 1.8266 

СА 

О 0.2970 0.2827 0.3377 0.3843 0.3892 0.5474 1.2148 1.2685 1.4150 
АД 0.6741 0.7069 0.6588 0.5567 0.7036 0.6747 0.9854 1.4066 1.9524 
Д 0.1766 0.4375 0.3604 0.5681 0.5244 0.7299 1.0766 1.4519 1.4266 
МС 0.2846 0.3704 0.3081 0.4759 0.4246 0.6376 1.0314 1.3129 1.4253 

 
Как видно из табл. 2, для восьми фрагментов, взятых из «середины» ро-

мана «Дохунда», один фрагмент оказался ближайшим соседом для самого про-
изведения, один фрагмент – ближайшим соседом для «Марги судхур» и 6 фраг-
ментов – ближайшими соседями для «Одина». Кроме того, всего лишь один 
фрагмент (размером в 600 символов) оказался ближайшим соседом для произ-
ведения С. Турсуна «Повести Камони Рустам». 
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Таблица 4 
Table 4 

Расстояния между цифровыми портретами произведений из коллекции текстов 
и фрагментами, извлеченными из «окончания» романа С. Айни «Дохунда» 

Distances between digital portraits of works from the collection of texts and fragments 
extracted from the “end” of the Dohunda novel by S. Aini 

Авторы 
(произв.) 

Длина фрагментов (в символах) 
40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

АФ Р&С 0.5628 0.6208 0.5537 0.6202 0.6871 0.9209 0.8734 1.7209 1.9824 
Б&М 0.6697 0.7422 0.6638 0.7522 0.8067 0.9392 0.8917 1.7392 2.0540 

ЧР ММ1 0.7293 0.7597 0.7709 0.8398 0.9750 1.1842 1.1367 1.9842 1.8407 
ММ2 0.7834 0.8120 0.8192 0.8353 1.0301 1.1866 1.1438 1.9587 1.8086 

АС Д1 0.5978 0.5670 0.7384 0.5152 0.8140 1.0133 0.9722 1.8133 2.1899 
Д2 0.4811 0.3955 0.4918 0.5168 0.8001 1.0124 0.9649 1.8124 2.0716 

СТ Н 0.5052 0.4906 0.6405 0.4039 0.6616 0.9098 0.9120 1.7098 2.2713 
ПКР 0.6484 0.6176 0.7889 0.5160 0.4772 0.6742 1.0508 1.8593 2.3876 

СА 

О 0.3654 0.3270 0.4934 0.4218 0.4954 0.7064 0.9380 1.9927 2.5028 
АД 0.5793 0.4900 0.6613 0.5182 0.5652 0.8035 1.0971 2.2048 2.7042 
Д 0.2219 0.1888 0.3601 0.3788 0.5171 0.7438 0.7492 1.8338 2.3522 
МС 0.2999 0.2691 0.4404 0.4816 0.5185 0.7634 0.9229 1.9314 2.4918 

 
Для фрагментов из «конца» романа «Дохунда» (размерами не менее 5000 

и 600 символов) основной результат тот же, что и в двух предыдущих случаях: 
ближайшими для них соседями служат только произведения С. Айни. Кроме 
того, всего лишь один фрагмент (размером в 100 символов) оказался ближай-
шим соседом для поэмы Дж. Руми «Маснавии Маънави, Дафтари 2». Инте-
ресно, что 3 других фрагмента (размерами в 2500, 1200 и 300) оказались бли-
жайшими соседями для произведений С. Турсуна «Повести Камони Рустам»  
и «Нисфирузи». 

Таблица 5 
Table 5 

Расстояния между цифровыми портретами произведений из коллекции текстов 
и фрагментами, извлеченными из «начала» поэмы А. Фирдоуси  

«Рустам ва Сухроб» 

Distances between digital portraits of works from the collection of texts and fragments 
extracted from the “beginning” of the Rustam & Suhrob poem by A. Firdousi 

Авторы 
(произв.) 

Длина фрагментов (в символах) 
40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

АФ Р&С 0.1546 0.1875 0.4082 0.4992 0.5481 0.8051 1.1439 1.3656 4.5971 
Б&М 0.2449 0.2787 0.4306 0.4558 0.5225 0.7216 0.9941 1.3299 4.6489 

ЧР ММ1 0.4687 0.5032 0.6811 0.8072 0.8467 1.1006 1.3661 1.5885 4.2512 
ММ2 0.5336 0.5681 0.7458 0.8851 0.9092 1.1616 1.4271 1.6495 4.2329 

АС Д1 0.9457 0.9818 1.1572 1.2691 1.3285 1.5824 1.8478 2.0703 4.8321 
Д2 0.7414 0.7701 0.9494 1.0648 1.1243 1.3782 1.6435 1.8661 4.6062 

СТ Н 0.8734 0.9063 1.0663 1.2237 1.2471 1.4468 1.7121 1.9346 4.7704 
ПКР 1.0088 1.0431 1.2001 1.3605 1.3809 1.5375 1.8316 2.0216 4.8087 

СА 

О 0.8587 0.8447 1.0526 1.1802 1.2274 1.2817 1.6181 1.7696 5.0472 
АД 0.9738 0.9976 1.1677 1.3137 1.3856 1.5231 1.8619 1.9381 5.1542 
Д 0.6547 0.6429 0.8486 0.9774 1.0246 1.2165 1.5178 1.7043 4.8671 
МС 0.7363 0.7583 0.9302 1.0455 1.1163 1.2878 1.5532 1.7757 4.9891 
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В табл. 5–7 девять фрагментов выбираются из поэмы А. Фирдоуси «Ру-
стам ва Сухроб». Закрашенные ячейки этой таблицы показывают, что из 
восьми фрагментов, взятых из «начала» поэмы А. Фирдоуси «Рустам ва Сух-
роб», 3 оказались ближайшими соседями для самой поэмы, а 5 – ближайшими 
соседями для «Бежан бо Манижа». Кроме того, всего лишь один фрагмент (раз-
мером в 100 символов) оказался ближайшими соседом для поэмы Дж. Руми 
«Маснавии Маънави, Дафтари 2». 

Таблица 6 

Table 6 

Расстояния между цифровыми портретами произведений из коллекции текстов 
и фрагментами, извлеченными из «середины» поэмы А. Фирдоуси «Рустам  

ва Сухроб» 
Distances between digital portraits of works from the collection of texts and fragments 

extracted from the “middle” of the Rustam & Suhrob poem by A. Firdousi 

Авторы 
(произв.) 

Длина фрагментов (в символах) 
40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

АФ 
Р&С 0.0801 0.2232 0.3465 0.7885 0.6762 0.6125 0.7236 2.4113 1.5991 
Б&М 0.2058 0.2326 0.3856 0.7948 0.6072 0.5566 0.7761 2.3231 1.7191 

ЧР 
ММ1 0.5624 0.5867 0.7125 1.1195 1.1087 0.9869 1.1738 2.5881 1.3655 
ММ2 0.6155 0.6345 0.7721 1.1617 1.1349 1.0401 1.2224 2.6382 1.4321 

АС 
Д1 0.8553 0.8839 0.7788 0.6378 0.7845 0.8601 1.0698 3.0289 1.8648 
Д2 0.6511 0.6599 0.5745 0.7457 0.7249 0.7512 0.8533 2.8102 1.6723 

СТ 
Н 0.7526 0.8194 0.6739 0.6135 0.6888 0.7802 0.9861 2.9363 1.7576 

ПКР 0.8871 0.9548 0.8106 0.6946 0.8351 0.9169 1.1228 3.0518 1.8553 

СА 

О 0.8573 0.8623 0.6692 0.4569 0.5918 0.7255 0.9591 2.9402 1.5882 
АД 0.9826 0.9774 0.7842 0.5721 0.7092 0.8406 1.0741 3.1706 1.9954 
Д 0.6533 0.6583 0.4652 0.5612 0.4701 0.5329 0.7551 2.8259 1.5417 
МС 0.7349 0.7399 0.5467 0.4473 0.4866 0.6031 0.8366 2.8478 1.5855 

 
Закрашенные ячейки этой таблицы показывают, что из пяти фрагментов, 

взятых из «середины» поэмы А. Фирдоуси «Рустам ва Сухроб», 4 оказались 
ближайшими соседями для самой поэмы, а один фрагмент – ближайшим сосе-
дом для «Бежан бо Манижа». Кроме того, всего лишь один фрагмент (разме-
ром в 100 символов) оказался ближайшим соседом для поэмы Дж. Руми «Мас-
навии Маънави, Дафтари 1». Интересно, что три других фрагмента (размерами 
в 5000, 2500 и 1200) оказались ближайшими соседями произведений С. Айни 
«Марги судхур» и «Дохунда». 

Как видно из табл. 6, для восьми фрагментов, взятых из «конца» поэмы 
А. Фирдауси «Рустам ва Сухроб», 6 оказались ближайшими соседями для са-
мой поэмы, а 2 – ближайшими соседями для «Бежан бо Манижа». Кроме того, 
всего лишь один фрагмент (размером в 300 символов) оказался ближайшим 
соседом для произведения С. Айни «Ахмади Девбанд». 
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Таблица 7 

Table 7 

Расстояния между цифровыми портретами произведений из коллекции текстов 
и фрагментами, извлеченными из «окончания» поэмы А. Фирдоуси «Рустам  

ва Сухроб» 

Distances between digital portraits of works from the collection of texts and fragments 
extracted from the “end” of the Rustam & Suhrob poem by A. Firdousi 

Авторы 
(произв.) 

Длина фрагментов (в символах) 
40 000 20 000 10 000 5000 2500 1200 600 300 100 

АФ Р&С 0.1246 0.1531 0.1984 0.4345 0.4677 0.4627 0.6423 1.3389 4.0598 
Б&М 0.2475 0.2311 0.2388 0.4905 0.3773 0.4905 0.6784 1.3789 3.9715 

ЧР ММ1 0.6055 0.5878 0.5971 0.7289 0.5801 0.9481 1.0529 1.5929 4.2365 
ММ2 0.5417 0.5269 0.5818 0.7849 0.6361 0.9959 0.9873 1.6322 4.2867 

АС Д1 0.7065 0.7092 0.8487 0.9051 0.8217 0.6754 1.0173 1.1852 4.6725 
Д2 0.5022 0.4627 0.6021 0.6585 0.7147 0.5423 0.8131 1.2518 4.5101 

СТ Н 0.6137 0.6284 0.7771 0.8261 0.7274 0.5776 0.9403 1.2659 4.5848 
ПКР 0.7473 0.7637 0.9105 0.9556 0.8722 0.7261 1.0225 1.1005 4.7781 

СА 

О 0.7797 0.7396 0.7767 1.0118 0.9397 0.8122 1.0347 1.3253 4.8335 
АД 0.9465 0.9064 0.9214 1.1816 1.1531 0.9964 1.0721 1.0502 4.9397 
Д 0.6013 0.5612 0.5762 0.8271 0.7557 0.7469 1.0266 1.3011 4.6307 
МС 0.7167 0.6766 0.6916 0.9486 0.8765 0.7351 0.9432 1.2235 4.6988 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, результаты, представленные в таблицах, показывают, что 

ближайшими соседями по отношению к выбранным фрагментам являются  
в основном произведения именно того же автора, из произведения которого из-
влекались сами фрагменты. В иной интерпретации это значит, что методом бли-
жайшего соседа путем вычисления расстояний по формуле (1) представляется 
возможным установить авторство достаточно малого фрагмента литературного 
произведения, причем для поэтических произведений (в сравнении с прозаиче-
скими) более успешно. 

Для художественных текстов можно предложить оценку эффективности 
применяемого метода, опираясь на вполне естественную гипотезу, согласно кото-
рой фрагмент, извлекаемый из какого-либо произведения, должен быть «однород-
ным» с любыми произведениями одного и того же автора. На языке «расстояний» 
этому соответствует утверждение о том, что ближайшими соседями искомого 
фрагмента являются, прежде всего, произведения того же автора.   

Для прозаического произведения по данным табл. 2 метод ближайшего 
соседа безошибочно определяет автора фрагментов, состоящих из не менее 
5000 символов. 

По данным табл. 3 метод безошибочно определяет автора восьми фраг-
ментов из девяти и для одного фрагмента (размером 600 символов) допускает 
ошибку. 

По данным табл. 4 метод ближайшего соседа безошибочно определяет ав-
тора пяти фрагментов из девяти и для четырех фрагментов (размерами 2500, 
1200, 300 и 100 символов) допускает ошибку. 

Для поэтического произведения по данным табл. 5 метод ближайшего со-
седа безошибочно определяет автора восьми фрагментов из девяти и для од-
ного фрагмента (размером 100 символов) допускает ошибку. 
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По данным табл. 6 метод безошибочно определяет автора пяти фрагмен-
тов из девяти и для четырех фрагментов размерами 5000, 2500, 1200 и 300 сим-
волов допускает ошибку. 

По данным табл. 7 метод ближайшего соседа безошибочно определяет ав-
тора восьми фрагментов из девяти и для одного фрагмента размером 300 сим-
волов допускает ошибку. 
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Abstract 
On the example of a model collection of Tajik literary works, the problem of the possibility 

of determining the authorship of a fragment of the text of the minimum size extracted from the 
collection is studied. A model collection of texts in the Tajik language composed of works of 
classical poetry and modern prose in Cyrillic graphics is considered. Each piece is associated 
with a digital portrait - the distribution of the frequencies of symbolic bigrams. To solve the 
problem of identifying the authors of texts, bigrams are quite acceptable quantitative character-
istics. A γ-classifier is used as a tool for implementing the task, which allows the authors of 
textual information to be identified by the frequency of elements of alphabetic bigrams with a 
sufficiently high degree of efficiency. The mathematical model of the γ-classifier is represented 
as a triad. Its first component is a digital portrait (DP) of the text - the distribution of the frequency 
of bigrams in the text; the second component is formulas for calculating the distances between 
the DP texts and the third is a machine learning algorithm. The tuning of the algorithm using a 
table of paired distances between all products of the model collection consisted in determining 
an optimal value of the real parameter γ, for which the error of violation of the “homogeneity” 
hypothesis is minimized. It was also found that with the help of a γ-classifier by a digital portrait, 
it is possible to identify the authors of works in the Tajik language. By using the metric classifier 
and the method of the nearest (in terms of distance) neighbor, it was possible to identify the 
authors of decreasing sequences of text fragments from 7000 words (40,000 characters) up  
to 20 words (100 characters). The minimum volume of a sample of words or symbols for recog-
nition of the author of a Tajik text has been determined. The results of experiments with a mini-
mum sample size of words (characters) for recognizing the author of a text are described. 

Keywords: text, fragment, symbol, words, bigram, digital portrait of text, frequency, near-
est neighbor, classifier, identification 
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В настоящей статье приведены результаты исследования различных переходных режимов 
насосного агрегата нефтеперекачивающей станции, в частности, токи статора приводного элек-
тродвигателя и скоростной характеристики вращения его ротора. Характеристики насосного аг-
регата могут весьма существенно изменяться в процессе работы. Это обусловлено тем, что па-
раметры перекачиваемой нефти практически непрерывно изменяются, также происходит физи-
ческий износ деталей насосного агрегата, особенно подвержено износу рабочее колесо. Входной 
и выходной переменными данного объекта являются, соответственно, время и угловая скорость 
вращения его ротора. Совокупность приведенных выше факторов оказывает значительное вли-
яние на изменение скорости вращения ротора в процессе эксплуатации, что может отрицательно 
сказаться на работе системы в целом. С целью устранения влияния внешних факторов на работу 
насосного агрегата зависимость между входной и выходной переменными была описана обык-
новенным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами. Цель работы за-
ключается в том, чтобы проиллюстрировать возможности и «технологию» применения алго-
ритма чувствительности для оценивания параметров данного уравнения и показать, что предло-
женные метод и реализующий его численный алгоритм позволяют вполне успешно решать рас-
сматриваемую задачу, и они пригодны для решения многих подобных прикладных задач, свя-
занных с оцениванием параметров обыкновенных дифференциальных уравнений. 

По результатам работы предлагаемые метод и реализующий его численный алгоритм по-
казали свою работоспособность и могут быть в дальнейшем использованы для автоматизации 
реальных объектов управления в различных отраслях науки и техники. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, алгоритм чувствительности, метрика, 
объект управления, асинхронный электродвигатель переменного тока, математическая модель, 
экстремальная задача, частоты вращения ротора 
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ВВЕДЕНИЕ 

Как известно [1, 2], для описания количественных связей между перемен-
ными, характеризующими поведение динамических объектов во времени, ча-
сто применяются всевозможные классы дифференциальных уравнений [3–5]. 
Выбор класса такого уравнения должен учитывать известные теоретические 
представления в физике, химии, экономике и т. д., а также основополагающие 
процессы и механизмы, определяющие функционирование изучаемого объ-
екта [6–9]. Определение значений параметров выбранного класса дифферен-
циального уравнения при этом сводится к задаче минимизации какой-либо 
метрики, характеризующей расстояние между измеренными значениями вы-
хода объекта и решениями дифференциального уравнения, вычисленными при 
тех же значениях входа объекта, соответствующих измеренным значениям его 
выхода [10–12].  

Для нахождения значений параметров дифференциального уравнения 
воспользуемся алгоритмом чувствительности [13], суть которого приводится 
ниже. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В качестве исходных данных в выполненных нами исследованиях были 
использованы данные, полученные путем непосредственных измерений на 
реальном объекте в лаборатории НИИ ЭлеСи. На рис. 1–3 приведены 
зависимости момента, скорости вращения ротора и токов статора от времени 
приводного электродвигателя насосного агрегата (НА) при различных 
режимах его эксплуатации. Для исследований и моделирования были 
использованы файлы данных формата dat. 

 

 
Рис. 1. Режим работы электродвигателя с номинальным моментом 

Fig. 1. The operating mode of the electric motor with a rated torque 

На рис. 1–3 цифрой 1 обозначена зависимость скорости вращения ротора 
НА от времени ( )t , цифрой 2 – переменное напряжение питания электродви-
гателя u(t) и цифрой 3 – ток статора i(t). 
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Рис. 2. Режим работы электродвигателя на холостом ходу 

Fig. 2. The mode of operation of the electric motor at idle speed 
1.  
2.  
3.  
4.  

 
Рис. 3. Режим работы электродвигателя на упор 

Fig. 3. The mode of operation of the electric motor at the stop 

Кроме отмеченного выше, в качестве исходной информации были исполь-
зованы некоторые данные, содержащиеся в руководящих документах (РД), 
определяющих требования к проектированию магистральных нефтепроводов. 

2. ВЫБОР КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

Для решения поставленной задачи с учетом существующих ограничен-
ных возможностей по сбору измеренных значений частоты вращения ротора 
приводящего электродвигателя или, что то же самое, вала насоса и тока ста-
тора было решено использовать один из классов дифференциальных урав- 
нений.  

Выбор дифференциального уравнения для моделирования процесса за-
пуска и выхода на установившийся режим асинхронного электродвигателя, 
приводящего в действие насосный агрегат, осуществлялся исходя из физиче-
ских особенностей процесса и объекта. Для реализации поставленной задачи 
были проведены экспериментальные исследования различных классов  
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дифференциальных уравнений, сравнительные характеристики применения 
которых для моделирования рассматриваемого процесса приведены в таб-
лице. В результате проделанной работы было выбрано дифференциальное 
уравнение второго порядка с тремя слагаемыми (таблица), которое описы-
вает исследуемый процесс с требуемой точностью. Определение значений 
параметров выбранного класса дифференциального уравнения сводилось к 
задаче минимизации квадратичной метрики [6]. 

Для реализации поставленной цели была написана программа в среде мо-
делирования Matlab, с помощью которой были проведены все эксперименталь-
ные исследования.  

 

Классы дифференциальных уравнений 

Classes of differential equations 

Вид дифференциального уравнения S, шум 
0 % 

S, шум  
5 % 

S, шум  
10 % 

1 2 ( ) ( )d a a u t t
dt

     0,0042 0,01 0,08 

1 ( )d a t
dt

    0,0045 0,01 0,08 

2
( ) ( )1 2 32

d da a a u t t
dtdt

 
      0,0037 0,008 0,04 

2

1 22 ( )d da a t
dtdt

 
     0,0038 0,0082 0,041 

 
В таблице S – метрика между измеренными и вычисленными значениями 

частоты вращения ротора при различных уровнях шумов; u(t) – переменное 
напряжение питание электродвигателя, при моделировании данная функция 
использовалась еще и как единичная функция u (t) = 1; ε (t) – функция, характе-
ризующая внешнее возмущение, задавалась с помощью специальной про-
граммы, генерирующей шумы с нормальным законом распределения.  

Объектом исследования является разгонная характеристика электродви-
гателя. Входной и выходной переменными объекта являются время и скорость 
вращения ротора двигателя, связь между данными переменными описывается 
обыкновенным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициен-
тами, определяемым с точностью до набора его постоянных коэффициентов, 
численные значения которых нам неизвестны. Для нахождения этих коэффи-
циентов была сформулирована следующая вычислительная задача. 

Во-первых, в результате экспериментов было установлено, что скорость 
вращения ротора электродвигателя ω от времени t с высокой точностью опи-
сывается при помощи следующего дифференциального уравнения: 

 
2

1 22 ( )d da a w t
dtdt

 
    , (1) 

где ε (t) – функция, определяющая внешнее воздействие.  
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Во-вторых, предполагалось, что существует конечное число N пар изме-
рений вида 

 , ,  1, ,i it i N   (2) 

где i  – значение скорости вращения вала в момент времени it . 
В-третьих, для оценки ошибки описания измерений уравнением (1) вос-

пользуемся хорошо известной евклидовой метрикой S, вычисляемой в соответ-
ствии с соотношением 

  
1 2

2

1
( ,  )

N
i i

i
S a t



 
    
 



 , (3) 

где i  и  ,  ia t
  – соответственно измеренные и вычисленные значения ча-

стоты вращения ротора электродвигателя. 
Как непосредственно видно из равенства (3), метрика S является функ-

цией оценок a  неизвестных параметров уравнения (1), и, таким образом, ее 
использование позволяет свести задачу отыскания данных оценок к решению 
экстремальной задачи вида 

 argmin .a S


 (4) 

В равенстве (4) символ argmin  означает, что необходимо выбирать такие 
оценки а , при которых метрика S принимает минимальное значение. Выбор 
именно таких оценок а  в оговоренных выше условиях является, очевидно, 
вполне разумным и логически обоснованным. 

3. НОВЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

Для решения экстремальной задачи (4) применим хорошо известный ал-
горитм чувствительности, основанный на использовании функций чувстви-
тельности ),(  iW a t

 по оценкам параметров ai , определяемых соотношениями 

 ( ,  )( ,  ) ,   1,4.i
i

a tW a t i
a


 




  (5) 

Данный алгоритм является итерационным, на каждой итерации выполня-
ется последовательность численных операций, необходимых для формирова-
ния и решения системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) [14, 15] 
относительно оценок а . Допустим, что уже выполнено l – 1 итераций и вектор 
оценок 1la   вычислен. Представим вектор новых оценок параметров lа  соот-
ношением вида 

 1l l la a a 
  

, (6) 

где la   – вектор поправок оценок 1la  . 
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Разложим функцию ( ,  )la t
  в окрестности значений 1la   в ряд Тейлора, 

ограничившись линейным приближением. В результате получим 

 
1 1

1
1 4

1 4

( ,  ) ( ,  )( ,  ) ( ,  ) ... ,   1, .
l l

l l a t a tw a t w a t a a i N
a a

 
  

      
 

 
   (7) 

Воспользовавшись соотношениями (5), представим выражение (7) равен-
ством вида 

      1 1 1
1 1 4 4( ,  ) ,  ,  ... ,  ,   1,4.l l l l

i i iw a t w a t W a t a W a t a i        
     (8) 

Проанализировав равенство (8), легко увидеть следующее: 
1) оно является линейным уравнением относительно поправок la   при 

любых значениях аргумента t; 
2) если функция 1( ,  )la t

  и функции чувствительности 1( ,  )l
iW a t  из-

вестны, можно скомпилировать достаточно большое количество СЛАУ отно-
сительно поправок .la   

Одну из таких СЛАУ можно получить, если в качестве ее решения ис-
пользовать поправки ,la

  являющиеся решением экстремальной задачи (4). 
Для этого достаточно: 1) заменить в (3) значения  ,  ia t

  правыми частями 
равенств (6); 2) вычислить производные полученной функции по поправкам 

,  1,4,l
ia i   и производные l

iS da  при этом приравнять нулю. 
Выполнив все расчеты, получим СЛАУ вида 

 l lB a 


, (9) 

где l – четырехмерный вектор и матрица B размером 4 × 4, определяемые 
равенствами: 
 ( )l T l

lW a  
 ; (10) 

 ( )T
l lB W W , (11) 

где lW  – матрица, элементы которой вычисляются в соответствии с равен-
ствами 

 
 1,  

,   1, ,   1,4
l

i
ij

j

a t
w i N j

a


  


. (12) 

Здесь ijw  – значения функций чувствительности jW  в момент времени ;it   
Т – символ операции транспонирования векторов и матриц. 

Поскольку оценки 1la   известны, заменим ими неизвестные коэффици-
енты уравнения (1), задав при этом начальные условия. В результате получим 
задачу Коши, для ее решения воспользуемся хорошо известным методом 
Рунге – Кутты. Этим же методом можно вычислить и функции чувствительно-
сти 1( ,  )l

iW a t , 1,4,i   и, таким образом, получить все исходные данные, не-
обходимые для формирования СЛАУ. Решив полученную СЛАУ, будем иметь 
поправки la   и, воспользовавшись равенством (6), можем вычислить новые 

оценки la . И на этом l-ю итерацию решения задачи (3) заканчиваем. 
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ  

На рис. 4 приведены результаты экспериментальных исследований, ха-
рактеризующие точность и работоспособность синтезированной математиче-
ской модели; изображена зависимость скорости вращения вала насосного аг-
регата ω от времени t и соответствующая ей оценка, вычисленная с помощью 
предложенного алгоритма значения коэффициентов уравнения (1): 

1 2 3 420,1492;  297,1612;  647,2839;  1499,2696.a a a a       

 

 
Рис. 4. Результаты моделирования по u(t) 

Fig. 4. Simulation results for u(t) 

 
Рис. 5. Результаты моделирования по i(t) 

Fig. 5. Simulation results for i(t) 

Выбор дифференциального уравнения для моделирования токов статора 
приводного электродвигателя насосного агрегата осуществлялся исходя из тех 
же физических особенностей процесса и объекта, но применительно к данной 
конкретной задаче. Взяв за основу подход, описанный в предыдущем разделе, 
удалось построить математическую модель, которая с достаточной точностью 
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описывает токи статора приводного электродвигателя, результаты экспери-
ментальных исследований для этой части работы приведены на рис. 5. Мате-
матическая модель при этом имела следующий вид:  

 
2

1 2 32 ( ) ( )d i dia a i a u t t
dtdt

     , (13) 

где 1 2 3,  ,  a a a  – вычисляемые коэффициенты уравнения; ( )u t  – переменное 
напряжение питание электродвигателя, которое при моделировании использо-
валось и как функция времени, и как единичная функция; ( )t  – функция, ха-
рактеризующая внешнее возмущение, задавалась с помощью специальной 
программы, генерирующей шумы с нормальным законом распределения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представленные выше результаты показывают, что предложенные метод 

и реализующий его численный алгоритм позволяют вполне успешно решать 
рассматриваемую задачу, и они пригодны для решения многих подобных при-
кладных задач, связанных с оцениванием параметров обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. 
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Estimation of parameters of the differential equation describing  
the processes of starting and stopping the pumping unit* 
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634050, Russian Federation 
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Abstract 
This article presents the results of the study of various transient modes of the pumping unit 

of an oil pumping station, in particular, the stator currents of the drive motor and the speed char-
acteristic of its rotor rotation. The characteristics of the pumping unit can change quite signifi-
cantly during operation. This is due to the fact that the parameters of the pumped oil change 
almost continuously, physical wear of the parts of the pumping unit also occurs, and the impeller 
is especially susceptible to wear. The input and output variables of this object are, respectively, 
the time and the angular velocity of rotation of its rotor. The combination of the above factors 
has a significant impact on the change in the speed of rotation of the rotor during operation, which 
can adversely affect the operation of the system as a whole. In order to eliminate the influence of 
external factors on the operation of the pumping unit, the relationship between the input and 
output variables was described by an ordinary differential equation with constant coefficients. 
The purpose of this work is to illustrate the possibilities and "technology" of applying the sensi-
tivity algorithm for estimating the parameters of a given equation and to show that the proposed 
method and the numerical algorithm that implements it allow us to quite successfully solve the 
problem under consideration and they are suitable for solving many similar applied problems 
related to estimation of parameters of ordinary differential equations. 

Based on the results of the work, the proposed method and the numerical algorithm that 
implements it have shown their efficiency and can be further used to automate real control objects 
in various fields of science and technology. 

Keywords: differential equation, sensitivity algorithm, metric, controlled object, asyn-
chronous AC motor, mathematical model, extremal problem, rotor speed 
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Полиномиальный метод синтеза регуляторов  
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В.Ю. ФИЛЮШОВ 

630073, РФ, г. Новосибирск, пр. Карла Маркса, 20, Новосибирский государственный 
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Линейные объекты управления с одним входом и одним выходом (single input – single 
output, SISO) и объекты с несколькими входами и несколькими выходами (multi input – multi 
output, MIMO) имеют различные формализованные алгоритмы синтеза регуляторов. При этом 
объекты с неравным количеством входов и выходов во многих случаях строятся разработчиком 
интуитивно при изменении существующих алгоритмов расчета под каждый объект управления, 
поэтому разработка формализованного алгоритма расчета для такого типа объектов является 
актуальной. В рамках настоящей работы предлагается распространить методику синтеза для 
многоканальных объектов, которой является полиномиальная методика синтеза, на объекты с 
меньшим количеством входов по сравнению с количеством выходов, а именно на объекты с од-
ним входом и несколькими выходами (single input – multi output, SIMO).  

Приводится пример расчета электромеханической системы регулирования натяжения в 
зоне транспортирования материала поточной линии, которая имеет один вход – напряжение, 
подаваемое на электродвигатель, и пять выходов: ток якоря, скорость вращения вала электро-
двигателя, скорость вращения валка, натяжение в рассматриваемой зоне и упругий момент. 
Натяжение в рассматриваемой зоне является регулируемой координатой. Использование по-
линомиального метода синтеза для объектов с неквадратной матричной функцией позволило 
расположить полюса замкнутой системы в заданном положении, передаточная функция по 
заданию не содержит нулей. Также удалось задать нули замкнутой системы по возмущению 
таким образом, что получен астатизм второго порядка. 

Ключевые слова: полиномиальный метод синтеза, полиномиальное матричное разложе-
ние, синтез, многоканальный регулятор, электромеханическая система, компенсация возмуще-
ний, астатизм, компенсация возмущений 
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ВВЕДЕНИЕ 

Полиномиальный метод синтеза изначально применялся для объектов  
с одним входом и одним выходом, далее нашел свое развитие в синтезе мно-
гоканальных регуляторов, в работах [1–4] рассмотрены объекты с равным ко-
личеством входов и выходов. В работе [5] рассмотрено математическое опи-
сание, а также анализ областей применимости и вопросы синтеза объектов  
с избыточным вектором управления, которые относятся к объектам с боль-
шим количеством входов по сравнению с выходами. Целью настоящей ра-
боты является синтез регуляторов для объектов с неквадратной матричной 
передаточной функцией с меньшим количеством входов по сравнению с ко-
личеством выходов.  

Возрастающие требования к качеству систем управления вынуждают ис-
пользовать более продвинутые методы синтеза. Основными элементами про-
изводственного процесса являются электродвигатели различных производ-
ственных механизмов. Несмотря на повышение интенсификации производ-
ства, основными используемыми видами управления являются П, ПИ, ПИД-
регуляторы, а также системы подчиненного регулирования [6], которые для 
относительно простых объектов невысокого порядка справляются с выполне-
нием поставленных требований системы управления, но для более сложных 
объектов необходимо разрабатывать алгоритмы синтеза регуляторов, учиты-
вающие внутренние связи объекта. 

Одним из подходов, используемых для более сложных объектов, явля-
ется метод аналитического синтеза систем с управлением по выходу и воз-
действиям (задающим и возмущающим) [7], который позволяет рассчиты-
вать регуляторы для многоканальных объектов с использованием полино-
миального матричного разложения матричных передаточных функций. 
Данный метод позволяет рассчитывать регуляторы для объектов с равным 
количеством входов и выходов, а также для объектов с одним входом и не-
сколькими выходами. В работе [8] рассмотрен вопрос реализации селектив-
ной инвариантности системы управления объектом с одним входом и не-
сколькими выходами к регулярным возмущениям. Это достигается за счет 
нахождения преобразования Лапласа регулярного возмущения и расчета ре-
гулятора с его учетом, что повышает точность синтезируемой системы.  
Для схожего объекта в работах [9–11] рассмотрен вопрос робастности си-
стемы управления, которая при модальном регуляторе заключается в вы-
боре желаемого расположения полюсов системы в соответствии с полю-
сами и нулями объекта. 

В работе [12] рассмотрен вопрос применения полиномиального метода 
синтеза для объектов с одним входом и несколькими выходами на примерах 
одного перевернутого маятника на тележке и двух перевернутых маятников на 
тележке. Задачей синтеза ставилась стабилизация нулевого положения маят-
ников при перемещении тележки в заданное положение. Эта задача была 
успешна решена путем перехода от неквадратной матричной передаточной 
функции к полиномиальному разложению. В работах [13, 14] показано преоб-
разование системы подчиненного регулирования к виду многоканальной си-
стемы, что позволило повысить порядок астатизма по возмущению после при-
менения полиномиального метода синтеза. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Существуют различные виды описания объектов управления. По аналогии 
с [7] покажем процедуру перехода от описания объекта в пространстве состоя-
ний к описанию в виде полиномиального матричного разложения. В отличие  
от [7], объект имеет неравное количество входов и выходов. Рассмотрим много-
канальный объект управления с количеством входов т и количеством выхо-
дов р, описываемый в пространстве состояний в виде, где для удобства последу-
ющих преобразований, в отличие от [7], где вектор возмущения разделен на две 
части (одна в уравнении состояний, другая в уравнении выхода), используем 
один вектор состояния для обоих уравнений: 

 1x Ax Bu G f   ,     2y Cx G f  , (1) 

где 1nx R   – вектор состояния; 1mu R   – вектор входа; 1py R   – вектор 

выхода; 1rf R   – вектор неизмеряемых возмущений; n – порядок объекта;  

r – количество возмущений; n nA R  , n mB R  , p nC R   – матрицы коэф-
фициентов объекта; 1

n rG R  , 2
p rG R   – матрицы коэффициентов возму-

щающих сигналов.  
Выполним переход от записи объекта в пространстве состояний (1) к за-

писи в операторном виде: 

 
1 1

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ,      ( ) ( ) ,

u f

u f

y s W s u s W s f s

W s С sI A B W s С sI A G G 

 

    
 (2) 

где ( ) ( ) p m
uW s R s   – матричная передаточная функция (МПФ) между входом 

и выходом объекта; ( ) ( ) p r
fW s R s   – МПФ между возмущением и выходом 

объекта; ( ) p mR s   – множество матриц размером p m , элементы которых – 
рациональные функции от s  с вещественными коэффициентами. Заметим, что 
при p m  матрица ( )uW s  неквадратная. 

Построим систему автоматического управления с двухпараметрическим 
регулятором [7], показанным на рис. 1, в которой задающее воздействие ( )v s  
имеет размерность, равную размерности вектора выхода p . При меньшем ко-
личестве входов по сравнению с количеством выходов некоторые элементы 
вектора задания необходимо сделать равными нулю, иными словами, не зада-
вать вовсе. Помимо задающего воздействия присутствует возмущающее воз-
действие, которое влияет на вектор состояния и на выход, что показано в фор-
муле (1). 

Приведем уравнения замкнутой системы по заданию ( )v
yW s   

  1
2 1( ) ( ) ( ) ( )u uI W s R s W s R s   и по возмущению ( ) ( )f

y uW s I W s    

 1
2 ( ) ( )fR s W s . 
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u(s)‐v(s) Wu(s)
y(s)

Wf(s)

+

f(s)

R2(s)

R1(s)

 
Рис. 1. Структурная схема «объект – регулятор» 

Fig. 1. An object-controller structural scheme 

Построение системы управления выполним с использованием полиноми-
альной методики синтеза [15]. Для этого необходимо найти полиномиальное 
матричное разложение матричной передаточной функции объекта и регуля-
тора, то есть найти полиномиальное матричное описание (ПМО) объекта и ре-
гулятора. Это позволит представить многоканальную МПФ аналогично одно-
канальной с матричным «числителем»1 и «знаменателем», что приводит к по-
тере свойства коммутативности и необходимости использования двух вариан-
тов записи разложения МПФ – левого и правого. У левого разложения «знаме-
натель» слева, у правого – справа. Например, для объекта и регулятора описа-
ния следующие: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )uW s D s N s N s D s    ,   1 1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )R s Y s Z s Z s Y s    ,  

1 1
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R s Y s X s X s Y s    , 

где ( ) [ ] p pD s R s  , ( ) [ ]m mD s R s   – «знаменатели» полиномиального описа-
ния объекта; ( ), ( ) [ ] p mN s N s R s   – «числители»; ( ) [ ]m mY s R s  , 

( ) [ ] p pY s R s   – «знаменатели» полиномиального описания регулятора (для 
удобной записи замкнутых систем у обоих регуляторов «знаменатели» 
должны быть равны); ( ), ( ), ( ), ( ) [ ]m pZ s Z s X s X s R s    – «числители», знак 
«~» ставится над полиномиальной матрицей для обозначения принадлежности  
к левому полиномиальному описанию, [ ]m pR s   – множество матриц разме-
ром m p , элементы которых – полиномы от s с вещественными коэффициен-
тами. Полиномиальная матрица является полиномом с матричными коэффици-
ентами. Например, дана некоторая полиномиальная матрица ( ) [ ] ,q dM s R s    

ее можно записать в виде
1

( )
k i

i
i

M s M s


  , где k  – старшая степень при s  

у элементов q d
iM R   полиномиальной матрицы ( )M s . 

Покажем уравнения замкнутой системы по заданию и по возмущению  
в полиномиальном матричном описании для правого ПМО объекта и левого 
ПМО регулятора, которое далее будет использовано при расчете регуляторов 

                                                      
1 У матричных передаточных функций нет числителя и знаменателя, но для введения ана-

логии с одноканальными системами эти термины используются в кавычках. 
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для объекта с меньшим количеством входов по сравнению с количеством вы-
ходов: 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )vy s N s C s Z s v s  ; (3) 

 1 1( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )f f fy s I N s C s X s N s D s f s    , (4) 

где МПФ по возмущению разложена на 1( ) ( ) ( )f f fW s N s D s , а матричное по-

линомиальное уравнение (МПУ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )С s Y s D s X s N s    описывает урав-
нение характеристической матрицы, имеющей размер т × т.  

В матричном полиномиальном уравнении известными являются полино-
миальные матрицы объекта и желаемая характеристическая матрица (задается 
из условий требований качества системы управления), а неизвестными – поли-
номиальные матрицы второго регулятора. В результате решения этого уравне-
ния характеристическая матрица будет равна желаемой характеристической 
матрице, которая задается диагональной, тогда полюса замкнутой системы яв-
ляются корнями полиномов диагональных элементов. Полученное решение 
может содержать свободные параметры (параметры регулятора, без которых 
решение МПУ – единственное), которые являются коэффициентами при опе-
раторе s в элементах полиномиальных матриц «числителя» и «знаменателя» 
регулятора, изменение которых не влияет на ( )С s . Определенный выбор сво-
бодных параметров за счет изменения нулей позволяет достичь дополнитель-
ных требований к САУ (например, астатизм по заданию, компенсация возму-
щения, задание ограничения на структуру регулятора [16] и другие). В данном 
исследовании с помощью свободных параметров зададим знаменатель регуля-
тора, содержащий элемент 2 2( ) ( )Q s s   . 

Задачей синтеза ставим выполнение следующих требований к замкнутой 
системе автоматического управления: 

– задание требуемого расположения полюсов; 

– астатизм по заданию (0) 1p
p

v
yW  ; 

– астатизм по возмущению 
1

(0) 0i
p

r f
y

i
W


 . 

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА 

Рассмотрим задачу требуемого расположения полюсов замкнутой си-
стемы. Объект имеет меньшее количество входов, чем выходов ( )p m , по-
этому характеристическая матрица ( )С s  имеет меньшую размерность по срав-
нению с ( )С s . Для решения задачи расположения полюсов замкнутой системы 
следует решать МПУ, соответствующее меньшей характеристической мат-
рице. Решим его:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )С s Y s D s X s N s   . (5) 
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Одним из способов решения уравнения (5) является переход к системе ли-
нейных алгебраических уравнений, где матрицей системы является матрица 
Сильвестра   [17–20] 
  , (6) 

где diag( , ,..., )G G G , 1 1 0

1 1 0

k k

k k

D D D D
G

N N N N




 
  
 




,  1 0...k q k qС C C   , 

 1 1 0 0...q q q qY X Y X Y X   , k – старшая степень полиномиальной мат-

рицы «знаменателя» взаимно простого ПМО объекта, q  – старшая степень по-
линомиальной матрицы «знаменателя» взаимно простого ПМО регулятора 
(порядок полиномиального регулятора). Если матрица Сильвестра квадратная 
и полного ранга, то система уравнений (6) имеет единственное решение.  
При большем количестве неизвестных параметров регулятора, чем требуется 
для решения матричного полиномиального уравнения, решение будет содер-
жать свободные параметры. В этом случае необходимо выбрать один из базис-
ных миноров (минор, определяющий ранг матрицы) матрицы Сильвестра 1 , 
составить матрицу основных параметров регулятора 1 , тогда система урав-
нений (6) преобразуется к виду 1 1   , где – матрица свободных 
параметров регулятора,   – столбцы матрицы Сильвестра, не вошедшие в ба-
зисный минор. Следовательно, систему уравнений (6) можно переписать в 
виде 1 1 1   , где 1  . Запишем общее решение: 

 1
1 1 1

   . (7) 

Как видим, основные параметры регулятора 1  зависят от свободных  , 
поэтому далее необходимо их определить. Самым простым решением является 
приравнивание их к нулю, тогда в регуляторе останутся только основные па-
раметры. Но в этом случае нет возможности добиваться дополнительных 
свойств САУ, в рамках настоящей работы это второе и третье требования  
к поставленной задаче синтеза.  

Для достижения астатизма по заданию необходимо из 1  составить по-
линомиальные матрицы регулятора ( )Y s  и ( )X s , также «числитель» первого 
регулятора ( )Z s  подставить в 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )vy s N s C s Z s v s  , где ( )v

yW s   

1( ) ( ) ( )N s C s Z s  , далее для выполнения условия (0) 1p
p

v
yW   необходимо вы-

числить требуемые свободные параметры. 
Для достижения астатизма по возмущению необходимо решить уравне-

ние (4), где находятся такие свободные параметры регулятора, при которых 
среди корней полиномов числителей передаточных функций по возмущению 
были корни, равные нулю. Этого можно добиться, например, задавая коэффици-
енты при свободных членах полиномов равными нулю. Рассмотрим полином 

3 2
2 1 0( )w s s w s w s w    . 

При 0 0w   полином ( )w s  имеет один нулевой корень  2
2 1( ) .w s s w s w s    
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3. РЕШЕНИЕ ЧИСЛЕННОГО ПРИМЕРА 

Рассмотрим процесс синтеза регулятора полиномиальным методом для 
электромеханической системы регулирования натяжения в зоне транспортиро-
вания материала поточной линии [6, 8]. Эта система имеет один вход – напря-
жение и, подаваемое на электродвигатель, и четыре измеряемых выхода: ток 
якоря яi , скорость вращения вала электродвигателя 1 , скорость вращения 
валка 2 , натяжение в рассматриваемой зоне F. Регулируемой величиной яв-
ляется натяжение F. На объект воздействуют три возмущения: момент сопро-
тивления на вал электродвигателя сM , скорость транспортирования 1V , натя-
жение в соседней зоне cF . В работах [7, 8] натяжение cF  содержит в себе по-
стоянную составляющую и периодическую c 0 1( ) sin( )F s M M t    с частотой 

0.125 , которые компенсируются далее за счет построения системы 
управления с селективной инвариантностью к гармонической составляющей 
возмущения. В рамках настоящей работы такая задача решаться не будет,  
поэтому в этом случае c 0( )F s M . Если обозначить вектор состояния как 

я 1 у 2( ) ,Tx i М F    где уМ  – упругий момент, а вектор возмущений как 

c 1 c( )f M V F , то в пространстве состояний (1) исследуемый объект примет 
следующий вид: 

20 280 0 0 0
0.5 0 0.357 0 0
0 2000 0 2000 0
0 0 0.1 0 0
0 0 0 205 2

A

  
  
  
 
 
   

,   

200
0
0
0
0

B

 
 
 
 
 
 
 
 

,   

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

C

 
 
 
 
 
 

, 

1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.1 0 0
0 5000 0

G

 
 
 
 
 
 
 
 

,   2

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

G

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Численные значения матриц взяты из работы [7], но изменено математи-
ческое представление с теми же параметрами объекта, более удобными для по-
следующего рассуждения. Для применения полиномиального метода синтеза 
необходимо найти полиномиальное разложение матричной передаточной 
функции объекта. Выполним переход по формуле (2) от описания объекта  
в пространстве состояний к описанию в виде МПФ, при «знаменателе» ПМО 
объекта 5 4 3 2( ) 22 1094 20388 64560 56000D s s s s s s       получим МПФ 
вида 
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2 2 1

( )

(200 ( 914)( 2)100( 200)( 2)20 000( 2)4 100 000) ( ).

u

T

W s

s s s s s s D s



     
 

 
4 3 2

4 3 2

3 2

4 3 2

3 2

5 4 3 2

19 992 0 0
20 1054 18 280 28 000

0.2 357 7140
0 0

20 1054 18 280 28 000
( )

0.1( 20 854 14 280) 0 0
20 1054 18 280 28 000

0.5(41 820 35 014 585 480)
22 1094 20 388 64

f

s s s s
s

s s s s
W s

s s s
s s s s

s s s
s s s s

   
 

   


   

   

  

   

5000 1
2 560 56 000 ss

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. 

Объект управления имеет один вход 1m   и четыре выхода 4p  , по-
этому для задания полюсов замкнутой системы используем характеристиче-
скую матрицу ( )C s  меньшей размерности. Для одного входа характеристиче-
ская матрица скалярная, т. е. является характеристическим полиномом. Для ре-
шения матричного полиномиального уравнения (5) найдем правое ПМО объ-
екта, в данном случае 1( ) ( ) ( )uW s N s D s , где «числитель» ПМО объекта 

2 2( ) (200 ( 914) ( 2)100( 200) ( 2) 20 000( 2) 4 100 000)TN s s s s s s s      . 

Найдем решение первой поставленной задачи – задание требуемого рас-
положения полюсов. Минимальный порядок полиномиального регулятора, не-
обходимый для решения матричного полиномиального уравнения (5), – пер-
вый, т. е. 1.q   Для того чтобы регулятор содержал полином 2( )Q s s   , 
его порядок должен быть вторым, т. е. 2q  , что больше минимального и, сле-
довательно, допустимо. Составим систему уравнений (6) при порядке объекта 
(«знаменатель» ПМО скалярный, поэтому его порядок совпадает с порядком 
объекта) 5k   и порядке регулятора 2:q   

5 1D  ,    4 22D  ,    3 1094D  ,    2 20 388D  ,    1 64 560D  ,    0 56 000D  ; 

5

0
0
0
0

N

 
 
 
 
 
 

,    4

200
0
0
0

N

 
 
 
 
 
 

,    3

400
100

0
0

N

 
 
 
 
 
 

,    2

182 800
200
0
0

N

 
 
 
 
 
 

,     

1

365 600
20 000
20 000

0

N

 
 
 
 
 
 

,    5
0

0
0.4

10
0.4
41

N

 
 
 
 
 
 

. 
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Составим матрицу Сильвестра diag( , , )G G G . Матрица коэффициентов ре-

гулятора  2 2 1 1 0 0Y X Y X Y X        , 1,1
i iY y  ,  1,1 1,2 1,3 1,4

i i i i iX x x x x     , где 
0,1,2i  . Характеристический полином замкнутой системы седьмого порядка 

7k n  , зададим его с кратными корнями 7( ) ( )C s s q  , тогда  

2 3 4 5 6 7(1 7 21 35 35 21 7 )q q q q q q q . 

В системе уравнений (6) матрица Сильвестра   имеет размер 15 8,  а ее 
ранг равен rank( ) 8,   поэтому она содержит семь линейно зависимых строк, 
которые соответствуют свободным параметрам регулятора в матрице  .  
Так как матрица Сильвестра содержит линейно зависимые строки, то найдем 
общее решение матричного полиномиального уравнения (5) путем перехода  
к решению системы линейных алгебраических уравнений (7). Для этого выбе-
рем один из возможных базисных миноров (например, состоящий из строк 
{1, 2, 5, 7, 10, 12, 13, 15}), тогда 

1

1 1 22 1094 20388 64560 56000 0 0
2 0 200 400 182800 365600 0 0 0
5 0 0 0 0 0 4100000 0 0
7 0 0 200 400 182800 365600 0 0

10 0 0 0 0 0 0 4100000 0
12 0 0 0 200 400 182800 365600 0
13 0 0 0 0 100 200 20000 40000
15 0 0 0 0 0 0 0 4100000

 
 
 
 
 
    
 
 
 
   

, 

где для наглядности слева от матрицы показаны номера строк  . Тогда мат-
рица линейно зависимых строк будет следующая: 

 

3 0 0 100 200 20000 40000 0 0
4 0 0 0 0 20000 40000 0 0
6 0 1 22 1094 20388 64560 56000 0
8 0 0 0 100 200 20000 40000 0
9 0 0 0 0 0 20000 40000 0

11 0 0 1 22 1094 20388 64560 56000
14 0 0 0 0 0 0 20000 40000

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

.  

Матрица коэффициентов регулятора 

 1,1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,1 1,1 1,2 1,3 1,4
2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0y x x x x y x x x x y x x x x  . 
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Составим из нее матрицы основных и свободных параметров регулятора 

 1,1 1,1 1,4 1,1 1,4 1,1 1,2 1,4
1 2 2 2 1 1 0 0 0y x x x x x x x  ,   1,2 1,3 1,1 1,2 1,3 1,1 1,3

2 2 1 1 1 0 0x x y x x y x  . 

В качестве части свободных параметров были выбраны 1,1
1y  и 1,1

0y  целе-
направленно для того, чтобы была возможность задать полюса знаменателю 
регулятора в соответствии с ( )Q s .  

Так как 2( )Q s s   , а знаменатель регулятора равен 
1,1 2 1,1 1,1
2 1 0( )Y s y s y s y   , то для их равенства необходимо взять при 1,1

2 1y   

свободные параметры 1,1
1 0y   и 1,1

0y   . Таким образом, получим 

( ) ( ).Y s Q s  Подставим в   найденные свободные параметры знаменателя ре-
гулятора, тогда  

 1,2 1,3 1,2 1,3 1,3
2 2 1 1 00x x x x x   . 

Далее решим уравнение (7), в результате получим регулятор со свобод-
ными параметрами, который подставим в (5) и получим желаемую характери-
стическую матрицу 7( ) ( )C s s q  . Сам регулятор, зависящий от свободных 
параметров, приводить не будем из-за громоздкости. Полученный регулятор 
решает первую поставленную задачу, а именно выполняет требуемое располо-
жение полюсов в замкнутой системе. 

Найдем решение второй задачи – астатизм по заданию. В уравнении (3) 
неизвестным является только числитель регулятора в прямой связи ( )Z s ,  
который зададим таким образом, чтобы числитель передаточной функции 
между четвертым заданием и четвертым выходом равнялся единице 

 4
4

( ) 1.v
ynum W s   Так как знаменатель регулятора 1( )R s  уже известен и ра- 

вен ( )Y s , то числитель найдем из вектора-столбца 1( ) ( )N s C s , где элемент 
четвертой строки и первого столбца равен 14 100 000 ( )C s , тогда при 

 1 7( ) 0 0 0 4100 000
T

Z s q   получим  4
4

( ) 1v
ynum W s  . Полученный 

регулятор решает задачу астатизма по заданию.  
Найдем решение третьей задачи – астатизм по возмущению. В матрице 

коэффициентов свободных параметров   осталось пять неиспользуемых сво-
бодных параметров, откуда можно предположить, что удастся изменить пять 
коэффициентов в числителях трех передаточных функций по возмущению. 
Матричная передаточная функция по возмущению может быть получена по 
формуле (4). Полиномы числителей передаточных функций по возмущению и 

четвертому выходу запишем в следующем виде: 4

0
( )

j
k

j

n
fy i

if
i

num W s w s


   
 

 , где 

1 5n  , 2 3 7.n n    
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Составим систему линейных алгебраических уравнений, состоящую из 
младших коэффициентов полиномов числителей kf

iw : 
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В полученной системе уравнений пятое и шестое уравнения линейно за-
висимы. Решив ее, получим 

1,2 2
2 0.21 0.14 10.5x q q   ,  

1,3 5 4 3 2
2 5 10 (35 70 4116 2744 182 016)x q q q q      , 

1,2 2 3 2
1 7 10 (5 6 910 260)x q q q     ,    1,3 1,2

1 1x x  ,    1,3
0 0x  . 

Таким образом, получен астатизм второго порядка по всем возмущениям. 
Астатизм по заданию и возмущению является решением третьей поставленной 
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задачи. Приведем передаточные функции синтезированных регуляторов, кото-
рые для краткости приведены в следующем виде: 

 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )Z s Z s Z s Z s Z s ,   1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )X s X s X s X s X s , 

где 1 2 3( ) ( ) ( ) 0Z s Z s Z s   ,  1 7
4 ( ) 4 100 000Z s q  , 

1 2
1( ) 200 ((22 7 ) ( 20) )X s q s s     ,  

2 2 3 2
2 ( ) 0.07(( 3 2 150) ( 5 6 910 260) 20 )X s q q s q q q s            ,  

4 3 2 2 3 3 2
3

(7(5 10 588 392 ) 182 016) 7 10 ( 1.2 182 52)( )
20 000

q q q q s q q q sX s         
 , 

1 5 5 4 3 2 2 6 7
4 ( ) 41 10 ((21 70 140 168 112 32) 7 )X s q q q q q s q s q          . 

Ниже приведем структурную схему синтезированной системы управле-
ния в среде Matlab Simulink, показанную на рис. 2. Реакцию на задание прове-
рим, подав на вход 4v  единичный ступенчатый сигнал. На входы, соответству-
ющие возмущающим сигналам, подадим единичные ступенчатые сигналы, а 
также линейно нарастающие сигналы. 

 

 
Рис. 2. Структурная схема синтезированной системы  

управления в пакете Matlab Simulinnk 

Fig. 2. Structural scheme of the control system synthesized  
in the Matlab Simulink package 

Приведем графики переходных процессов синтезированной системы ав-
томатического управления при кратных вещественных полюсах на удалении 
от мнимой оси, равном 10.q   

На рис. 3 показаны графики переходных процессов. На рис. 3, б видно, 
что достигнут астатизм по задающему сигналу, на рис. 3, б, в – что достигнут 
астатизм второго порядка по всем трем возмущениям. Следовательно, все по-
ставленные задачи были выполнены.  
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в 

Рис. 3. Реакция выхода 4 ( )y s  на задающее и возмущающее воздействия: 

а – реакция на единичный ступенчатый сигнал задания;  б – реакция на ступенчатый  
сигнал возмущения;  в – реакция на линейно возрастающий сигнал возмущения 

Fig. 3. Output response 4( )y s  to reference and disturbing signals: 

а – response to a unit reference step signal;  b – response to a step by step disturbing signal;   
c – response to a ramp disturbing signal 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Выполнен синтез системы автоматического управления электромеханиче-
ской системы регулирования натяжения в зоне транспортирования материала по-
точной линии с применением полиномиального метода синтеза для объектов с 
меньшим количеством входов по сравнению с количеством выходов. Это позво-
лило рассчитать регулятор второго порядка, обеспечивающий астатизм по зада-
нию и астатизм второго порядка по возмущению. Для этого синтезируемая си-
стема управления рассматривалась как многоканальная с четырьмя заданиями  

1v , 2v , 3v , 4v  и четырьмя выходами 1y , 2y , 3y , 4y . При этом регулируемой 
величиной был только выход 4y  – натяжение в зоне транспортирования, а зада-
ния – 1 2 3 0v v v   . Четыре сигнала задания при одной регулируемой величине 
обусловлены применением методики синтеза регуляторов, разработанной для 
многоканальных объектов, к одноканальному объекту, что позволяет учитывать 
внутренние связи объекта более полно и повышать качественные характеристики 
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системы управления. Передаточная функция по заданию на натяжение не содер-
жит нулей, а полюса – кратные в соответствии с желаемыми. Передаточные функ-
ции по всем возмущениям содержат по два корня полиномов числителя, равных 
нулю, что придает системе астатизм второго порядка по возмущению. Также все 
регуляторы получены аналитически и имеют явную зависимость от перемен-
ной q, определяющей желаемое расположение кратных полюсов замкнутой си-
стемы, что позволяет изменить динамические параметры системы управления без 
дополнительных расчетов. 
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Abstract 
Linear controlled objects with one input and one output (single input - single output, SISO), 

and objects with multiple inputs and multiple outputs (multi-input – multi-output, MIMO) have 
different formalized controller synthesis algorithms. At the same time, objects with an unequal num-
ber of inputs and outputs, in many cases, are built by the developer intuitively, when changing the 
existing calculation algorithms for each control object, therefore, the development of a formalized 
calculation algorithm for this type of objects is relevant. Within the framework of this work, it is 
proposed to extend the synthesis technique for multichannel objects, which is the polynomial syn-
thesis technique, to objects with a smaller number of inputs compared to the number of outputs, 
namely, to objects with one input and several outputs (single input – multi-output, SIMO). 

The reasoning developed in the work is an example of calculating an electromechanical ten-
sion control system in the material transportation zone of the production line, which has one input 
– the voltage supplied to the electric motor and four outputs–- the armature current, the rotation 
speed of the electric motor shaft, the rotation speed of the roll, the tension in the zone under consid-
eration and the elastic moment. The tension in the considered zone is an adjustable coordinate. The 
use of the polynomial synthesis method for objects with a non-square matrix function made it pos-
sible to place the poles of a closed system in a given position, and the transfer function does not 
contain zeros according to the assignment. It was also possible to set the disturbance-stimulated 
zeros of the closed system in such a way that a second-order astatism is obtained. 

Keywords: polynomial synthesis method, polynomial matrix decomposition, synthesis, 
multichannel controller, electromechanical system, disturbing rejection, astatism, disturbing 
compensation 
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Одна из наиболее важных проблем в области IoT – ограничения ресурсов, такие как ис-
точник питания, вычислительная мощность, объем памяти, диапазон беспроводной связи и ши-
рина полосы беспроводной связи. Беспроводная маршрутизация с низкой пропускной способ-
ностью требует нескольких шагов для достижения пункта назначения. Интернет вещей (Internet 
of things, IoT) – это технология, которая состоит из набора объектов, подключенных через Ин-
тернет, и собирает информацию, генерируемую датчиками; IoT – это устройства, которые под-
ключены в сеть и доступны «любому и ко всему» в любое время и в любом месте. Примерами 
таких устройств могут быть датчики температуры, датчики движения, датчики сердечного 
ритма, датчики энергопотребления и т. д. Например, датчик температуры может быть встроен в 
термостат, показатель количества потребляемой электроэнергии в домах и датчик уличного дви-
жения на светофоре. В этой статье предлагается схема, основанная на хрупком водяном знаке и 
улучшенной кластеризации, чтобы разрешить конфликт между безопасностью и ограничен-
ными ресурсами уровня восприятия. Для повышения безопасности мы разрабатываем стратегию 
стохастического позиционирования, основанную на алгоритме кластеризации, чтобы вычислить 
положение, встроенное во временную динамику измерения данных. Таким образом, уязвимости 
безопасности, создаваемые стационарной встроенной ситуацией, могут не только эффективно 
устраняться, но и приводить к нулевому нарушению данных. Результаты исследований показы-
вают, что предложенный алгоритм может эффективно обеспечивать интеграцию «недорогих» 
данных, а также снизить энергопотребление и увеличить время жизни сети. 

Ключевые слова: интернет вещей, IoT, цифровая маркировка, цифровые водяные знаки, 
безопасность, передача данных, множественная маршрутизация, алгоритм кластеризации, вре-
менная динамика 
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ВВЕДЕНИЕ 
Одной из основных проблем в интернете вещей (IoT) является безопас-

ность и конфиденциальность. Быстрое принятие IoT как неотъемлемой части 
повседневной жизни и открытость вызывает обеспокоенность в отношении 
безопасности независимых объектов, которые имеют функцию обмена дан-
ными для выполнения личных или коллективных задач [1–3]. Интернет ве-
щей – это технология, которая состоит из набора объектов, связанных через 
Интернет, и собирает информацию, генерируемую датчиками. Все датчики от-
правляют информацию в контрольные блоки назначения для принятия реше-
ний на основе этой информации. Вполне возможно, что в ближайшем будущем 
будет большой объем взаимосвязей между компьютерами и другим электрон-
ным оборудованием, которые взаимосвязаны и обмениваются информацией 
через Интернет, тем самым уменьшая вмешательство человека [4–7]. 

В этой статье мы в основном рассматриваем защиту данных восприятия и 
беспроводные сенсорные сети (WSN) как уровень восприятия IoT. Беспровод-
ные сенсорные сети организованы большим количеством микродатчиков с огра-
ниченной вычислительной мощностью и малым зарядом батареи для формиро-
вания самоорганизующейся сети в беспроводной связи. Предложенный алго-
ритм водяного знака обеспечивает целостность данных и может эффективно 
предотвращать различные атаки, вызванные вредоносными узлами. Кроме того, 
предложенный алгоритм эффективно решает недостатки существующих техно-
логий, такие как энергопотребление. Данный алгоритм сохраняет больше энер-
гии, чем алгоритмы LSB и MultiMark, повышает эффективность аутентифика-
ции и безопасность, обеспечивает обратимое извлечение водяного знака.  

Одной из наиболее важных проблем в области IoT являются ограничения 
ресурсов, такие как источник питания, вычислительная мощность, объем па-
мяти, диапазон беспроводной связи и ширина полосы беспроводной связи. Бес-
проводная маршрутизация с низкой пропускной способностью требует несколь-
ких шагов маршрутизации для достижения пункта назначения. Низкая вычисли-
тельная мощность и ограничения памяти на устройствах IoT требуют макси-
мально возможной оптимизации процесса маршрутизации. Низкая пропускная 
способность связи создает ограничение: размер прямых пакетов должен быть 
небольшим. Из-за дефицита энергоснабжения будет трудно решить, какой узел 
будет двигаться дальше, потому что беспроводная связь будет определять по-
требление энергии устройствами IoT [8, 9]. На рис. 1 показана структура мони-
торинга энергии на основе интернета вещей.  

 

 
Рис. 1. Структура IoT на уровне восприятия 

Fig. 1. The structure of the IoT at the perception level  
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Уровень восприятия также указывается в этой форме. Этот простой уро-
вень узлов сталкивается с серьезными проблемами безопасности, которые при-
влекают внимание большинства исследователей. Главная особенность функции 
уровня восприятия состоит в том, чтобы понимать информацию. Восприятие ин-
формации основано на приложениях IoT, которые генерируют информацию из 
физического мира. Таким образом, уровень восприятия является основной про-
блемой в области IoT. 

1. ТЕХНОЛОГИЯ ЦИФРОВЫХ ВОДЯНЫХ ЗНАКОВ 
Информация о восприятии играет важную роль в качестве связующего 

звена между IoT и реальным миром, состоящим из данных о восприятии и дан-
ных о местоположении. Раскрытие данных о восприятии может привести  
к раскрытию важной информации по всей сети, что приведет к непоправимым 
последствиям. Чтобы устранить недостатки традиционных методов аутенти-
фикации интеграции данных, исследователи внедрили технологию цифровых 
водяных знаков (ЦВЗ) в WSN для защиты целостности данных [9]. Технология 
ЦВЗ широко используется для защиты информации об авторских правах и ин-
теграции контента цифровых мультимедийных произведений (изображений, 
аудио и видео и т. д.) [10]. По сравнению с традиционной технологией шифро-
вания технология ЦВЗ имеет четыре преимущества: 

1) ЦВЗ использует легкие вычисления, что приводит к низкому энергопо-
треблению; 

2) информация о водяных знаках напрямую интегрируется в данные без 
дополнительных затрат на сетевую связь и емкость хранилища узлов в WSN; 

3) методы шифрования теряют свое действие после дешифрования, но 
ЦВЗ остаются как неотъемлемая часть носителя и всегда могут гарантировать 
безопасность данных [11–15]; 

4) технология ЦВЗ может значительно уменьшить сквозную задержку, 
вызванную технологией шифрования. 

В этой статье также используется кластеризация для сенсорной сети. Кла-
стеризация относится к группированию выборок или наблюдений в классы по-
хожих объектов. Кластер – это набор выборок, которые похожи друг на друга  
и отличаются от других выборок кластера. Кластеризация не пытается прогно-
зировать, оценивать или классифицировать выборки. Вместо этого алгоритмы 
кластеризации стремятся разбить все выборки на подгруппы или кластеры так, 
чтобы сходство между выборками в максимальном кластере и сходство с вы-
борками в другом кластере было минимальным. 

Кластеризация важна для интеллектуального анализа данных, группи-
ровки, принятия решений и машинного обучения, включая интеллектуальный 
анализ данных, поиск информации, сегментацию изображений и классифика-
цию шаблонов. Кроме того, в тех случаях, когда базовых знаний о данных  
и принятии решений (статистических моделях) мало, кластеризация может 
дать предположения о данных. 

Следует отметить, что кластеризация процессов является тематической  
в том смысле, что сходные наборы данных для разных задач часто классифи-
цируются как разные кластеры. Это делает кластеризацию сложной пробле-
мой, и поэтому только один алгоритм не подходит для решения каждой про-
блемы кластеризации. Кластеризация также может использоваться в качестве 
шага предварительной обработки для извлечения классов шаблонов. 
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Благодаря функциям контратаки цифровую маркировку можно разделить 
на хрупкую маркировку и стойкую маркировку [16]. Хрупкая маркировка не 
устойчива к изменениям и может использоваться для защиты авторских прав. 
Хрупкая маркировка очень чувствительна к манипуляциям, и любое измене-
ние в носителе может привести к неадекватной маркировке, которая может 
быть использована для проверки данных [17]. В этой статье мы представляем 
хрупкую технику маркировки. Предложенный алгоритм динамически вычис-
ляет внедренную позицию сигнала, используя время сбора данных от узлов 
датчиков, что не только повышает безопасность, но также экономит энергию 
и проверку данных в реальном времени. 

2. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ ПЛАН 

По сравнению с проводными сетями WSN, развертываемые в жестких 
условиях, подвергаются большей угрозе, и, кроме того, протокол общедо-
ступной связи, принятый WSN, увеличивает риск физических манипуляций. 
Воспринимающий узел обладает вычислительной мощностью и ограничен-
ными энергетическими ресурсами, что увеличивает недостаток при разра-
ботке протоколов безопасности. Мы суммируем основные модели атак на 
пять категорий. 

1. Манипулирование пакетами: злонамеренный узел добавляется к паке-
там WSN и отправляет манипулированные пакеты, что в некоторых случаях 
может иметь очень серьезные последствия. 

2. Подделка пакетов: злонамеренный узел, добавленный в WSN, продол-
жает отправлять поддельные пакеты другим узлам, значительно увеличивая 
сетевой трафик и, таким образом, тратя всю энергию WSN. 

3. Выборочный транспорт: злонамеренный узел, добавленный в WSN, 
удаляет частичные пакеты и передает некоторые пакеты в пункт назначения. 
Потеря информации может привести к плохой ситуации, когда узел приемника 
не может предоставить правильный ответ. 

4. Распределение пакетов: злонамеренный узел, добавленный в WSN, пе-
редает пакеты, отправленные один или несколько раз, на другие узлы, вызывая 
перегрузку и потерю энергии. 

5. Задержка при передаче: злонамеренный узел, добавленный в WSN, до-
ставляет пакеты позже заданного времени, что приводит к тому, что узел при-
емника покидает пакеты. 

3. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЙ 

В настоящей статье представлена новая стратегия защиты целостности 
данных WSN, основанная на хрупких методах цифровой разметки. Этот алго-
ритм сначала делит данные зондирования на группы одинакового размера (ко-
личество, которого не могут достичь данные зондирования) по отношению к 
определителю; создает последовательность SN для каждой группы и помещает 
ее в группу с целью определения функции удаления или добавления групп. 
Цифровая запись была получена с помощью хэш-функции (HASH) через 
ключ K, групповые данные и серийный номер группы. Чтобы предотвратить 
повторную атаку, алгоритм помещает текущую группу в предыдущую группу, 
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а затем объединяет все группы с цифровой маркировкой. Предлагается алго-
ритм, основанный на хрупкой цифровой разметке, для защиты данных датчи-
ков от вышеуказанных категорий моделей атак. Предложенный алгоритм ис-
пользует признаки, которые являются хрупкой маркировкой, чувствительной 
к модификации. После изменения данных хоста отметка печати исчезает. Вре-
доносные узлы не могут эффективно извлекать реальные данные без предва-
рительного знания алгоритмов маркировки. Манипулирование данными и под-
мена данных схожи, и их можно рассматривать как вредоносные данные, гене-
рируемые вредоносными узлами. Предложенный алгоритм вводит порядко-
вый номер пакета SN, который используется для определения местоположения 
добавленных или удаленных пакетов. Алгоритм маркировки состоит из трех 
процессов, а именно: создание цифрового знака, внедрение цифрового знака и 
извлечение цифрового знака, как показано на рис. 2. На первом этапе каждый 
узел датчика собирает данные датчика и выдает цифровой сигнал в соответ-
ствии с алгоритмом хрупкой маркировки. Затем разметка объединяется с дан-
ными датчика по заранее заданному правилу, чтобы сформировать пакет дан-
ных, который передается на узел приемника через узел передачи. 

 

 
Рис. 2. Модель реализации предложенного алгоритма хрупкой маркировки 

Fig. 2. An implementation model of the proposed fragile marking algorithm 
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Пакет может столкнуться с ненадежной передачей и различными типами 
атак. Затем узел приемника принимает данные, извлекает водяной знак и об-
наруженные данные в соответствии с предопределенным правилом. 

Существует также общий процесс кластеризации для беспроводной сен-
сорной сети. 

1. Отображение шаблонов, которые обычно включают выделение или из-
влечение атрибута. 

2. Определение метрики оценки аналогично определению области  
данных. 

3. Процесс кластеризации или группировки. 
4. Суммирование данных при необходимости. 
5. Проверка системы. 
На рис. 3 показаны первые три шага этого процесса, включая обратную 

связь с результатами кластеризации на первых двух шагах. 
Шаблоны представляют количество классов, количество доступных вы-

борок, а также количество, тип и масштаб объектов в алгоритме кластериза-
ции. Обратите внимание, что часть этой информации не контролируется поль-
зователем. 

 

 

Рис. 3. Процесс кластеризации для беспро-
водной сенсорной сети 

Fig. 3. The clustering process for a wireless 
sensor network 

 
Выбор функций – это процесс определения подмножества наиболее эф-

фективных функций кластеризации и извлечения функций, процесс изменения 
некоторых существующих функций и создания новых функций. Оба этих ме-
тода предназначены для достижения правильного набора функций и повыше-
ния эффективности кластеризации. 

Близость выборок обычно измеряется функцией расстояния между парой 
входных шаблонов. Простой критерий измерения, такой как евклидово рассто-
яние, обычно используется, чтобы показать несоответствие между двумя об-
разцами, а другие критерии оценки также могут быть использованы для опре-
деления концептуального сходства между образцами [5]. 
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Моделирование было проведено в среде MathLab 2017a. Результаты мо-
делирования показаны на рис. 4. Этот рисунок наглядно демонстрирует пре-
восходство предложенного алгоритма с точки зрения пропускной способности 
по сравнению с методами Multi-Marker и LSB. Встраивание с самой низкой 
разметкой битов (LSB), представленное в [19, 20], не только ограничивает ем-
кость встраивания, но также нарушает целостность данных, что крайне опасно 
для высокоточных приложений. Метод множественных меток в [18] может га-
рантировать точность данных, но количество пустых символов ограничено, 
что уменьшает емкость разметки. 

 

 
Рис. 4. Водяной знак встроенной емкости 

Fig. 4. A built-in tank watermark 

На рис. 5 показана диаграмма энергопотребления, которая четко показы-
вает, что предлагаемый алгоритм сохраняет больше энергии, чем алгоритмы 
LSB и MultiMark. 

На рис. 6 показано количество узлов для беспроводной сенсорной сети. 
Видно, что предлагаемый способ на основе кластеризации и водяного знака 
имеет больше узлов. 

 

 
Рис. 5. Диаграмма энергопотребления 

Fig. 5. A power consumption diagram 
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Рис. 6. График количества узлов 

Fig. 6. Graph of the number of nodes 

 

 
 

 
Рис. 7. Диаграмма задержки и времени жизни сети 

Fig. 7. Network latency and lifetime diagram 

График задержки и времени жизни сети показан на рис. 7. Результаты по-
казывают, что предлагаемый способ имеет меньшую задержку и более дли-
тельный срок службы WSN. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В этой статье представлен усовершенствованный алгоритм цифровой раз-
метки, а также новый алгоритм кластеризации для интеграции данных уровня 
восприятия IoT, улучшения энергопотребления и времени жизни сети. Пред-
ложенный алгоритм может эффективно предотвращать различные атаки, такие 
как спуфинговые атаки, атаки с пересылкой пакетов, атаки с манипулирова-
нием пакетами, атаки с повторением пакетов и атаки с задержкой пакетов  
из-за вредоносных узлов. Кроме того, предлагаемый алгоритм эффективно 
устраняет недостатки существующих технологий. Это не только упрощает вы-
числительную сложность и повышает эффективность и безопасность, но также 
обеспечивает обратимое извлечение из маркировки и поиска без данных. 
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Abstract 
One of the most important IoT concerns is resource constraints such as power supply, pro-

cessing power, memory capacity, wireless range, and wireless bandwidth. Low bandwidth wire-
less routing requires multiple routing steps to reach a destination. The Internet of things (Internet 
of things, IoT) is a technology that consists of a set of objects that are connected via the Internet 
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and collect information generated by sensors. IoT devices are devices that are networked and 
accessible to anyone and everything anytime and anywhere. Examples of such devices include 
temperature sensors, motion sensors, heart rate sensors, energy consumption sensors, etc. For 
example, a temperature sensor can be built into a thermostat, an indicator of the amount of elec-
tricity consumed in homes, and a traffic sensor at a traffic light. This article proposes a scheme 
based on fragile watermarking and improved clustering to resolve the conflict between security 
and limited perceptual resources. To improve security, we are developing a stochastic positioning 
strategy based on a clustering algorithm to compute the position embedded in the temporal dy-
namics of the data measurement. Thus, security vulnerabilities created by a stationary embedded 
situation can not only be effectively addressed but also result in zero data disturbance. Our re-
search results show that the proposed algorithm can effectively integrate low-cost data, as well 
as reduce power consumption and increase network life. 

Keywords: Internet of Things, IoT, digital marking, digital watermarking, security, data 
transmission, multiple routing, clustering algorithm, temporal dynamics 
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Базы математических знаний являются развитием классических математических справоч-
ников и энциклопедий, что, в свою очередь, делает их важным инструментом при проведении 
различных исследований в математических науках и смежных областях. В настоящее время су-
ществуют различные базы знаний математических объектов. В настоящей работе рассматрива-
ется база знаний производящих функций двух переменных, использование которой позволяет 
оперировать многомерными объектами. Актуальность и значимость данного исследования за-
ключается в решении различных задач, связанных с применением математического аппарата 
производящих функций. 

В работе рассмотрено использование разработанной базы знаний производящих функций 
двух переменных при решении следующих задач: оперирование производящими функциями 
двух переменных и получение явных выражений для коэффициентов композиции производя-
щих функций двух переменных, коэффициентов взаимной и обратной производящих функций 
двух переменных, коэффициентов логарифмических производных производящих функций, а 
также их степеней. В дополнение рассмотрена обратная задача, направленная на получение про-
изводящих функций для явных выражений, описывающих их коэффициенты. 

Кроме того, использование базы знаний производящих функций двух переменных спо-
собствует процессу построения алгоритмов комбинаторной генерации для сложных комбина-
торных объектов, определяемых производящими функциями многих переменных. В качестве 
примера показано построение алгоритмов комбинаторной генерации для множеств, опреде-
ляемых обобщенными числами Нараяны. Числа Нараяны описывают классы подмножеств для 
комбинаторных множеств, определяемых числами Каталана. В статье выбрана одна из ком-
бинаторных интерпретаций для чисел Нараяны – множество путей Дика длиной n, у которых 
имеется m пиков. 

Ключевые слова: база знаний, производящие функции двух переменных, композиция, 
явные выражения, пирамида, числа Каталана, числа Нараяны, комбинаторная генерация 
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ВВЕДЕНИЕ  

Базы математических знаний являются развитием классических матема-
тических справочников и энциклопедий, что, в свою очередь, делает их важ-
ным инструментом при проведении различных исследований в математиче-
ских науках и смежных областях. Примерами таких баз знаний являются он-
лайн-энциклопедия целочисленных последовательностей [1], сервер комбина-
торных объектов [2] и др. 

Важным объектом описания в таких базах являются производящие функ-
ции, поскольку одной производящей функцией можно получить компактное 
представление дискретных структур [3, 4]. Разработанная методология реше-
ния задач, основанных на применении производящих функций многих пере-
менных, позволила существенно расширить области их применения [5–7]. 

В настоящей работе рассматривается методика использования разрабо-
танной базы знаний производящих функций двух переменных. В основе ука-
занной базы знаний лежат правила вычисления коэффициентов степеней про-
изводящих функций. Выделим следующий перечень задач, решение которых 
можно осуществить с помощью данной базы знаний: 

1) получение явных выражений для коэффициентов композиции произво-
дящих функций двух переменных и их степеней; 

2) получение явных выражений для коэффициентов взаимной производя-
щей функции двух переменных и их степеней; 

3) получение явных выражений для коэффициентов обратной производя-
щей функции двух переменных и их степеней; 

4) получение явных выражений для коэффициентов реверсивной произ-
водящей функции двух переменных и их степеней; 

5) получение явных выражений для коэффициентов обратной реверсив-
ной производящей функции двух переменных и их степеней; 

6) получение производящих функций для явных выражений, описываю-
щих их коэффициенты; 

7) получение явных выражений для коэффициентов логарифмических 
производных производящих функций; 

8) построение алгоритмов комбинаторной генерации. 

1. ПОЛУЧЕНИЕ ЯВНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 
ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ КОМПОЗИЦИИ 
ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Рассмотрим решение первой задачи, направленной на получение явных 
выражений для коэффициентов композиции производящих функций двух пе-
ременных и их степеней. Для этого воспользуемся правилами получения яв-
ных выражений для разных вариантов композиций производящих функций 
(данные из табл. 1 в работе [7]), а также общим правилом нахождения коэффи-
циентов степеней композиций производящих функций двух переменных (тео-
рема 2 в работе [7]). В результате получим перечень правил получения явных 
выражений для коэффициентов степеней композиций производящих функций 
двух переменных, часть которых представлена в табл. 1. 
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Структура табл. 1 имеет следующий вид: в первом столбце таблицы запи-
саны примеры вариантов композиций производящих функций одной и двух 
переменных, во втором столбце – явные выражения для коэффициентов k-й 
степени композиций производящих функций через соответствующие формулы 
для коэффициентов k-й степени производящих функций, образующих данную 
композицию. При подстановке k = 1 получается явное выражение для коэффи-
циентов самой композиции производящих функций. 

Таблица 1 

Table 1 

Правила получения явных выражений для коэффициентов степеней 
композиций производящих функций двух переменных 

Rules for obtaining explicit expressions for the coefficients of powers 
of the compositions of generating two-variable functions   

Номер 
пра-
вила 

Композиция Коэффициент 

1 ( , ) ( ( ), )k kG x y H A x y  
0

( , , ) ( , ) ( , , )
n

q
g n m k A n q h q m k


   

2 ( , ) ( , ( ))k kG x y H x B y  
0

( , , ) ( , ) ( , , )
m

r
g n m k B m r h n r k


   

3 ( , ) ( ( , ))k kG x y H A x y  
0

( , , ) ( , , ) ( , )
n m

q
g n m k A n m q h q k





   

4 ( , ) ( ( , ), )k kG x y H A x y y  
0 0

( , , ) ( , , ) ( , , )
n m m

q r
g n m k A n m r q h q r k




 
    

5 ( , ) ( , ( , ))k kG x y H x B x y  
0 0

( , , ) , , ) ( ,( , )
n m qn

q r
g n m k B n q m r h q r k

 


 
    

6 ( , ) ( ( ), ( ))k kG x y H A x B y  
0 0

( , , ) ( , ) ( , ) ( , , )
n m

q r
g n m k A n q B m r h q r k 

 
    

7 ( ) ( , ( ))k kG x H x B x  
0 0

( , ) ( , ) ( , , )
n qn

q r
g n k B n q r h q r k




 
    

 
Для выполнения композиции ( , ) ( ( , ), )G x y H A x y y  необходимо, чтобы 

выполнялось следующее условие для внутренней функции: (0,0) 0A  . По-
скольку в разработанной базе знаний содержится информация о большом ко-
личестве производящих функций двух переменных, имеющих свободный член 
(т. е. (0,0) 0A  ), то для выполнения требуемого условия можно воспользо-
ваться следующими способами: 

1) домножить производящую функцию на переменную в виде монома 
a bx y , где ,a b , 0a  , 0b  , 0a b  ; 
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2) вычесть из производящей функции свободный член (0,0)A . 
Например, производящую функцию двух переменных 

2
1( , )

1
x yG x y

x y x x



  

, 

у которой свободный член не равен нулю, можно представить как 

2
1( , ) ( ( , ))

1
1

G x y H A x y
x x

x y

 





, 

где 
21( ) , ( , )

1 1
x xH x A x y

x x y


 
 

. 

В базе знаний формируем запрос по производящей функции 

1( , )
1

xU x y
y





. 

Получаем пирамиду под номером 17 (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Информация из базы знаний о пирамиде  

под номером 17 

Fig. 1. Information from the knowledge base about the pyramid  
with number 17 

Тогда для коэффициентов k-й степени производящей функции 
1( , )
1

xxU x y x
y





 будет верна формула 

17
1

( , , )
k m k

T n k m k
n k m

   
   
    

. 
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Далее выполним умножение переменной y  на x , т. е. рассмотрим случай 
( , ) ( , )A x y xU x x y , получим 

17
1

( , , ) ( , , )
k m k

A n m k T n m k m k
n k m


   

     
    

. 

На основании правила под номером 3 из табл. 1 при k = 1 находим 

0 0

1
( , ) ( , , )

n m n m

k k

k m k
g n m A n m k

n m k m

 


 

   
   
     

  . 

Таким образом, получили явное выражение для числового треугольника 
последовательности A055830 из OEIS [1], описывающей класс путей на ре-
шетке [8]. 

2. ПОЛУЧЕНИЕ ЯВНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 
ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ВЗАИМНОЙ 
ПРОИЗВОДЯЩЕЙ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Рассмотрим решение второй задачи, направленной на получение явных 
выражений для коэффициентов взаимной производящей функции двух пере-
менных и их степеней. 

Пусть задана производящая функция вида 

2 2 2

2
2 2 1 4

( , )
2

x x x y x x y
G x y

x y

    
 , 

тогда взаимной производящей функцией к ней будет являться производящая 
функция вида 

1( , )
( , )

A x y
G x y

 . 

Для получения явного выражения для коэффициентов взаимной произво-
дящей функции с использованием разработанной базы знаний, разложим дан-
ную производящую функцию ( , )G x y  в ряд Тейлора в точке 0x   и 0y  . 
В результате получим следующую матрицу значений коэффициентов данного 
разложения: 

2 2

2 3 3

2 3 4 4

1
(1 )

(2 2 2 )

(5 5 6 5 )

(14 14 18 20 14 )

y x

y y x

y y y x

y y y y x

  

   

    

      







 
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Заметим, что данная функция описывает треугольник, где (0,0) 1G  . 

Представим данную функцию как ,  yH x
x

 
 
 

. Используя базу знаний, можно 

получить соответствующую данному разложению производящую функцию и 
матричное представление в виде пирамиды под номером 69 (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Информация из базы знаний о пирамиде под номером 69 

Fig. 2. Information from the knowledge base about the pyramid with number 69 

Тогда для исходной производящей функции будет верно выражение 

69( , ) ( , , ) n m

n m
G x y T n m m k x y  . 

Для получения явного выражения для коэффициентов взаимной произво-
дящей функции можно воспользоваться следующей формулой [9]: 

0

1
( , , ) (0,0,1) ( 1) ( , , )

m n j k j
r

j

j k k m n
T n m k T T n m j

j m n j


 



      
    
       

 , 

где ( , , )T n m k  – матрица значений для исходной производящей функции при 
условии, что (0,0,0) 1T   и ( , ,0) 0T n m  . 

Запишем для исходной функции 

69
2 1 2 1

( , , ) ( , , )
m k n kkT n m k T n m m k

n k m n m

     
    
     

. 

Тогда явное выражение для коэффициентов взаимной производящей 
функции будет определяться как 

0

1 2 1 2 1
( , , ) ( 1)

m n j
r

j

j k m j n j k m njT n m k
n jj m n m m n j





            
      
             

 . 
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3. ПОЛУЧЕНИЕ ЯВНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 
ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ОБРАТНОЙ 
ПРОИЗВОДЯЩЕЙ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Рассмотрим решение третьей задачи, направленной на получение явных 
выражений для коэффициентов обратной производящей функции двух пере-
менных и их степеней. 

Пусть задана производящая функция вида 

2( , )
1 (1 )

xG x y
x x y


  

. 

Найдем коэффициенты разложения обратной производящей функции 
( , )A x y , удовлетворяющей уравнению 

( ( , ), )G A x y y x . 

Введем производящую функцию вида ( , ) ( , )xG x y xG x y , тогда уравне-
ние примет вид 

( , )
( ( , ), )x

xA x y
G A x y y

 . 

Теперь выполним подстановку ( , ) ( , )xA x y xA x y , получим 

1( , )
( ( , ), )x

x x
A x y

G xA x y y
 . 

В данном случае обратную производящую функцию можно найти через 
использование взаимной производящей функции 

2( , ) 1 (1 ) (1 (1 )rG x y x x y x x xy        . 

Далее для производящей функции ( , ) (1 )F x y x xy    найдем представ-
ление в виде пирамиды под номером 37 (рис. 3): 

37
0 0

( , , ) ( , , ) ( 1) ( 1)
n m n mi i

r
i i

k i n i k
T n m k T n i m i

i n i m i

 

 

     
          
          

   

0
( 1)

n i

i

i n i k

n i m i

   
    
      

 . 

Тогда коэффициенты для ( , )k
xA x y  будут равны 

0
( , , ) ( , , ) ( 1)x

n i
A r

i

i n i k nk kT n m k T n m n k
n k n k n i m i

    
      
        

 . 
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Рис. 3. Информация из базы знаний о пирамиде  

под номером 37 

Fig. 3. Information from the knowledge base  
about the pyramid with number 37 

4. ПОЛУЧЕНИЕ ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ  
ДЛЯ ЯВНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ, ОПИСЫВАЮЩИХ  
ИХ КОЭФФИЦИЕНТЫ 

Рассмотрим решение шестой задачи, направленной на получение произ-
водящих функций для явных выражений, описывающих их коэффициенты. 
Данная задача является обратной предыдущим, т. е. по виду функции коэффи-
циентов производящей функции требуется определить выражение для произ-
водящей функции. 

Пусть задано явное выражение вида 

0

2m

k

n m k n m k

k n

      
  
  
  

 . 

Выполним ряд преобразований с целью получить одну из композицион-
ных формул, представленных в [7], получим 

0

2m

k

n m k m k n

k n

      
  
  
  

 . 

Далее заменим порядок суммирования с k  на m k , тогда 

0

2m

k

n k k n

m k n

    
  
    

 . 

Также с учетом преобразований индекса k  получим 

2n m

k n

k k

n m k n





  
  
     

  
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или 

0

2n m

k

k k

n m k k n





  
  
      

 . 

Введем новую переменную j n m k    и используем символ Кронекера: 

,
0 0

2n m m
j n m k

k j

k j n m

j m j


 

 

     
  
    

  . 

Сравним полученный результат с композиционной формулой 

0 0
( , ) ( , , ) ( , )

n m m

k j
g n m A n m j k h k j




 
   . 

Заметим, что для нашего случая 

,( , , ) j n m k
j n m

A n m j k
m j


 

   
   
  

, 

откуда 

,( , , ) k n m
n m

A n m k
m




 
  
 
 

. 

Используя базу знаний, найдем пирамиду под номером 1, производящей 
функцией которой является ( )x y . 

Далее найдем производящую функцию для  

2
( , )

n
h n m

m

 
 
 
 

. 

Используя базу знаний, найдем пирамиду под номером 42 (рис. 4). 
 

 
Рис. 4. Информация из базы знаний о пирамиде  

под номером 42 

Fig. 4. Information from the knowledge base  
about the pyramid with number 42 
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Откуда искомая производящая функция будет равна 

2
42

(1 )( , ) ( , )
1 ( )(1 )

yA x y U x y y
x y y


  
  

. 

5. ПОЛУЧЕНИЕ ЯВНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 
ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ 
ПРОИЗВОДНЫХ ПРОИЗВОДЯЩИХ ФУНКЦИЙ 

Рассмотрим решение седьмой задачи, направленной на получение явных 
выражений для коэффициентов логарифмических производных производящих 
функций. 

1. Пусть дано функциональное уравнение вида 

( , ) ( ( , ), )A x y G x A x y y  

и известно явное выражение коэффициентов k-й степени производящей функ-
ции ( , )G x y  

( , , ) [ ] ( , )n m k
GT n m k x y G x y , 

тогда коэффициенты логарифмической частной производной производящей 
функции ( , )A x y  по x будут выражаться через коэффициенты ( , , )GT n m k : 

1 ( , )( , ) [ ] ( , , )
( , )

n m
lx G

A x yT n m x y T n m n
A x y x


 


. 

2. Пусть дано функциональное уравнение вида 

( , ) ( , ( , ))A x y G x y A x y  

и известно явное выражение коэффициентов k-й степени производящей функ-
ции ( , )G x y  

( , , ) [ ] ( , )n m k
GT n m k x y G x y , 

тогда коэффициенты логарифмической частной производной производящей 
функции ( , )A x y  по y будут выражаться через коэффициенты ( , , )GT n m k : 

1 ( , )( , ) [ ] ( , , )
( , )

n m
ly G

A x yT n m x y T n m m
A x y y


 


. 

В качестве примера найдем коэффициенты логарифмической производ-
ной производящей функции 139( , )U x y . Соответствующий ей фрейм в базе 
знаний показан на рис. 5. 
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Рис. 5. Информация из базы знаний о пирамиде под номером 139 

Fig. 5. Information from the knowledge base about the pyramid with number 139 

Далее необходимо перейти по связанной ссылке на фрейм в базе знаний  
с информацией о пирамиде под номером 59 и получить явное выражение для 
коэффициентов k-й степени производящей функции 59( , )U x y  
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Для искомой логарифмической производной получим 

2 2
2

2
1 ( , ) 2 (4 4 )( , ) 1 2
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где 

2( , ) 1 2 1 4 (2 4 )U x y x y x x y y        . 

Тогда коэффициенты будут иметь следующее явное выражение: 
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6. ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМОВ ГЕНЕРАЦИИ  
ДЛЯ КОМБИНАТОРНЫХ МНОЖЕСТВ, 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ ОБОБЩЕННЫМИ  
ЧИСЛАМИ НАРАЯНЫ 

Рассмотрим классические числа Нараяны, заданные следующей произво-
дящей функцией двух переменных [10]: 

2 2 2 21 1 2 ( 2 2 )
( , )

2N
x x y x x x x y x y

F x y
x

        
 . 

В базе знаний пирамида, соответствующая данной производящей функ-

ции в виде ( , )NF x y
x y

, находится под номером 25 (рис. 6). Подробное исследо-

вание этого обобщения представлено в работе [11]. 
 

 
Рис. 6. Информация из базы знаний о пирамиде под номером 25 

Fig. 6. Information from the knowledge base about the pyramid with number 25 

Тогда коэффициенты k-й степени производящей функции будут опреде-
ляться выражением 

25( , , ) [ ] ( , ) ( , , )n m k
N

n nkF n m k x y F x y T n k m k k
n m k m


  
      
    

. 

Рассмотрим комбинаторную интерпретацию обобщенных чисел Нара-
яны. Заметим, что 

25
1

1 1 4 2
( ,1)

2
n

n
n

x x
xU x C x

x
  

  


, 

где nC  – числа Каталана. Тогда 

1
( , )

n
n

m
N n m C


 . 

Это означает, что числа Нараяны описывают классы подмножеств для 
комбинаторных множеств, определяемых числами Каталана. Известно более 
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200 комбинаторных множеств, определяемых числами Каталана [12].  
Это классы перестановок и путей Дика, двоичные деревья, полные двоичные 
деревья, распределение скобок, множество триангуляций треугольников и т. д. 
Одна из комбинаторных интерпретаций для чисел Нараяны – это множество 
путей Дика длиной n, у которых имеется m пиков [13]. 

В общем случае для вычисления коэффициентов ( , )k
NF x y  можно вос-

пользоваться прямым способом вычисления, основанным на формуле 

1 2 1 2 1
( , , ) ( , )

k k

k
i i

n m i
F n m k f

        

  
        

   , 

где 0i   и 0k  . Здесь суммирование ведется по всем композициям чисел 
n и m. Это имеет большую вычислительную сложность, с другой стороны, дает 
комбинаторную интерпретацию для множеств, описываемых обобщенными 
числами Нараяны. Это все k-кортежи из элементов множеств, описываемых 
числами Нараяны. Например, если это пути Дика длиной n и числом пиков m, 
то ( , , )F n m k  описывает пути, которые образованы из k путей Дика общей 
длиной n и общим числом пиков m. Число множеств, определяемых обобщен-
ными числами Нараяны, многократно возрастает, если элементы кортежа бу-
дут соответствовать разным комбинаторным множествам, определяемым чис-
лами Нараяны. Для обобщенных чисел Нараяны существует рекуррентное со-
отношение следующего вида [11]: 

( , , )F n m k   

( 1, 1, 1) ( , 1, ) ( 1, 1, ) ( 1, , 1)F n m k F n m k F n m k F n m k               . 

Откуда, имея явную формулу для 25( , , )T n m k  (рис. 6) и данную рекур-
рентную формулу, можно построить эффективные алгоритмы комбинаторной 
генерации для множеств, определяемых числами Нараяны [14, 15]. Для по-
строения алгоритмов комбинаторной генерации необходимо по рекуррентной 
формуле построить схему рекурсивной композиции деревьев И/ИЛИ [16]. 
Анализируя приведенную выше формулу, в которой нет мономов с операцией 
умножения, получим схему в которой нет И-узлов (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Схема рекурсивной композиции деревьев И/ИЛИ 

Fig. 7. Recursive composition of AND/OR trees 
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Правила построения комбинаторного объекта по рекуррентной формуле 
следующие. 

1. Пусть объект описывается параметрами ( 1, 1, 1)n m k    и 1k   озна-
чает число элементов в кортеже. Тогда в кортеж добавляется новый объект  
с параметрами (1,1) . 

2. Пусть объект описывается параметрами ( , 1, )n m k  и k  означает число 
элементов в кортеже. Тогда заданный элемент кортежа изменяется так, что его 

( , )N i j  становится ( , 1)N i j  . 
3. Пусть объект описывается параметрами ( 1, 1, )n m k   и k  означает 

число элементов в кортеже. Тогда заданный элемент кортежа изменяется так, 
что его ( , )N i j  становится ( 1, 1)N i j  . 

4. Пусть объект описывается параметрами ( 1, , 1)n m k   и 1k   означает 
число элементов в кортеже. Тогда два элемента кортежа объединяются с до-
бавлением одно узла. 

Рассмотрим алгоритм генерации скобочной структуры, определяемой 
обобщенными числами Нараяны, представленный в виде псевдокода. Алго-
ритм GenGenerNarayna имеет входные параметры: 

– num – номер скобочной структуры, изменяется от нуля до ( , , ) 1F n m k  ; 
– n – число пар скобок (); 
– m – число скобочных подструктур, заключенных в скобки ( )str , где  

str – любая правильная запись скобок, в том числе и пустая; 
– k – число элементов в кортеже. 
Алгоритм GenGenerNarayna носит рекурсивную структуру, а генерируе-

мая скобочная структура представлена двойным списком 0 1{ , , , }ks s s s  ,  
где is  содержит правильную скобочную структуру, определяемую числами 
Нараяны. Операция + означает добавление скобки или пары скобок в спи- 
сок is . 

Алгоритм GenGenerNarayna для генерации множеств, определяемых 
обобщенными числами Нараяны: 
1 algorithm GenGenerNarayna(num, n, m, k) 
2 begin 
3  if n k  or m k  or 0k   or n m  then return [] 
4  if 1n   and 1k   then return [()] 

5  if ( 1, 1, 1)num F n m k     
6  then 
   {совершаем рекурсивный спуск для первого левого «сына»} 
7   :s   GenGenerNarayna(num, 1n , 1m , 1k  ) 
   {добавляем новый элемент кортежа} 
8   : [()]s s   
9   return s  
10  end 
11  : ( 1, 1, 1)num num F n m k      

12  if ( , 1, )num F n m k   
13  then 
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   {совершаем рекурсивный спуск для второго левого «сына»} 
14   :s   GenGenerNarayna(num, n , 1m , k ) 
   {добавляем скобки в нулевой элемент кортежа} 
15   0 0: ()s s   
16   return s  
17  end 
18  : ( , 1, )num num F n m k    

19  if ( 1, 1, )num F n m k    
20  then 
   {совершаем рекурсивный спуск для третьего левого «сына»} 
21   :s   GenGenerNarayna(num, 1n  , 1m , k ) 
   {добавляем скобки в нулевой элемент кортежа} 
22   0 0: ( )s s    
23   return s  
24  end 
25  : ( 1, 1, )num num F n m k     

26  if ( 1, , 1)num F n m k    
27  then 
   {совершаем рекурсивный спуск для четвертого левого «сына»} 
28   :s   GenGenerNarayna(num, 1n  , m , 1k  ) 
   {добавляем скобки в первый элемент кортежа} 
29   1 1: ( )s s    
   {объединяем нулевой и первый элементы кортежа} 
30   0 0 1:s s s   
   {удаляем первый элемент кортежа} 
31   delete 1s  
32   return s  
33  end 
34 end 

В табл. 2 представлен пример работы алгоритма GenGenerNarayna для пара-
метров 4n  , 3m , 2k  . Заметим, что если символ « ( » заменить на u (это бу-
дет обозначать шаг вверх по диагонали), а символ « ) » заменить на d (это будет 
обозначать шаг вниз по диагонали), то получим соответствующие пути Дика. 

Таблица 2 

Table 2 

Пример работы алгоритма GenGenerNarayna для 4n  , 3m  , 2k   

An example of using the GenGenerNarayna algorithm for 4n  , 3m  , 2k   

num Скобочная структура Путь Дика 

0 [()][(())()] [ud][uuddud] 

1 [()][(()())] [ud][uududd] 

2 [()][()(())] [ud][uduudd] 
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Окончание табл. 2 

End of Tab. 2 

num Скобочная структура Путь Дика 

3 [()()][(())] [udud][uudd] 

4 [(())()][()] [uuddud][ud] 

5 [(())][()()] [uudd][udud] 

6 [(()())][()] [uududd][ud] 

7 [()(())][()] [uduudd][ud] 
 
 
Рассмотрим вычислительную сложность данного алгоритма. Поскольку  

в дереве И/ИЛИ нет И-узлов, то генерация одного элемента комбинаторного 
множества, описываемого обобщенными числами Нараяны, будет кратна 
следу в дереве. Число узлов в следе не превышает числа n, этот вывод делается 
на основании того, что n – это число элементарных объектов, из которых стро-
ится комбинаторный объект (скобочная структура или путь Дика). Поэтому 
вычислительная сложность алгоритма будет линейной ( )O n . Для подсчета 
числа узлов можно воспользоваться следующим соотношением, основанным 
на рекуррентной формуле для ( , , )F n m k : 

( , , ) 1 ( 1, 1, 1)

( , 1, ) ( 1, 1, ) ( 1, , 1).

V n m k V n m k

V n m k V n m k V n m k

     

       
 

Численные эксперименты показали, что  

( , , )
( , , )

V n m k n
F n m k

 . 

Алгоритм ранжирования также строится на основе рекурсивной компози-
ции деревьев И/ИЛИ и имеет такую же вычислительную сложность. 

ВЫВОДЫ 

Предложенная методика использования базы знаний производящих функ-
ций двух переменных позволяет решать широкий круг задач оперирования 
производящими функциями двух переменных и их коэффициентами. Исполь-
зование базы знаний обеспечивает построение алгоритмов комбинаторной ге-
нерации для более сложных комбинаторных объектов, определяемых произво-
дящими функциями многих переменных. Все полученные формулы и алго-
ритмы являются новыми. 
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Abstract 
Mathematical knowledge bases are the development of classical mathematical reference 

books and encyclopedias, which, in turn, makes them an important tool for conducting various 
research in mathematical sciences and related fields. At present, there are various knowledge 
bases of mathematical objects. In this paper, we consider the knowledge base of the generating 
functions of two variables, which allows us to operate with multivariate objects. The relevance 
and significance of the work lies in solving various problems related to the mathematical appa-
ratus of generating functions.  

In the paper we consider the use of the knowledge base of generating functions of two 
variables for solving problems of operating generating functions and obtaining coefficients for 
composition, reciprocal and compositional inverse generating functions of two variables and their 
powers, as well as obtaining explicit expressions for the coefficients of logarithmic derivatives 
of the generating functions. In addition, an inverse problem is considered aimed at obtaining 
generating functions for explicit expressions describing their coefficients. 

The use of the knowledge base of generating two-variable functions contributes to the pro-
cess of constructing combinatorial generation algorithms for combinatorial objects defined by 
generating functions of many variables. As an example, the construction of combinatorial gener-
ation algorithms for sets defined by the generalized Narayana numbers is shown. The Narayana 
numbers describe classes of subsets for combinatorial sets defined by the Catalan numbers. In 
this paper, one of the combinatorial interpretations for the Narayana numbers is chosen - the set 
of the Dyck paths of length n, which have m peaks. 

Keywords: knowledge base, generating functions in two variables, composition, explicit 
expressions, pyramids, Catalan numbers, Narayana numbers, combinatorial generation 
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