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Математическая модель стабилизированной  
платформы с электрогидроприводом на корабле* 
Т.В. БУЙ 

630073, г. Новосибирск, пр. Карла Маркса, 20, Новосибирский государственный тех-
нический университет  

tamtlpt@gmail.com 

Стабилизированные платформы применяются на всех типах движущихся транспортных 
средств, от спутников до подводных лодок, и даже используются на некоторых портативных и 
наземных устройствах. Например, стабилизированная платформа на корабле используется для 
размещения навигационного оборудования и антенн систем радиолокационной связи, что поз-
воляет улучшить эффективность работы этого оборудования в условиях воздействий волновых 
возмущений. Существуют различные кинематические схемы построения корабельных стабили-
зированных платформ. В частности, применяются последовательные стабилизированные плат-
формы и параллельные стабилизированные платформы. В практических приложениях более 
широкое применение нашли последовательные стабилизированные платформы. В настоящей 
работе рассматривается математическая модель корабельной стабилизированной платформы  
с двумя степенями свободы, в которой управление угловой ориентацией платформы осуществ-
ляется с помощью электрогидроприводов. Применение электрогидравлических приводов поз-
воляет обеспечить формирование требуемой величины силового воздействия для компенсации 
возмущений от волновых колебаний палубы корабля. С целью получения соотношений для опи-
сания взаимосвязи угловых перемещений элементов кинематической схемы платформы с вели-
чиной перемещения штока гидроцилиндра в настоящей работе привлекается аппарат комплекс-
ных чисел. Рассмотрена математическая модель электрогидропривода с учетом динамики пере-
мещения электромеханизма золотникового сервоклапана, величин расходов и давлений рабочей 
жидкости в полостях гидроцилиндра. Рассмотрена линеаризованная математическая модель 
электрогидропривода и получены оценки для параметров математической модели при заданных 
массогабаритных характеристиках электрогидропривода. Данная математическая модель может 
быть использована при синтезе системы управления электрогидроприводом для обеспечения за-
данной угловой ориентации платформы при действии волновых возмущений. 

Ключевые слова: стабилизированная платформа, кинематическая схема, угловая стаби-
лизация, стабилизация крена, стабилизация тангажа, волновые возмущения, электрогидравли-
ческий привод, математическая модель электрогидропривода, линеаризованная математическая 
модель, параметры модели электрогидропривода 

                                                      
* Статья получена 19 февраля 2023 г. 



8 Т.В. БУЙ 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе рассматривается задача построения математической 
стабилизированной платформы, которая установлена на палубе водного судна. 
Платформа используется для размещения навигационного оборудования и ра-
диолокационных антенн систем связи, для эффективной работы которых тре-
буется обеспечить стабилизацию положения платформы в пространстве  
в условиях волновых возмущений водной среды [1–3]. С целью уменьшения 
влияния данных возмущений навигационное оборудование размещают на спе-
циальной стабилизируемой платформе [4–7]. В частности, применяются по-
следовательные стабилизированные платформы и параллельные стабилизиро-
ванные платформы [8]. В практических приложениях более широкое примене-
ние нашли последовательные стабилизированные платформы [9–13]. 

 Существует множество примеров использования стабилизированных 
платформ, например, в гироскопических навигационных системах [14–17]. 
Эффективность и точность угловой стабилизации платформы достигается с 
помощью системы автоматического управления, для проектирования которой 
требуется математическая модель платформы. Вид математической модели 
стабилизированной платформы зависит от ее конструкции, количества степе-
ней свободы и типа привода [18–21]. В работе рассмотрена математическая 
модель стабилизированной платформы с электрогидроприводом.  

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СТАБИЛИЗИРОВАННОЙ 
ПЛАТФОРМЫ 

В этой части рассматривается математическая модель стабилизированной 
платформы, размещенной на корабле с двумя степенями свободы, кинемати-
ческая схема которой показана на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Кинематическая схема стабилизированной  

платформы на корабле 

Fig. 1. Kinematic diagram of the stabilized  
platform on the ship 



Математическая модель стабилизированной платформы с электрогидроприводом на корабле 9 

Стабилизированная платформа связана с палубой через два привода и ци-
линдрическую стойку. Обычно два привода расположены под углом 90° и свя-
заны со стабилизированной платформой шаровыми шарнирами. 

Платформа с двумя степенями свободы может вращаться вокруг двух 
осей (тангаж и крен), как это показано на рис. 2, а и б. Управление угловым 
положением платформы осуществляется изменением длин звеньев 1 2,  l l .  

В настоящей работе обсуждается математическая модель стабилизиро-
ванной платформы на корабле, угловое перемещение которой осуществляется 
с помощью электрогидравлического сервопривода. В качестве примера рас-
сматривается схема стабилизированной платформы на корабле по углу тан-
гажа, которая показана на рис. 2, а, где 0 1 2 1,  ,  ,  h a a l  есть звенья обсуждаемой 
кинематической схемы; на рис. 2, б рассматривается схема стабилизированной 
платформы на корабле по углу крена с параметрами 0 1 2 2,  ,  ,  h b b l . Звено 2a  на 
этой схеме представляет платформу, а изменение угла наклона p  данного 
звена относительно палубы корабля достигается путем изменения длины зве-
на 1l  с помощью электрогидравлического сервопривода. 

 

 
Рис. 2. Кинематическая схема платформы на корабле по углу тангажа (a); кинемати-

ческая схема платформы на корабле по углу крена (б) 

Fig. 2. Kinematic diagram of the platform on the ship by pitch angle (a); kinematic diagram 
of the platform on the ship by roll angle (b) 

Представляя звенья на рис. 2, а в виде комплексных чисел [13] для данной 
замкнутой кинематической цепи, получим следующее уравнение: 

0 2 1 1 0,p pi ia lh i e e a     

из которого следует 

 11 1 0 2 .piil e a h i a e       (1) 

Комплексное сопряжение для уравнения (1) имеет вид 

 11 1 0 2 .piil e a h i a e        (2) 

а б
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В результате перемножения выражений (1) и (2) получим 

    2 2 2 2
1 0 2 1 2 1 0 2 .p p p pi i i il h a a a a e e h a i e e             (3) 

Обозначим 

1 2,    .p p p pi i i ik e e k e e          

Тогда выражение (3) можно представить в виде 

 2 2 2 2
1 0 2 1 2 1 1 0 2 2 .l h a a a a k h a k i      (4) 

Также отметим, что для выражений 1k  и 2k  справедливы соотношения: 

 
1

2

cos sin cos sin 2cos ,

cos sin cos sin 2 sin .

p p

p p

i i
p p p p p

i i
p p p p p

k e e i i

k e e i i i

  

  

⎧            ⎪
⎨
⎪            ⎩

 (5) 

Подставляя соотношения (5) для 1k  и 2k  в уравнение (4), получим урав-
нение, показывающее зависимость между длиной звена 1l  и углом наклона 
платформы p  относительно палубы корабля в продольной плоскости: 

 2 2 2 2
1 0 2 1 2 1 0 22 cos 2 sinp pl h a a a a h a       . (6) 

Из рис. 2, а следует, что 0 sinh r   и 1 cos .a r   Подставляя данные вы-
ражения для 0h  и 1a  в уравнение (6), получим 

 
2 2 2 2
1 0 2 1

2
sin sin cos cos .

2 p p
l h a a

a r
  

       (7) 

Здесь 2 2
0 1 .r h a   Обозначим 

2 2 2
2 1

3
22

a r lk
ra

   и преобразуем уравнение (7): 

 3cos( )p k  ,     2
3sin ( ) 1 .p k      (8) 

Из выражения (8) получим 

 
2
3

3

1
tan ( )p

k
k


  , (9) 

где в соответствии с рис. 2, а справедливо условие 0 ( )p    . Из выра-
жения (9) следует 

 
2
3

3

1
arctan ,p

k
k


    (10) 

где 3 3 1( )k k l . 
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Представим длину звена 1l  в виде 1 01 1l l l   , где 1l  – величина пере-
мещения штока в цилиндре электрогидравлического сервопривода, а величи-
на 01l  соответствует выполнению требования 0.p   Тогда из условия 0p   
в выражении (10) следует 

 
2
3 01

3 01
3 01

1 ( )
arctan ( ( )).

( )
k l

f k l
k l


    (11) 

Подставляя выражение (11) в уравнение (10), получим 

 
2 2
3 01 3 1

3 01 3 1

1 ( ) 1 ( )
arctan arctan .

( ) ( )p
k l k l

k l k l
 

     (12) 

Обозначим
2
3 1

3 1
3 1

1 ( )
( ( )) arctan

( )
k l

f k l
k l


  и выполним линеаризацию в 

окрестности точки 01l  уравнения (12) на основе его разложения в ряд Тей-
лора [21]. Получим 

 3 3
3 01 3 01 1

3 01 3 01
( ( )) ( ( ))p

k kf ff k l f k l l l
k l k l

         
   

. (13) 

Вычисляя частные производные  

3 01
23 01 1 23

1 ,    
1

k lf
k l r ak

  
 

, 

получим 

 3 01 01
2 2 2 23 01 1 23 1 2 1

21

1 4

k l lf
k l r ak r a c

  
   

, (14) 

где 2 2 2
1 2 01c a r l   . Затем, подставляя выражение (14) в уравнение (13), 

получим зависимость между углом наклона платформы p  и смещением 
поршня 1 :l  
 1p pitchk l   , (15) 

где  
01

2 2 2
2 1

2

4
pitch

lk
r a c




. 

Угол наклона платформы по отношению к горизонту в продольной плос-
кости (тангаж) равен 
 p k    , (16) 

где k  – угол наклона палубы корабля по отношению к горизонту в продоль-
ной плоскости, который отражает действие внешних волновых возмущений. 



12 Т.В. БУЙ 

В соответствии с рис. 2, б можно получить аналогичные расчетные соот-
ношения для угла крена p  стабилизированной платформы. В результате ли-
неаризованная математическая модель для угла крена стабилизированной 
платформы имеет следующий вид: 

 2p rollk l   , (17) 

где 02
2 2 2

1 2 2

2

4
roll

lk
r b c




, 2 2 2
2 2 1 02c b r l   , 2 2

1 0 1r h b  , 2 02 2l l l   ,  

2l  есть величина перемещения штока в цилиндре электро-гидравлического 
сервопривода, а величина 02l  соответствует выполнению требования 0.p   

Угол наклона платформы по отношению к горизонту в поперечной плос-
кости (крен) равен 

 p k    , (18) 

где k  – угол наклона палубы корабля по отношению к горизонту в попереч-
ной плоскости, который отражает действие внешних волновых возмущений.  

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ЭЛЕКТРОГИДРАВЛИЧЕСКОГО ПРИВОДА 

В качестве исполнительных механизмов для управления положением ста-
билизированной платформы могут быть использованы системы электромагнит-
ного подвеса и двигатели постоянного тока. В то же время в условиях большой 
величины массы платформы и установленного на платформе оборудования 
наиболее эффективным является применение электрогидравлических приводов, 
которые позволяют обеспечить формирование требуемой величины силы для 
компенсации возмущений от волновых колебаний палубы корабля. 

Рассматривая математическую модель электрогидравлического привода, 
будем полагать, что взаимосвязь положения золотника сервоклапана vx  [м]  
с величиной входного тока vu i  [мА] моментного двигателя можно описать 
дифференциальным уравнением 

 ,v v vv x k ux      (19) 

где v  – постоянная времени; vk  – коэффициент усиления электромеханизма 
золотникового сервоклапана. Величина расхода 1Q  рабочей жидкости гидро-
цилиндра зависит от смещения золотникового клапана vx  и давления рабочей 
жидкости hP  [21–23]: 

 1
sgn( ) ,s v h

d vQ P x PC x 
 


  (20) 
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где 1Q  – расход рабочей жидкости гидроцилиндра [м3/c]; dC  – коэффициент 

расхода; 
v

S
x
 


 – градиент площади золотника сервоклапана; sP  – давление 

на входе гидроцилиндра [н/м2]; –h A BP P P  – перепад давления между поло-
стями гидроцилиндра [н/м2];   – плотность масла в гидроцилиндре [кг/м3].  

Линеаризация уравнения (20) при малых отклонениях золотника от нуле-
вого положения позволяет получить следующее выражение для величины рас-
хода 1Q  рабочей жидкости гидроцилиндра [22, 23]: 

 1 ,q v c hQ K x K P   (21) 

где 1
q

v

QK
x




, 1
c

h

QK
P
 


, dC  – коэффициент расхода; qK  и cK  – коэффи-

циент усиления потока/открытия и коэффициент усиления потока/давления 
соответственно. 

Пренебрегая эффектами внешней утечки рабочей жидкости в гидроци-
линдре, можно описать динамику привода: 

 1 ,
4
h h

h h hl h
h

V PQ A X C P
E

  


  (22) 

где hA  – площадь поршня; hV  – объем камеры поршня; hE  – эффективный 
объемный модуль; hX  – перемещение штока; hlC  – общий коэффициент 
утечки. Согласно принципу баланса сил динамику перемещения штока гидро-
цилиндра можно описать уравнением 

 ,h h h h hA P mX B X F     (23) 

где m – масса поршня и платформы; hB  – совокупный коэффициент смоде-
лированных сил демпфирования и вязкого трения; F – сила внешней нагрузки, 
которая действует на поршень. 

Обозначим 1 ;hX X 2 ;hX X   4 vX x . В соответствии с уравнениями 
(19) – (23) представим математическую модель гидропривода в виде следую-
щей структурной схемы (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Структурная схема математической модели электрогидравлического привода 

Fig. 3. Block diagram of the mathematical model of the electrohydraulic drive 

На рисунке 1 v   , коэффициент a на данной структурной схеме равен 
следующей величине: / 4h ha V E .  
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Из структурной системы на рис. 3 получим передаточную функцию элек-
трогидропривода:  

  
01

2 2
1 2 2

( )( ) ,
( ) ( 1) 2 1

bx sW s
u s s s s d s

 
     

 (24) 

где 

0 2 ;v q h

h hl c h h

k K A
b

B C K B A


 
 

2 2 ;
h hl c h h

ma
B C K B A

 
 

 

 2
22

hl c h

h hl c h h

mC mK aBd
B C K B A

 


  
. 

В настоящей работе рассматривается модель электрогидропривода, пара-
метры которого приведены в таблице [21].  

 
Параметры электрогидропривода 

Electrohydraulic drive parameters 

№ 
п/п Параметры Обозначе-

ние Количество 

1 Масса поршня и нагрузки m 500 кг 
2 Площадь поршня Ah (1.47 ∙ 10–3) м2 
3 Постоянная времени сервоклапана τv 0.001 с 

4 Коэффициент усиления 
сервоклапана kv (3.04 ∙ 10–3) м/А 

5 Общий коэффициент утечки Chl (1 ∙ 10–11) м3/с/Па 

6 
Совокупный коэффициент смодели-
рованных сил демпфирования и вяз-
кого трения 

Bh (1 ∙ 104) н с/м 

7 Oбъем камеры цилиндра Vh (1.47 ∙ 10–4) м3 

8 Эффективный объемный модуль Eh (8 ∙ 108) Па 

9 Коэффициент усиления потока / 
открытия Kq 2.7 м2/с 

10 Усиление потока / давления Kc (1.75 ∙ 10–11) м3/с/Пa 
 
На основе заданных в таблице параметров электрогидропривода получим 

следующие значения параметров передаточной функции (24):  

1 2 00.001 с,      0.0031 ,     5.3366,     0.9498.с b d       
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Отметим, что обычно основную составляющую волнового возмущения, 
например, по тангажу можно представить в виде гармонического воздействия:  

( ) sin( ),kк k kt A t      

где k  – частота колебания палубы корабля под воздействием волновых воз-
мущений и ветра. Поэтому при значениях 1 1

1 2,   k k
       можно от ма-

тематической модели вида (24) перейти к упрощенной математической модели 
электрогидропривода следующего вида: 

01( )( )
( )

bx sW s
u s s

  . 

В рассматриваемой кинематической схеме стабилизированной платфор-
мы используются два электрогидропривода. Перемещением штока 1 1l x   
первого привода изменяется угол наклона платформы по отношению к гори-
зонту в продольной плоскости (тангаж), а перемещением поршня 2 1l x   вто-
рого привода изменяется угол наклона платформы по отношению к гори-
зонту в поперечной плоскости (крен). Полученные соотношения (15)–(18)  
и (24) позволяют описать взаимосвязь тангажа и крена стабилизированной 
платформы с параметрами кинематической схемы платформы и параметрами 
электрогидропривода. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В настоящей работе получена математическая модель стабилизированной 

платформы с двумя степенями свободы, которая размещается на корабле. Рас-
смотрена математическая модель электрогидропривода. Приведены оценки ве-
личин параметров модели электрогидропривода. Полученная математическая 
модель может быть использована при решении задачи синтеза системы стаби-
лизации углового положения платформы на корабле в условиях действия вол-
новых возмущений. 
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Abstract 
Stabilized platforms are used on all types of moving vehicles, from satellites to submarines, 

and are even used on some portable and terrestrial devices. For example, a stabilized platform on 
a ship is used to accommodate navigation equipment and antennas of radar communication sys-
tems, which improves the efficiency of this equipment under the influence of wave disturbances. 
There are various kinematic schemes for building ship stabilized platforms. In particular, serial 
stabilized platforms and parallel stabilized platforms are used. In practical applications, serial 
stabilized platforms have found wider use. In this paper, we consider a mathematical model of a 
ship-based stabilized platform with two degrees of freedom, where the angular orientation of the 
platform is controlled using electric hydraulic drives. The use of electro-hydraulic drives makes 
it possible to ensure the formation of the required magnitude of the force effect to compensate 
for disturbances from wave oscillations of the ship's deck. In order to obtain relations for describ-
ing the relationship between the angular displacements of the elements of the kinematic scheme 
of the platform and the displacement of the hydraulic cylinder rod, the apparatus of complex 
numbers is involved in this work. A mathematical model of an electrohydraulic drive is consid-
ered taking into account the dynamics of movement of the electromechanism of a spool servo 
valve, the flow rates and pressures of the working fluid in the cavities of the hydraulic cylinder. 
A linearized mathematical model of an electrohydraulic drive is considered, and estimates are 
obtained for the parameters of the obtained mathematical model for given mass-dimensional 
characteristics of an electrohydraulic drive. This mathematical model can be used in the synthesis 
of an electric hydraulic drive control system to provide a given angular orientation of the platform 
under the action of wave disturbances. 

Keywords: Stabilized platform, kinematic scheme, angular stabilization, roll stabilization, 
pitch stabilization, wave disturbances, electrohydraulic drive, electrohydraulic drive mathemati-
cal model, linearized mathematical model, electrohydraulic drive model parameters 
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Рассматривается задача характеризации симметричных ожерелий как беспорядков.  
Данный подход является альтернативным подходу, использующему теорему перечисления 
Пойа, в том числе лемму Бернсайда. Показана связь между разбиениями чисел и типами пере-
становок. Типам ожерелий как перестановок сопоставляются беспорядки, в которых ни один 
элемент не остается на месте, а также беспорядки с неподвижными элементами. Исследуются 
распределения беспорядков по типам для ожерелий до седьмой степени включительно. Осу-
ществляется подсчет и перечисление беспорядков каждого типа и устанавливается их четность. 

Отдельное внимание уделено исследованию свойств симметричных ожерелий. Для каж-
дого типа ожерелий перечисляются их классы симметрий и асимметрий. Одновременно вво-
дятся понятия хиральной и ахиральной симметрии как разновидностей осевой симметрии. Фор-
мулируются утверждения, связывающие мощность классов симметрий с порядком симметрии 
ожерелий. Вводится понятие диаграмм симметрии ожерелий, уставливающих свойства инвари-
антности симметричных и несимметричных ожерелий заданной длины. В качестве отношения 
эквивалентности ожерелий используется отношение конгруэнтности, позволяющее использо-
вать геометрический подход к исследованию ожерелий и визуализации получаемых результа-
тов. Для этого ожерельям сопоставляются многосвязные неориентируемые графы, вершинами 
которых являются вершины правильных многоугольников. При этом соответствии число вер-
шин графа равно длине ожерелья, а количество компонент связности совпадает с количеством 
цветов бусин.   

В качестве приложения полученных результов рассматривается возможность исследова-
ния с помощью ожерелий акцентной динамики стихотворных строф по вертикали. Приведены 
эмпирические данные по использованию различных типов семистиший в стихотворной прак-
тике. Отмечено, что приблизительно четверть из числа существующих симметричных типов 
ожерелий по различным причинам не находят реального применения.   

Ключевые слова: перестановка, ожерелье, симметрия, ахиральность, хиральность, функ-
ция разбиения, беспорядок, диаграмма симметрий 
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ВВЕДЕНИЕ 

Ожерелья представляют сложную алгебраическую структуру, требую-
щую для исследования широкого арсенала математических средств, включая 
методы комбинаторного анализа, теории графов, теории групп [1], теории раз-
биений [2] и т. д. Задача об ожерельях хорошо известна в перечислительной 
комбинаторике, а ее решение в стандартной постановке осуществляется ис-
пользованием теоремы перечисления Пойа, в том числе ее следствия – леммы 
Бернсайда. 

В расширенном аспекте под задачей об ожерельях будем понимать задачу 
перечисления не всех, а только симметричных ожерелий, так как именно они 
часто представляют особый интерес во многих прикладных областях, напри-
мер, в стиховедении. Аналогичные постановки задачи перечисления симмет-
ричных структур возникают в физике, филлотаксисе, компьютерной химии, 
кристаллографии, стилеметрии, математическом стиховедении и многих дру-
гих смежных областях. Своими корнями эти постановки задач уходят в общую 
теорию симметрий, устанавливающую (Ф. Клейн), в частности, связь между 
группами перестановок и симметриями выпуклых многогранников. Настоя-
щая работа посвящена рассмотрению симметричных плоских структур, подпа-
дающих под определение ожерелий, с позиций задачи о беспорядках.  

Помимо изложения алгоритмического подхода к задаче перечисления 
симметричных ожерелий в статье рассматривается приложение задачи о бес-
порядках к задаче из области математического стиховедения, связанной с пе-
речислением схем рифмовки в семистишных строфах. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Будем рассматривать задачу об ожерельях с помощью подхода, основан-
ного на интерпретации ожерелий как перестановок. В этом случае каждому оже-
релью сопоставляется граф с числом вершин, равным степени перестановки,  
т. е. длине ожерелья. Граф перестановки распадается на отдельные компоненты, 
т. е. является несвязным. Каждая из компонент является циклом. Граф переста-
новки ожерельем не является, так как его вершины не раскрашены.  

Ожерелье называется симметричным, если его граф, представленный 
вершинами правильного n-угольника и инцидентными им ребрами, как гео-
метрическая фигура обладает хотя бы одной осевой симметрией. Более точные 
определения симметричности ожерелий приводятся в разделе 2. Поскольку ал-
гебраических и геометрических критериев симметричности не существует,  
в статье ставится задача перечисления симметричных ожерелий алгоритмиче-
ским способом.  

Пусть T  – множество ожерелий заданной длины n. Смысл перехода от 
задачи об ожерельях [1, с. 212] к задаче о беспорядках заключается в исключе-
нии из алгоритма поиска симметричных ожерелий трудоемкого в смысле вре-
менных затрат шага распределения ожерелий x T  по орбитам. Этот шаг за-
меняется на перечисление перестановок определенного типа, отвечающих за-
данному ожерелью. Множество таких перестановок образует класс сопряжен-
ных элементов симметрической группы nS , которая хорошо изучена и для  
которой в ряде случаев имеется множество полезных результатов. Второй шаг 
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алгоритма заключается в выделении в полученном классе сопряженности тех 
перестановок, которые отвечают симметричным ожерельям.  

В задаче об ожерельях циклическая группа Zn  действует на множество 
ожерелий Т, на котором определено отношение эквивалентности (в нашем слу-
чае отношение конгруэнтности). Действие Zn  на Т разбивает Т на блоки,  
называемые орбитами Orb( , Z )nT  группы Zn . В задаче о беспорядках ожере-
лий нет, а есть перестановки nS , преобразующие множество nN   
= {1,2,,..., }n . Здесь nT N . В этом случае говорят об орбитах Orb( , )a   эле-
ментов na N , порождаемых действием симметрий nS . Каждой переста-
новке nS  сопоставляется граф, который образуют несовпадающие орбиты 
Orb( , )a  . В статье графы преобразований и орбиты в этом контексте не рас-
сматриваются. 

Задача об ожерельях, состоящая в подсчете числа n ожерелий x T  над 
множеством раскрасок Y { 1, , rc c }, которые можно построить по задан-

ному n-мультимножеству x  1
1

rrc c ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 , имеет достаточно простое решение. 

Общая формула для числа таких ожерелий имеет вид [3, с. 19]: 

 nP ( 1 2, , , r   )
1 2

!
! ! r

n
  

,     
1

r
i

i
n


   ∑ . (1.1) 

Однако интерес представляют более тонкие свойства множества Т, кото-
рые удается обнаружить в результате действия на Т некоторой группы симмет-
рий G. В частности, это касается подсчета орбит, в том числе симметричных 
(орбит с симметричными ожерельями), группы G. 

 
Теорема 1 (Лемма Бернсайда) [1, с. 212; 3, с. 201]. Пусть T – множество 

ожерелий х, на котором действует группа симметрий G. Обозначим OrbN  – 
количество орбит группы G, St ( )x G  – стабилизатор G, g G – подста-
новка, представленная в виде произведения непересекающихся циклов,  

( )k g  – число циклов длины k в подстановке g G . Имеют место равенства: 

 OrbN 1 St ( )
x T

x
G 

 ∑ 1
1 ( )

x G
g

G 
 ∑ . (1.2) 

Лемма Бернсайда (1.2) поставленную в статье задачу перечисления сим-
метричных ожерелий не решает. Именно поэтому, за исключением отдельных 
случаев [4, 5], эту задачу необходимо решать алгоритмически. Однако универ-
сального алгоритма перечисления симметричных ожерелий даже на основе 
предлагаемого подхода также не существует. В рассматриваемой статье реша-
ется задача перечисления симметричных ожерелий длиной 7n   и отмечаются 
некоторые особенности таких задач перечисления в общем случае.  

2. СИММЕТРИЧНЫЕ ОЖЕРЕЛЬЯ 

Нас будут интересовать симметричные ожерелья с точки зрения их под-
счета и перечисления. Эта задача решается с использованием алгоритмиче-
ского подхода. 
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2.1. РАЗБИЕНИЯ ЧИСЕЛ И ОЖЕРЕЛЬЯ 

Существуют различные эквивалентные определения ожерелий. В теории 
графов под ожерельем понимается помеченный r-связный ( ,p q )-граф Г, каж-
дая компонента которого либо (2,1) -граф (2-цикл), либо простой m-цикл  
( 3)m   c ( )m m -матрицей смежностей 

 ijB 
1, если 1или 1,

0, иначе.

i j i j m⎧     ⎪
⎨
⎪⎩

 (2.1) 

В комбинаторике r-цветное ожерелье длиной n – это класс эквивалентно-
сти n-символьных строк над алфавитом размером r, где эквивалентными счи-
таются строки, получаемые друг из друга циклическим сдвигом. 

В геометрии под n -ожерельем понимают фигуру, образованную r-цик-
лами с вершинами одного цвета, совпадающими с вершинами правильного  
n-угольника. Визуально ожерелье можно представить как структуру из n свя-
занных в кольцо r  бусин разных цветов, т. е. цвета́ бусин соответствуют r  
символам алфавита. Отношением эквивалентности ожерелий в этом случае яв-
ляется отношение конгруэнтности, при котором два ожерелья эквивалентны, 
если их графы совпадают при некотором движении. В нашем случае в качестве 
такого движения рассматриваются вращения, т. е. изометрические преобразо-
вания в 2R , эквивалентные циклическому сдвигу n-символьных строк. 

Ожерелья можно интерпретировать как разбиения натурального числа n  
на r  слагаемых 1 2, , , r   , располагаемых в порядке их невозрастания  
(неубывания). Числа i  называются частями разбиения. Разбиение 

1 2, , , r      числа n обозначаем  |– n . Если дано разбиение  |–n, то за-

пись 1 21 2 rs s sr⎡ ⎤
⎣ ⎦  означает, что в разбиении  |–n имеется ровно 1s  слагае-

мых, равных единице, 2s  слагаемых, равных двум, и т. д.: 

 
1

i
r s

i
i


∑

1

r
i

i
 ∑ n  . (2.2) 

Таким образом, с точностью до обозначений разбиение   1 21 2 rs s sr⎡ ⎤
⎣ ⎦  

интерпретируется как ожерелье x  1
1

rrc c ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 .  

Существуют различные виды разбиений. Обозначим через ( )p n  функцию 
разбиения, которая определяется как число всех неупорядоченных разбиений 
числа n [2, с. 15]. Через Q  обозначим множество всех разбиений, через I – 
множество разбиений, не содержащих единичные части, через D  – множество 
разбиений с попарно различными частями. Функцию разбиения в зависимости 
от того, на каком множестве она определена, обозначим ( , )p Q n , ( , )p I n   
и ( , )p D n  соответственно. Возможны также разбиения со всеми четными или 
нечетными частями, как с совпадающими, так и попарно не совпадающими ча-
стями. Ограничимся следующей цепочкой вложений множеств: 

.D S I Q    
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Совокупность циклов, определяющих 1
1

rrc c ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 -ожерелье, задает не-

которую перестановку чисел над nN . В зависимости от направлений обхода  

и порядка обхода вершин циклов одному 1
1

rrc c ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 -ожерелью сопоставля-

ется несколько перестановок. Поэтому число перестановок степени n всегда 
больше числа n-ожерелий типа 1

1
rrc c ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 , см. (1.1). 

2.2. СИММЕТРИЧНЫЕ ОЖЕРЕЛЬЯ 

Пусть G – группа симметрий, T – множество ожерелий. Ожерелье x T  
называется симметричным, если существует  элемент ,g G  g e , такой что 
gx x  [6]. Возможны также другие эквивалентные определения симметрий. 
Метризуем множество T. Пусть ( , )d x y  – расстояние Хэмминга [7, с. 52], опре-
деляемое как число несовпадений i ix y  координат ожерелий ( )ix x , 

( )iy y , принадлежащих nT N . Данное расстояние используется для строк 
одинаковой длины любых r-ичных алфавитов. Ожерелье x T  симметрично 
тогда и только тогда, когда существует элемент g G , g e , такой что 

( , )d gx x 0  [6]. В связи с этим элементы g G  называются симметриями.  
Так как ожерелья будем соотносить с плоским графом, то далее зеркальную и 
осевую симметрии ожерелья рассматриваем как синонимы. 

Согласно Кельвину, ожерелье x T  (или, что эквивалентно, соответству-
ющая ему конфигурация Г) называется хиральным, если оно не совпадает со 
своим зеркальным отражением при вращениях и сдвигах. Ожерелье x T  
называется ахиральным, если его зеркальное отражение ( )x  при повороте   
на угол 180° совпадает с исходным, т. е. ( ) .x x    Хиральное ожерелье 
x T  и его зеркальное отражение ( )y x   образуют энантиомерную пару  
(x, y), элементы которой называются энантиомерами. Для ахиральных ожере-
лий энантиомеры совпадают.  

Пусть k – порядок симметрии (это означает наличие у конфигурации k  
однотипных осей симметрии). Будем использовать обозначения: [ ,0]k  – осевая 
симметрия, [ , ]k k  – ахиральная симметрия, [0, ]k  – хиральная симметрия.  
Любая симметрия правильного многоугольника переставляет его вершины, 
т. е. задает перестановку множества его вершин. Например, в случае правиль-
ного треугольника так получаются все 6 перестановок его вершин (тожде-
ственная, два поворота на 120° и три осевые симметрии), а в случае квадрата 
или правильного пятиугольника – уже не все [8, с. 28]. В любом случае всякое 
n-ожерелье задается перестановкой степени n, разложенной на r циклов.  
Задача заключается в том, чтобы, рассматривая ожерелья как перестановки, 
выделить среди них симметричные и перечислить классы конгруэнтности сим-
метричных 1

1
rrc c ⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 -ожерелий. Это связано с тем, что все конфигурации, 

представляющие класс симметричных 1
1

rrc c ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 -ожерелий одного типа  

(тип соотносится с конкретным разбиением  |–n), изоморфны как графы  
[1, с. 24], но не все они при этом конгруэнтны.  
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2.3. ЗАДАЧА О БЕСПОРЯДКАХ 

Перестановку   называют беспорядком, если в ней ни один элемент не 
стоит на своем месте. Число беспорядков из n элементов обозначим через nD . 
Задача о беспорядках – это подсчет и перечисление ожерелий как беспорядков 
с последующим ответом на вопрос, каким классам симметрии они принадле-
жат и какими свойствами они характеризуются.  

 
Теорема 2 [9]. Формула числа беспорядков в замкнутой форме имеет вид 

 nD 
0

( 1) ( )!
n r r

n
r

C n r


  ∑
1

( 1)! 1
!

rn

r
n

r

⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . (2.3) 

Обозначим ,n rD  – число беспорядков, в которых на своих местах оста-
ются r  элементов, а остальные ( )n r  элементов образуют беспорядок. 
Можно видеть, что , 1n nD   (все элементы остаются на своих местах),  

,0n nD D  (ни один элемент не остается на своем месте). 
 
Теорема 3 [9]. Имеет место формула 

 ,
r

n r n n rD C D  
! 1 1 ( 1)1
! 1! 2! ( )!

n rn
r n r

⎛ ⎞   ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 ,    0, 1, ,  r n  . (2.4) 

Если для некоторых , ni j N  в подстановке : ii k   степени n  из i j  
следует i jk k , то говорят, что пара ( ,i j ) образует инверсию. Всякая переста-

новка может быть разложена в произведение циклов. Скажем, все [2 ]r -ожере-
лья изначально являются разложениями в произведение циклов длиной 2.  
Перестановка называется четной, если число инверсий в ней четно, и наоборот. 
Четную перестановку   обозначим как (+1), а нечетную – как (–1). Очевидно, 
sgn ( )  ( 1) ,m  где m – количество инверсий в  . В четной перестановке 
число беспорядков четно, а в нечетной – нечетно [8, с. 16]. Мультивектор 

1 21 2 nn ⎡ ⎤
⎣ ⎦ , где 1, , n   – длины циклов, на которые разлагается данная 

перестановка степени n, называется типом перестановки. 
 
Теорема 4. Перестановки одного типа имеют одну и ту же четность. 
 
Доказательство. Четность перестановки определяется четностью числа 

транспозиций (циклов длиной 2), на которые она разлагается. Отсюда следует, 

что для перестановок типа 1
1

k
kc c⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
  степени n ее четность определяется 

четностью числа n   .  
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3. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА 

Данный раздел посвящен ответу на вопрос о структуре классов симмет-
рий перестановок симметрической группы nS , 4, ,7n   . Результат сформу-
лирован в виде основной теоремы,  доказательство которой размещено в раз-
делах 3.1 и 3.2. 

 
Теорема 5. (Основная теорема). Группы nS  порядка 6n   классов асим-

метрий не содержат. 
 
Утверждение теоремы 5 высказано в [10, с. 46]. Проведем его доказатель-

ство разбором случаев для 6n   и 7.n   

3.1. ОЖЕРЕЛЬЯ ДЛИНОЙ 6n   

Случаи 2,3n   тривиальны. Пусть 4.n   Единственным разбиением,  
 |– 4 ,I  помимо 1[4 ] , является 2[2 ] . Ему соответствуют три перестановки 
вершин квадрата (каждому циклу отвечает свой цвет бусин): 

[1, 1] : 1 (12)(34)  ,    2 (14)(23)  ,    [2, 2] : 3 (13)(24)  . 

Так как 1 2    (знак   означает отношение конгруэнтности), то имеем 
два класса симметрий: 1C  1 2{ , }   и 2C  3{ } . Таким образом, .S I   
Все перестановки разбиения 2[2 ]  – четные беспорядки. 

Пусть 5.n   Единственным разбиением  |– 5 I  является 1 1[3 2 ] . Типу  
1 1[3 2 ]  соответствуют два класса симметрий iC , 1, 2i  . Действительно, в пе-

рестановках 5S  возможны только два неконгруэнтных 3-цикла (125)  
и (134) и, следовательно, два класса симметрий с «образующими» перестанов-
ками: 1  (125)(34) и 2  (134)(25): 

[1, 0] : 1C  1 ,     2C  2 . 

Поскольку для выбора вершин 3-цикла существует 3
5 10C   вариантов,  

то 1 2 10,C C   т. е. всего существует 20 симметричных 1 1[3 2 ]  перестановок. 
Все они являются нечетными беспорядками. 

Пусть 6.n   Поскольку (6) 11,p   то существуют 11 разбиений  |–6.  
Однако ( , 6) 3,p I   т. е. имеется только три разбиения, не содержащих еди-
ничных частей. Это разбиения 1 1[4 2 ] , 2[3 ]  и 3[2 ] . В группе 6S  им соответ-
ствует 145 беспорядков. 

Тип 1 1[4 2 ] . Этому типу  соответствуют 90(–1) беспорядков. Они образуют 
три класса симметрий iC , 1, 2, 3i  , содержащих соответственно 18, 36 и  
36 элементов. Графы (конфигурации) ожерелий, представляющие эти классы, 
показаны на рис. 1. 
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a  б в 

Рис. 1. Графы ожерелий типа 1 1[4 2 ] :   

a – класс С1, симметрия [2, 0], ожерелье aba aba; б – класс С2, симметрия [1, 0],  
ожерелье aab baa; в –  класс С3, симметрия [1, 0], ожерелье aaa bab 

Fig. 1. Type 1 1[4 2 ]  necklace graphs:  

(a) class С1, symmetry [2, 0], necklace aba aba; (b) class С2, symmetry [1, 0]  
necklace aab baa;  (c)  class С3, symmetry [1, 0], necklace aaa bab 

Утверждение 1. Пусть N – порядок симметрии 1 1[4 2 ]  ожерелий любого 
из их трех классов C, C  – мощность этого класса. Тогда 

 36.N C   (3.1) 

Тип 2[3 ] . Этому типу  соответствуют 40 (+1) беспорядков, которые обра-
зуют три класса симметрии iC , 1, 2, 3i  . Графы их ожерелий показаны на 
рис. 2.  

 
 

           
a  б в 

Рис. 2. Графы ожерелий типа 2[3 ] :   

a – класс С1, симметрия [6, 0], ожерелье aba bab; б – class С2, симметрия  [1, 1],  
ожерелье aaa bbb; в – class С3, симметрия  [0, 1], ожерелье abb aab 

Fig. 2. Type 2[3 ]  necklace graphs:  

(a) class С1, symmetry [6, 0], necklace aba bab; (b) class С2, symmetry [1, 1],  
necklace aaa bbb;  (c)  class С3, symmetry  [0, 1], necklace abb aab 
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Мощности классов равны 1 4C  , 2 12C  , 3 24C  . Отсюда вытекает 

Утверждение 2. Пусть N – порядок симметрии 2[3 ] -ожерелий какого-
либо из их трех классов C, C  – мощность этого класса. Тогда 

 24.N C   (3.2) 

Тип 3[2 ] . Этому типу  соответствуют 15(–1) беспорядков, которые обра-
зуют пять  классов симметрии iC , 1, , 5i   , обладающих свойствами: 

1C  3,     2C  3,     3C  6,     4C  2,     5C  1. 

Графы ожерелий, представляющих эти классы, показаны на рис. 3. 
 

           
a  б в 

           
г  д е 

Рис. 3. Графы ожерелий типа [ 32 ]:  
a – класс С1, симметрия [1, 1], ожерелье abc cba; б – класс С2, симметрия [1, 1], оже-
релье abc acb; в – класс С3, симметрия [0, 1], ожерелье abc bca; г – класс С4, симметрия  
[0, 3], ожерелье abb cca; д – класс С4 (энантиомер), симметрия [0, 3], ожерелье  
                         acc bba; е – класс С5, симметрия  [0, 3], ожерелье abc abc 

Fig 3. Type [ 32 ] necklace graphs:  
(a) class С1, symmetry [1, 1], necklace abc cba; (b) class С2, symmetry  [1, 1], necklace abc 
acb; (c) class С3, symmetry [0, 1], necklace abc bca; (d) class С4, symmetry [0, 3], ожере-
лье abb cca (e) class С4 (enantiomer), symmetry [0, 3], necklace  acc bba; (f) class С5,  
                                              symmetry [0, 3], necklace abc abc 

Отсюда вытекает 
Утверждение 3. Пусть N  – порядок симметрии 3[2 ] -ожерелий любого 

из их пяти классов C, C  – мощность этого класса. Тогда 

 6N C  . (3.3) 
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Завершением доказательства теоремы 5 является рассмотрение ожерелий 
длины 7,n   для которых не все типы разбиения |–7 I составлены только 
из классов симметрии. Эта часть доказательства вынесена в раздел 3.2. 

3.2. ОЖЕРЕЛЬЯ ДЛИНОЙ n = 7  

Всего имеется 7 5040S   перестановок 7-й степени, из них беспорядков 
без неподвижных точек 7,0 1854D  , с неподвижными точками – 7, 3186rD  , 

1, ,7r   . Поскольку (7) 15p  , то существует 15 разбиений  |– 7 , распреде-
ление беспорядков которых по типам представлено в табл. 1. Из нее следует, 
что число четных и нечетных беспорядков  совпадает и равно 

7 / 2 2520N S  . Для вычислений использованы соотношения (2.3) и (2.4).   
 

Таблица 1 

Table 1 

Распределение 7-беспорядков по типам: количество и четность 

Distributon of 7-disorders by types: number and evenness 

Число 
беспоряд-

ков 
Типы 7-беспорядков и их четность Всего 

7,0D  [ 17 ] [ 1 15 2 ] [ 1 14 3 ] [ 1 23 2 ] 
1854 

720 (+1) 504(–1) 420(–1) 210(+1) 

7,1D  [ 1 16 1 ] [ 1 1 14 2 1 ] [ 2 13 1 ] [ 1 23 2 ] 
1855 

840(–1) 630(+1) 280(+1) 105(–1) 

7,2D  [ 1 25 1 ] [ 1 1 23 2 1 ]   
924 

504(+1) 420(–1)   

7,3D  [ 1 34 1 ] [ 2 32 1 ]   
315 

210(–1) 105(+1)   

7,4D  [ 1 43 1 ]    
70 

70(+1)    

7,5D  [ 1 52 1 ]    
21 

21(–1)    

7,7D  [ 71 ]    
1 

1(+1)    

Всего     5040 
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Согласно табл. 1 перестановки 7S  имеют 15 типов. Известно, что количе-
ство классов сопряженности симметрической группы nS  равно количеству 
разбиений ( )p n  числа n, что мы и имеем в данном случае, поскольку (7) 15.p   

Количество элементов C  в каждом цикловом классе 1 21 2 nC n ⎡ ⎤ ⎣ ⎦  

равно индексу централизатора Z ( )nS g  элемента ,g C  т. е. : ( )nn SC S Z g⎡ ⎤ ⎣ ⎦ . 

Существует выражение для C  в замкнутой форме [11, 12], а именно: 

 C n

C

S
z

 , (3.4) 

где Cz  – автоморфизм диаграммы Юнга разбиения 1 21 2 ... nn ⎡ ⎤
⎣ ⎦

 для задан-

ного класса C, вычисляемый по формуле 

Cz
1

!k
n

k
k

k


  . 

Например, если 3 1[1 4 ]C  , то 3 1(1 3!)(4 4!) 24Cz   . Следовательно, 
7! 24 210,C    что соответствует табл. 1. 

Так как ( ,7) 3,p I   то какие-то из трех типов 1 1[5 2 ] , 1 1[4 3 ]  или 1 2[3 2 ]  
должны содержать несимметричные ожерелья. Рассмотрим каждый из них.  

Тип 1 1[5 2 ]  имеет 3 класса симметрий по 168 беспорядков в каждом [5]. 
Несимметричных ожерелий нет.  

Тип 1 1[4 3 ]  имеет 9 классов симметрий (в них учитываются три варианта 
обхода вершин в 4-цикле 4P  и три возможные комбинации различных 3- и  
4-циклов 3P  и 4P  в одном ожерелье) по 28 беспорядков в каждом, всего  
252 беспорядка. Поясним сказанное. Рассмотрим полный граф 4K  (граф тет-
раэдра) [1, с. 29], в котором 4n   вершины и 6m   ребер. Чтобы разрушить  
в нем все циклы и получить остов графа 4K , необходимо, как минимум, уда-
лить 1 3m n      ребра (  – цикломатическое число графа). Но мы хотим 
один цикл сохранить. Следовательно, удаляем только два неинцидентных друг 
другу ребра. Это можно сделать тремя способами, из которых выбираем 
только один (удаление диагоналей в 4),K  что приводит к рис. 4. Это те самые 
три графа из возможных девяти, которые ннтерпретируют схемы рифмовок 
при анализе акцентной динамики стихотворных строф по вертикали.  

Несимметричные беспорядки образуют 6 классов, также имеющих по  
28 беспорядков, что в итоге дает 168 беспорядков. Таким образом, всего полу-
чаем 420 беспорядков.  

Тип 1 2[3 2 ]  имеет 9 классов симметрии по 14 беспорядков в каждом, 
всего 126. Три ожерелья из девяти показаны на рис. 5. Так как 2-циклы допус-
кают три способа взаимного расположения (смежный, перекрестный, охват-
ный), то недостающие 6 графов легко восстанавливаются).  



30 Ю.Д. ГРИГОРЬЕВ 

           
a  б в 

Рис. 4. Графы ожерелий типа 1 1[4 3 ] :  

a – класс С1, симметрия [1, 0]; ожерелье  aaa bbbb; б – класс С2, симметрия [1, 0],  
ожерелье aba baab; в – класс С3, симметрия [1, 0], ожерелье abb aabb 

Fig. 4. Type 1 1[4 3 ]  necklace graphs: 

(a) class С1, symmetry  [1, 0], necklace aaa bbbb; (b) class С2, symmetry [1, 0],   
necklace aba baab; (c) class С3, symmetry  [1, 0], necklace abb aabb 

 

           
a  б в 

Рис. 5. Графы ожерелий типа 1 2[3 2 ] :  

a – класс С1, симметрия [1, 0], ожерелье aaa bccb; б – класс С2, симметрия  [1, 0],  
ожерелье  aba bccb; в – класс С3, симметрия [0, 1], ожерелье abb aacc 

Fig. 5. Type 1 2[3 2 ]  necklace graphs:  

(a) class С1, symmetry [1, 0], necklace aaa bccb; (b) class С2, symmetry [1, 0], n 
ecklace aba bccb; (c) class С3, symmetry [0, 1], necklace abb aacc 

Несимметричные ожерелья образуют 6 классов по 14 беспорядков в каж-
дом, что дает 84 беспорядка. В итоге для этого типа имеем 210 беспорядков.  

4. ДИАГРАММЫ СИММЕТРИЙ 

Сопоставим графам ожерелий диаграммы симметрий. Для каждой ком-
поненты графа, т. е. некоторого простого цикла, перечислим длины составля-
ющих его ребер [13]. Суммарное количество ребер по всем циклам образует 
композицию [2, с. 67] – упорядоченное разбиение числового инварианта J  на 
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фиксированное число слагаемых m, а именно: значение i-го элемента компози-
ции равно количеству ребер длиной i. Сумма элементов композиции  равна J.  

Для 4, ,7n    диаграммы симметрий n-ожерелий представлены в табл. 2. 
Такие композиции, как хеш-функции 1 [ /2]( ,..., )nh h h , не определяют ожере-
лья однозначно, т. е. существуют одинаковые композиции, или коллизии, ко-
торым соответствуют неконгруэнтные ожерелья. Отсюда следует, что инвари-
ант J  является неполным, как и определяемый с помощью композиции h  ин-
декс Винера W  [14]: 

J 
[ /2]

1

n
i

i
h


∑ ,      W 

[ /2]

1

n
i

i
ih


∑ . 

Композиции ожерелий для всех типов и классов симметрий представлены 
в табл. 2 (курсивом в столбцах таблицы выделены композиции несимметрич-
ных ожерелий). Таким образом, утверждение теоремы 5 доказано. 

В заключение отметим, что инварианты важны при проверке изомор-
физма графов и в задачах компьютерной химии. Но пока теория инвариантов 
графов не позволяет выделять симметричные графы из их общего перечня.  
В этом смысле табл. 2 – лишь небольшой фрагмент, характеризующий слож-
ность проблемы.    

 
Таблица 2 

Table 2 

Композиции n ожерелий, n = 4,…,7. Строки – количество ребер длиной 1, 2 и 3  
(J – инвариант) 

Compositions of n necklases, n = 4,…,7. Rows are number of length edges 1, 2 and 3  
(J is an invariant) 

 
n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 

[ 22 ] [ 1 13 2 ] [ 1 14 2 ] [ 23 ] [ 32 ] [ 1 15 2 ] [ 1 14 3 ] [ 1 23 2 ] 
1 200 130 221 060 201 501 511 311 
2 020 310 401 420 021 330 151 410 
3   230 222 120 321 331 230 
4     300  322 131 
5     003  232 041 
6       223 023 
7        113 
8        320 
9        104 

10        122 
11        212 
12        221 
J 2 4 3 5 6 6 7 5 
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5. ПРИЛОЖЕНИЯ К СТИХОВЕДЕНИЮ 

Конвертируем полученные результаты в терминологию стиховедения 
применительно к строфике, интерпретируя ожерелья как строфы стихотворе-
ний. Для этого сопоставим компонентам связности графов ожерелий схемы 
рифмовок, отражающие акцентную динамику строф по вертикали. Каждый 
цикл, связывающий вершины одной компоненты связности, обозначим соот-
ветствующей буквой. На конкретном примере проанализируем различие 
между задачами об ожерельях и беспорядках.  

Пусть 6,n   ожерелье имеет тип 3[2 ].  В стиховедении это соответствует 
строфе из шести стихов с тремя парными рифмами. Согласно (1.1) всего имеем 

6 (2,2,2) 90P   ожерелий, которые согласно лемме Бернсайда (1.2) для цикли-
ческой групп 6Z  распределяются по 16 орбитам. С другой стороны, количе-
ство беспорядков того же типа согласно (3.4) равно 15, что существенно 
меньше, чем в первом случае. Это приводит к значительному снижению вы-
числительных затрат, так как не требует, как в первом случае, распределения 
90 ожерелий по 16 орбитам. Если рассмотреть беспорядки над множеством 
раскрасок, а их всего будет ! 6,r   то перестановки преобразуются в ожерелья, 
которых в итоге станет 15 6 90.   Это означает, что сокращение вычислений 
достигается за счет того, что вершины графов перестановок не раскрашены.  

Этап распределения ожерелий или беспорядков по классам конгруэнт- 
ности является общим для обеих задач и примерно одинаков по сложности.  
Так, например, для ожерелий типа [2 ]r  с помощью разработанного алгоритма 
были получены следующие результаты относительно числа ( )SymN r  классов 
симметричных ожерелий: 

(3) 5SymN  ,     (4) 16SymN  , 

(5) 53SymN  ,     (6) 210SymN  . 

Полученные результаты для симметричных и несимметричных ожерелий 
длины 7n   представлены в табл. 3.  

Символом «*» в табл. 3 отмечены схемы рифмовок, обнаруженные авто-
ром в творчестве различных поэтов – от Лермонтова до Высоцкого (Аннен-
ский, Брюсов, Кузмин и др.). Скажем, симметричная схема aaa bccb – это зна-
менитая бородинская строфа, впервые использованная Лермонтовым в поэме 
«Бородино».  

Отсутствие метки «*» в схеме рифмовки означает, что данная схема не-
употребительна (скажем, тип 1 1[5 2 ])  или, говоря точнее, не обнаружена ав-
тором статьи. С другой стороны, можно высказать предположение, что непо-
меченные схемы рифмовок – это схемы, пока еще не использовавшиеся по-
этами по эстетическим причинам.  
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Таблица 3 

Table 3 

Перечень классов симметрий и асимметрий семистиший  

List of symmetrys and asymmetry classes of seven-line stanzas 

Номер 
оже-
релья 

Тип 1 1[5 2 ]  Тип 1 1[4 3 ]  Тип 1 2[3 2 ]  

Симметрия Симметрия Асимметрия Симметрия Асимметрия 

1 aaa aabb aaa bbbb aaa bbab   aaa bccb   abc baca   

2 aaa abab aba baab   aaa babb   aaa bcbc  abc caba 

3 aaa baab aba abba   aaa bbcc abc baac   

4    aba bccb   abc caab 

5    aba cbac abb caac   

6    aba bcac abb caca   

7    abc aacb    

8    abc aabc  

9    abc cbba   

 
Таких схем, помимо типа 1 1[5 2 ] , насчитывается семь. Все представлен-

ные схемы рифмовок можно изобразить в виде соответствующих графов, 
включая и те графы, которые в статье опущены.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе изложен подход к исследованию симметричных ожерелий, ос-
нованный на рассмотрении ожерелий как беспорядков разных типов, и приве-
дены результаты подсчета симметричных n-ожерелий для 4, ,7.n    Ожере-
лья рассматриваются как беспорядки степени n. Доказана основная теорема, 
согласно которой несимметричных ожерелий длиной 6n   не существует.  
Для рассмотренных случаев установлено, что ожерелья каждого типа обла-
дают одной четностью. Показано, что типы 1 1[4 3 ]-  и 1 2[3 2 ]-ожерелья длиной 
7 содержат классы несимметричных ожерелий. Введено понятие диаграмм 
симметрий ожерелий. Установлена связь между порядком симметрии ожере-
лий  
и мощностью соответствующих классов симметрий. 

Дальнейшие направления исследований могут быть связаны с поиском 
критериев симметричности ожерелий, в частности, с установлением характери-
стических свойств беспорядков, характеризующих симметричные ожерелья. 
Эта задача содержательно близка к задаче задания выпуклого многогранника 
в 3,R  рассмотренной в [15]. В этой работе показано, что минимальное число 
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параметров, достаточных для задания многогранника, – это число расстояний 
между его вершинами, и указан алгоритм однозначного восстановления по 
ним многогранника. Тот же вопрос возникает и в нашем случае: какая мини-
мальная система параметров должна быть задана, чтобы можно было одно-
значно восстановить соответствующее ей симметричное ожерелье? 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Харари Ф. Теория графов. – М.: Мир, 1973. – 302 с. 
2. Эндрюс Г. Теория разбиений. – М.: Наука, 1982. – 256 с. 
3. Сачков В.Н. Введение в комбинаторные методы дискретной математики. – М.: Наука, 

1982. – 384 с. 
4. Яковенко Д.И. Задача об ожерельях // Вестник Омского университета. – 1998. – Вып. 2. – 

С. 21–24. 
5. Григорьев Ю.Д. Перечисление симметричных ожерелий // Вестник ТГУ. Управление, 

вычислительная техника и информатика. – 2022. – Т. 61. – С. 97–107. – DOI: 
10.17223/19988605/61/10. 

6. Petitjean M. Chirality and symmetry measures: some open problems // Workshop on Rigidity 
and Symmetry, The Fields Institute, Toronto, October 17–21 2011. – Toronto, 2011. 

7. Питерсон У., Уэлдон Э. Коды, исправляющие ошибки. – М.: Мир, 1976. – 600 с. 
8. Шень А. Перестановки. – М.: Изд-во МЦИМО, 2020. – 76 с. – ISBN 978-54439-2776-3. 
9. Марковский М.В. Комбинаторика (лекции). Лекция 5. Задача о беспорядках. – URL: 

https://textarchive.ru/c-1099784-p3.html (дата обращения: 30.08.2023). 
10. Портер Л.Г. Симметрия – владычица стихов: очерк начал общей теории поэтических 

структур. – М.: Языки славянской культуры, 2003. – 256 с. 
11. Fulton W., Harris J. Representation theory: A fist Course. – New York: Springer Science and 

Business Media, 2013. – 551 p. – (Graduate texts in mathematics; vol. 129). 
12. Жабин А.А. Спиновые числа Гурвица и операторы разрезания-склейки: магистерская 

диссертация / Московский физико-технический институт. – Долгопрудный, 2022. – 46 с. 
13. Оре О. Теория графов. – М.: Наука, 1968. – 352 с. 
14. Wiener H. Structural determination of paraffin boiling points // Journal of the American 

Chemical Society. – 1947. – Vol. 69, N 1. – P. 17–20. 
15. Пулатов А.К., Саматова Н.Ф. О сложности задания выпуклого многогранника в R3 // 

Дискретная математика. – 1991. – Т. 9, вып. 2. – С. 148–156. 

 
Григорьев Юрий Дмитриевич, доктор технических наук, профессор кафедры мате-

матического обеспечения и применения ЭВМ Санкт-Петербургского государственного 
технического университета («ЛЭТИ»), специалист в области теории планирования экспе-
римента, теории риска и квантитативной филологии. Имеет более 160 публикаций, в том 
числе 4 монографии. E-mail: yuri_grigoriev@mail.ru  

 
Grigoriev Yu.D., D.Sc. (Eng). professor at the department of computer science in St. Pe-

tersburg State Electrotechnical University (LETI), an expert in the field of experimental design 
theory, risk theory and quantitative philology. He has more 160 publications including 4 mono-
graphs. E-mail: yuri_grigoriev@mail.ru  

 
 



Задача о беспорядках 35 

DOI: 10.17212/2782-2001-2023-3-19-36 

Disorders Problem* 

YU.D. GRIGORIEV 

St. Petersburg State Electrotechnical University (LETI), 5 Professor Popov Street, St. Peters-
burg, 197376, Russian Federation  

yuri_grigoriev@mail.ru 

Abstract 
The problem of characterizing symmetric necklaces as disorders is considered. Such an 

idea is an alternative approach to the one using Poya's enumeration theorem, including Burnside's 
lemma. The relationship between partitions of numbers and permutation types is shown. Disorder 
types are associated with necklace types considered as permutations in which no element remains 
in place, as well as with disorders with fixed elements. The distributions of disorders by types 
for necklaces up to the seventh degree are studied. The number and enumeration of disorders of 
each type is carried out, and their evenness is established. 

Particular attention is paid to the study of the symmetric necklaces properties. Classes of 
symmetry and asymmetry are enumerated for each necklace type considered.  At the same time, 
the concepts of chiral and achiral symmetry are introduced as varieties of axial symmetry. Rela-
tionships between the power of symmetry classes and the order of symmetry of necklaces are 
revealed. The concept of symmetry diagrams for necklaces is introduced. Diagrams could be 
applied for determining the properties of invariance of symmetric and asymmetric necklaces of 
a given length. The concept of congruence is used as an equivalence relation between necklaces. 
It allows implementing a geometric approach to the study of necklaces and the visualization of 
the results obtained. For this purpose, necklaces are associated with multiconnected non-oriented 
graphs, the vertices of which are the vertices of regular polygons. In this case, the number of 
vertices in the graph corresponds to the necklace’s length, and the number of connected compo-
nents coincides with the number of bead colors. 

As an application of the results obtained, the possibility of studying the accent dynamics 
of poetic stanzas vertically using necklaces is considered. Empirical data on the use of various 
types of seven-line stanzas in poetic practice are presented. It is noted that approximately a quar-
ter of the existing symmetric types of necklaces for various reasons do not find practical appli-
cation. 

Keywords: permutation, necklace, symmetry, achirality, chirality, partition function, dis-
order, symmetry diagram 
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Работы, рассматривающие модальный синтез, используют полиномиальное разложение 
передаточных функций моделей объекта и регулятора в основном для непрерывных систем 
автоматического управления. При этом в некоторых случаях требуется рассмотрение систем 
дискретного вида. Приведен пример синтеза системы автоматического управления для стола 
точного позиционирования, приводимого в действие двигателем с прямым приводом.  
Такие системы обеспечивают точное позиционирование в процессах изготовления и обра-
ботки деталей. Они используются в различных областях промышленности: медицинской, 
аэрокосмической, автомобильной и других. В частности, приведенная модель стола точного 
позиционирования используется для упаковки полупроводниковых элементов. Особенностью 
данного примера является представление передаточной функции модели объекта в дискрет-
ном виде и наличие в ней звеньев задержки на четыре такта. Кроме этого, указанная модель 
неустойчива из-за наличия в ней полюсов, лежащих на границе устойчивости. В качестве ме-
тода синтеза применяется модальный метод, использующий полиномиальное разложение пе-
редаточной функции модели объекта управления и регулятора. Также продемонстрирован 
подход, позволяющий сократить объем вычислений при синтезе регуляторов благодаря 
уменьшению порядка рассматриваемой передаточной функции модели объекта и сокращению 
числа неизвестных параметров регулятора. При этом получен регулятор, отличающийся от 
исходного. Анализируются различные варианты выбора желаемых полюсов передаточной 
функции замкнутой системы. Выбор желаемых полюсов осуществляется в пользу уменьше-
ния величины перерегулирования системы относительно переходных процессов системы  
с изначальным выбором полюсов.   

Ключевые слова: дискретная система, система автоматического управления, запаздыва-
ние, астатические системы, синтез дискретных систем, полиномиальный метод, передаточная 
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ВВЕДЕНИЕ 

В работе применяется модальный метод синтеза регуляторов, использую-
щий полиномиальное разложение передаточных функций модели объекта 
управления и регулятора, продемонстрированный в работах [1, 2]. Он основан 
на решении диофантова уравнения, в котором в качестве неизвестных высту-
пают параметры передаточной функции (ПФ) регулятора, а известными явля-
ются параметры ПФ объекта и желаемого характеристического полинома за-
мкнутой системы (ХПЗС). То есть необходимые требования к системе управ-
ления в данном случае могут быть обеспечены через расположение корней ха-
рактеристического полинома замкнутой системы. Для решения диофантова 
уравнения авторами [3‒9] используется матрица Сильвестра.  

В приведенных работах в основном рассматриваются только непрерывные 
системы. Однако в связи с развитием цифровой вычислительной техники всё 
чаще системы представляются не в аналоговом, а в дискретном виде [10‒12].  
В настоящей работе рассмотрен случай синтеза регулятора для системы, пред-
ставленной в дискретном виде. Для синтеза применяется модальный метод, ис-
пользующий полиномиальное разложение ПФ объекта и регулятора.  
Для наглядности демонстрируется пример одноканальной системы, однако 
данную методику можно также распространить и на многоканальный случай. 
Кроме этого, приводится также пример использования модификации алго-
ритма, представленного в работе [4], позволяющей сократить объем и слож-
ность вычислений при синтезе САУ. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается модель объекта «стол точного позиционирования  
с двигателем на прямом приводе» [13, 14]. Такая система используется, 
например, для упаковки полупроводниковых элементов. Объект может пере-
мещаться с ускорением свыше 5g и точностью позиционирования на микрон-
ном уровне. Объект управления выбран с учетом удобства демонстрации рас-
четов синтеза системы автоматического управления (САУ) с помощью мо-
дального метода, использующего полиномиальное разложение ПФ модели 
объекта и регулятора.   

Для синтеза регулятора и исследования свойств системы используется но-
минальная модель объекта в дискретном времени, заданная ПФ:  
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1 0
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(1 )( )
1 2

o
z b zw z

z z

 


 



 

,  (1) 

где z  ‒ аргумент дискретного преобразования Лапласа; 0b ‒ параметр мо-
дели. В настоящей работе для простоты будем считать, что 0 1b   (с помощью 
указанного метода легко можно пересчитать и для других значений пара-
метра). Расчеты приведены для шага дискретизации 0.1t   с. 

Представим выражение (1) в удобном для работы алгоритма виде: 

 5 4 3 3 2
1 1( )

2 ( 1)
o

z zw z
z z z z z

  
  

. (2) 



Применение модального метода синтеза для дискретных систем 39 

Полиномы числителя и знаменателя ПФ объекта взаимно-простые (т. е. не 
имеют общих корней), а значит, согласно [1] данная модель объекта управля-
ема и наблюдаема. Объект является неустойчивым, так как некоторые корни 
характеристического уравнения лежат на границе единичного круга на z-плос-
кости корней 1,2 1.p   В ПФ объекта присутствует ноль 1 1.n    Переходная  
и импульсная характеристики приведены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Реакция объекта на типовые воздействия 

Fig. 1. Various variants of closed system block schemes 

САУ строится по принципу обратной (отрицательной) связи (рис. 2).  
Существует несколько вариантов построения САУ по принципу обратной 
связи. 

 

         
а б 

 

  
в г 

Рис. 2. Различные варианты структурных схем замкнутой системы 

Fig. 2. Various options for closed system block schemes 

Здесь Рег, Рег1, Рег2, Рег3 ‒ блоки регулирования, ОУ ‒ объект управления.  
В настоящей работе рассматривается система с регулятором в прямом канале 
с объектом управления (рис. 2, а). На вход системы подается задание .v   
На блок регулирования поступает ошибка e  между задающим воздействием 
v  и выходом объекта y. На выходе блока регулирования формируется управ-
ляющий сигнал u, который поступает на объект управления. Необходимо рас-
считать передаточную функцию регулятора по заданным полюсам желаемого 
характеристического полинома замкнутой системы.  
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2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА 

Если представить ПФ регулятора и объекта соответственно в виде 

 ( )( )
( )r

x zw z
y z

 ,     ( )( )
( )o

n zw z
d z

 , (3) 

где ( )x z , ( )n z  ‒ полиномы числителя ПФ регулятора и объекта соответ-
ственно; ( )y z , ( )d z  ‒ полиномы знаменателя ПФ регулятора и объекта соот-
ветственно. При этом согласно уравнения (2) и (3) полиномы числителя и зна-
менателя можем выразить следующим образом:  

 1 0( )n z n z n  ,     5 4 3 2
5 4 3 2 1 0( )d z d z d z d z d z d z d      , (4) 

где 1 0 3 5 1,n n d d     0 1 2 0,d d d    4 2.d    ПФ замкнутой системы, 
представленной на рис. 2, а, может быть выражена в следующем виде:  

 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )cl

n z x zw z
d z y z n z x z




, (5) 

где ( ) ( ) ( ) ( )d z y z n z x z  ‒ ХПЗС. 
Приведем два варианта модального синтеза, использующего полиноми-

альное матричное разложение ПФ объекта и регулятора. Один из них придер-
живается алгоритма, приведенного в работе [3], а другой связан с применением 
понижения порядка рассматриваемой ПФ объекта, что, в свою очередь, сокра-
щает объем требуемых для синтеза регулятора вычислений. 

2.1. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА  

Согласно рекомендациям, приведенным в [1, 3], выберем регулятор пол-
ного порядка. Тогда его степень 1 4m n   , где 5n   ‒ степень знаменателя 
объекта (2): 
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4 3 2 1 0
4 3 2
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,  (6) 

где ix , iy R  ‒ неизвестные параметры регулятора, 1,...,4i  . Согласно (5) сте-
пень желаемого ХПЗС 9.m n   В качестве желаемого ХПЗС взят 9( 0.3)z  . 
Выбор желаемого ХПЗС связан с желанием уменьшения величины перерегу-
лирования (сравнительная характеристика переходных процессов для различ-
ных вариантов задания полюсов представлена в разделе 3 настоящей статьи).  
Для определения неизвестных параметров регулятора (3) составим систему 
уравнений вида C , где   ‒ матрица Сильвестра,   ‒ вектор параметров 
регулятора, C  ‒ вектор параметров желаемой ХПЗС: 
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Здесь вектор C определяется коэффициентами полинома желаемого ХПЗС 
9( 0.3)z   сверху вниз, начиная от старшей степени к младшей.  

Тогда вектор неизвестных параметров регулятора   может быть опреде-
лен как 1 .C    Полученные параметры подставляем в выражение (6) и по-

лучаем 
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. При этом ПФ замкнутой системы 
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Как видно из выражения (7), полюса представленной системы совпадают  
с корнями желаемого ХПЗС, значит, расчеты проведены верно. Полюса нахо-
дятся в области устойчивости, а значит, представленная система устойчива.  

2.2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА В УПРОЩЕННОМ РЕЖИМЕ 

Для упрощения процедуры синтеза регулятора понизим порядок рассмат-
риваемой ПФ объекта управления. Для этого воспользуемся подходом, приме-
ненным в работе [15]. Выберем, так же как и в предыдущем случае, регулятор 
полного порядка, тогда его степень 1 4m n   , где 5n   ‒ степень знамена-
теля объекта (2). Если для системы (см. рис. 2) ПФ регулятора представить  
в виде 
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где 1x , 0x , 4y , 3y , 2y , 1y , 0y  ‒ неизвестные параметры регулятора; ( )rw z  ‒ 
преобразованная ПФ регулятора, то при рассмотрении ПФ замкнутой системы 

( )clw z  произойдет взаимное сокращение в числителе ( )rw z  и знаменателе ( )ow z  

общего множителя 3,z  и можно перейти к рассмотрению системы вида 
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  ‒ преобразованная ПФ объекта.  
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ПФ преобразованного объекта представим через полиномиальное разло-
жение: 1( ) ( ) ( )ow z d z n z  , где 1 0( )n z n z n  , 2

2 1 0( )d z d z d z d       ‒ поли-
номы «числитель» и «знаменатель» преобразованной ПФ ОУ соответственно. 
При этом 3( ) ( ) .d z d z z    

Степень желаемого ХПЗС 6.m n   В качестве желаемого ХПЗС взят 
6( 0.3) .z   Для определения неизвестных параметров регулятора (8) составим 

систему уравнений вида ,C     где   ‒ матрица Сильвестра для преобразо-
ванной ПФ объекта,   ‒ вектор параметров регулятора (8), C  ‒ вектор жела-
емых параметров ХПЗС: 
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Здесь вектор C  определяется коэффициентами желаемого ХПЗС 6( 0.3)z   
сверху вниз, начиная от старшей степени к младшей. Тогда вектор неизвест-
ных параметров регулятора может быть определен как 1C     . Полученные  
параметры подставляем в выражение (8) и получаем ( )rw z   

3

4 3 2
(0.47 0.42)

0.2 0.75 0.76 0.42
z z

z z z z


   
. При этом ПФ замкнутой системы 

 
3

6
( 1)( 0.876)( )

( 0.3)
cl

z z zw z
z
 


.  (9) 

Как видно из выражения (9), полюса представленной системы совпадают  
с корнями желаемого ХПЗС. Они находятся в области устойчивости, а значит, 
представленная система устойчива.  

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Получим переходную функцию для САУ (7) и (9) (рис. 3, а), а также пе-
реходные функции для различных желаемых ХПЗС (рис. 3, б). 

Отсутствие реакции в начале процесса управления связано с задержкой  
в ОУ на четыре такта. Достаточно большое значение перерегулирования мо-
жет быть связано с наличием в ( )clw z  нулей, принимающих значение на гра-
нице устойчивости.  
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Рис. 3. Переходные функции САУ для различных желаемых ХПЗС 

Fig. 3. ACS transition functions for various desired CSCPs 

Из рис. 3, б видно, что выбор желаемых полюсов 1,2,...,9 0.3p   в раз-
деле 2.2 связан с желанием уменьшить величины перерегулирования переход-
ных процессов системы. Из рис. 3, а видно, что показатели качества САУ, по-
лученной упрощенным способом, принципиально не отличаются от способа, 
представленного в работе [3]. При этом в случае использования предложен-
ного способа удается понизить порядок ПФ рассматриваемого объекта с пя-
того на второй. Кроме этого, снижается также количество неизвестных пара-
метров регулятора с десяти до семи. С помощью указанного способа удалось 
сократить число неизвестных параметров регулятора с десяти до семи и размер 
матрицы Сильвестра с 10 10  до 7 7 . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках проведенной работы была синтезирована САУ для одноканаль-
ного объекта, представленного в дискретном виде. Особенностью объекта 
можно считать наличие в его составе звеньев запаздывания на четыре такта и 
наличие неустойчивых полюсов ПФ. 

Синтез САУ осуществлялся модальным методом, использующим полино-
миальное разложение ПФ объекта и регулятора. Показан способ понижения 
порядка рассматриваемой ПФ объекта для сокращения необходимого объема 
вычислений при синтезе САУ. Продемонстрированы различные варианты вы-
бора значений желаемых полюсов системы. Выбор желаемого характеристи-
ческого полинома сделан в пользу уменьшения величины перерегулирования 
системы. 
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Abstract 
Works considering modal synthesis and using polynomial decomposition of transfer func-

tions of object and controller models are considered mainly for continuous automatic control 
systems. At the same time, in some cases, it is necessary to consider systems of a discrete type.  
An example of the synthesis of an automatic control system for an accurate positioning of a table 
driven by a direct-drive motor is given. Such systems provide accurate positioning in the pro-
cesses of manufacturing and processing of parts. They are used in various fields of industry: 
medical, aerospace, automotive and others. In particular, the above model of the precise posi-
tioning table is used for packaging semiconductor elements. A feature of this example is the 
representation of the transfer function of the object model in a discrete form and the presence of 
four-cycle delay links in it. In addition, this model is unstable due to the presence of poles lying 
on the stability boundary in it. As a synthesis method, a modal method is used, using a polynomial 
decomposition of the transfer function of the model of the control object and controller. An ap-
proach is also demonstrated that makes it possible to reduce the number of calculations in the 
synthesis of regulators by reducing the order of the transfer function of the considered object 
model and reducing the number of unknown parameters of the regulator. At the same time, a 
regulator is obtained that differs from the original one. Various options for choosing the desired 
poles of the transfer function of a closed system are analyzed. The choice of the desired poles is 
carried out in favor of reducing the amount of overshoot of the system relative to the transients 
of the system with the initial choice of poles. 

Keywords: discrete system, automatic control system, delay, astatic systems, synthesis of 
discrete systems, polynomial method, transfer function, diophantine equation, Sylvester matrix, 
delay link, characteristic polynomial 
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В статье предлагается новый подход к оценке ресурсного потенциала объектов системы 
переработки нефтесодержащих отходов (НСО) на основе метода Data Envelopment Analysis 
(DEA) с учетом постоянного и переменного эффекта масштаба и сравнительный анализ показа-
телей масштабирования, используемых при выборе наилучших объектов системы переработки 
НСО в процессе принятия обоснованных управленческих решений. Разработан четырехэтапный 
алгоритм расчета, в котором на первом этапе определяются оценки ресурсной ценности НСО  
в хранилищах. На втором и третьем этапах рассчитываются оценки ресурсного потенциала ком-
бинаций «хранилище НСО – технология переработки» с учетом постоянного и переменного эф-
фекта масштаба соответственно, а также эффект масштаба (постоянный, возрастающий или 
убывающий), характеризующий качественную оценку масштабных свойств объектов системы 
переработки НСО. На четвертом этапе определяется оценка эффективности масштабирования, 
которая характеризует величину влияния масштаба технологических операций на эффектив-
ность переработки НСО в анализируемой системе, и оптимальная последовательность перера-
ботки НСО в хранилищах по критерию повышения ресурсного потенциала объектов системы  
с учетом показателей масштабирования.  

На примере системы переработки НСО в Самарском регионе рассчитаны оценки ресурс-
ной ценности НСО в хранилищах, оценки ресурсного потенциала комбинаций «хранилище  
НСО – технология переработки» и соответствующие показатели масштабирования (эффект мас-
штаба и оценка эффективности масштабирования). Проведено сравнение двух оптимальных по-
следовательностей по критерию повышения ресурсного потенциала объектов системы с учетом 
постоянного и переменного эффекта масштаба и показано, каким образом показатели масшта-
бирования могут влиять на принятие обоснованных управленческих решений.  

Ключевые слова: нефтесодержащие отходы, система переработки, технологии, ресурс-
ный потенциал, ресурсная ценность, эффект масштаба, эффективность масштабирования, Data 
Envelopment Analysis 
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ВВЕДЕНИЕ 

По данным Росстата, с 2003 по 2021 год в Российской Федерации образо-
валось около 93,6 млрд тонн отходов производства и потребления, из которых 
2,6 млрд тонн (2,8 %) относятся к опасным (с I по IV класс) [1]. Нефтесодер-
жащие отходы (НСО), большая часть которых относится к III и IV классу опас-
ности [2], образуются при строительстве нефтяных и газовых скважин, про-
мысловой эксплуатации месторождений, переработке нефти и газа, очистке 
пластовых и сточных вод, содержащих нефтепродукты, при чистке резервуа-
ров, нефтеловушек, прудов-отстойников, насосов, труб, нефтеналивных ци-
стерн и другого оборудования [3]. При этом, по данным Минприроды РФ, 
масса загрязненного НСО грунта ежегодно увеличивается в среднем на  
510 млн тонн [4]. К 2023 году в России отсутствовали законодательно утвер-
жденные нормы утилизации и обезвреживания НСО, поэтому официальные 
статистические данные по объемам образования отходов этой категории от-
сутствуют. Большую часть отходов в секторах добычи нефти и газа и в предо-
ставлении услуг в этой сфере составляют НСО, общая масса которых в 
2021 году составила 14,15 млн тонн, из которых утилизации подверглись 
только 4,37 млн тонн (30,9 %), а остальная часть размещена в хранилищах  
и захоронена на специальных полигонах [1]. Общее количество таких полиго-
нов уже превысило 20 тысяч штук, и общая их площадь ежегодно увеличива-
ется примерно на 400 тысяч га [4]. К негативному антропогенному влиянию на 
окружающую среду полигонов и хранилищ добавляются неэкологичные тех-
нологии утилизации и обезвреживания НСО, основной из которых в настоящее 
время в России является сжигание [5]. Мировой опыт показывает [6–8], что 
глубину переработки НСО за счет применения современных технологий  
и обоснованных управленческих решений можно довести до 90 %, тогда как  
в России она не превышает 10 % [9]. 

Масштабное нарастание экологических проблем и неэффективное ис-
пользование ресурсного потенциала НСО и технологий их переработки приво-
дят к нерациональным потерям углеводородов, которые можно использовать 
в процессах рециклинга, рекуперации и регенерации при производстве битум-
ных смесей [10], строительных материалов [11], топлива для котельных уста-
новок [12] и др. [13, 14].  

Под ресурсным потенциалом понимается оценка, характеризующая эф-
фективность извлечения полезных для вторичного использования компонен-
тов НСО с помощью соответствующей технологии переработки с учетом ре-
сурсной ценности отхода. Ресурсная ценность НСО определяется из соотно-
шения полезных и вредных компонентов в отходе и характеризует интеграль-
ную сравнительную оценку его применимости в качестве материального 
и (или) энергетического ресурса.  

Вышесказанное свидетельствует о необходимости принятия срочных мер 
по формированию обоснованных управленческих решений в системе перера-
ботки НСО. Двухэтапный подход к определению ресурсного потенциала объ-
ектов в системе переработки НСО на основе известного метода Data Envelop-
ment Analysis (DEA) [15] описан в [16], где объектами являются хранилища 
отходов и технологические установки с соответствующей инфраструктурой. 
Размеры такой системы определяются географической локализацией мест хра-
нения отходов и (или) размещения технологических установок. Авторами  
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в [17] представлен подход к анализу ресурсного потенциала комбинаций «хра-
нилище НСО – технология переработки» с учетом постоянного эффекта мас-
штаба и влияния оценки ресурсной ценности отходов на принятие управлен-
ческих решений. Недостатком этого подхода является учет постоянного эф-
фекта масштаба, суть которого заключается в предположении о пропорцио-
нальном изменении объема получаемых из НСО углеводородов, необходимых 
для вторичного использования, при соответствующем изменении временных 
затрат, расхода реагентов и энергии (топлива) на переработку. Оценки ресурс-
ного потенциала с учетом постоянного эффекта масштаба соответствуют об-
щей технической эффективности процесса переработки НСО и показывают, 
насколько хорошо производственный процесс преобразует затрачиваемые на 
переработку временные и материальные ресурсы в полезные углеводороды без 
существенной связи между масштабом технологических операций и эффек-
тивностью переработки. 

В статье предлагается новый подход к оценке ресурсного потенциала ком-
бинаций «хранилище НСО – технология переработки» с учетом постоянного  
и переменного эффекта масштаба на основе метода DEA, а также сравнитель-
ный анализ показателей масштабирования (эффект масштаба и эффективность 
масштабирования), используемых при выборе наилучших объектов системы 
переработки НСО в процессе принятия обоснованных управленческих реше-
ний. Оценки ресурсного потенциала с учетом переменного эффекта масштаба 
соответствуют чистой технической эффективности процесса переработки от-
ходов и демонстрируют связь эффективности переработки с масштабом тех-
нологических операций. 

Анализ показателей масштабирования при исследовании различного рода 
объектов методом DEA достаточно широко применяется в экономике [18], 
здравоохранении [19], энергетике [20] и других областях [21–23]. Примеры ис-
пользования подобного анализа в области переработки НСО автору неиз-
вестны. 

Эффективность масштабирования в работе определяется путем сопостав-
ления оценок ресурсного потенциала с учетом постоянного и переменного эф-
фекта масштаба (общей и чистой технической эффективности процесса пере-
работки, соответственно) и характеризует величину влияния масштаба техно-
логических операций на эффективность переработки НСО в хранилищах.  
Эффект масштаба демонстрирует качественный характер зависимости объема 
получаемых углеводородов (производительность технологии) пропорцио-
нально (постоянный эффект масштаба) или непропорционально (убывающий 
или возрастающий эффект масштаба) затраченному времени и ресурсам на пе-
реработку НСО в хранилище. 

1. МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ АНАЛИЗА 

1.1. АЛГОРИТМ ПРОВЕДЕНИЯ АНАЛИЗА 

Предлагаемый новый способ определения оценок ресурсного потенциала 
объектов системы переработки НСО и принятия управленческих решений  
c учетом показателей масштабирования основан на двухэтапном подходе, рас-
смотренном в [17], и может быть представлен в виде алгоритма (рис. 1). 
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Рис. 1. Алгоритм определения оценок ресурсного потенциала комбинаций «храни-
лище НСО – технология переработки» и принятия управленческих решений c учетом  
                                               показателей масштабирования 

Fig. 1. An algorithm for determining estimates of the resource potential of the combinations 
“OCW storage – recycling technology” and making management decisions taking into  
                                                      account scaling indicators 

Представленный алгоритм проведения анализа основан на использовании 
входоориентированных моделей CCR [24], BCC [25] и Super-efficiency [26] ме-
тода DEA и состоит из четырех этапов, которые подробно будут рассмотрены  
в разделах 1.2–1.4.  

1.2. ОЦЕНКА РЕСУРСНОЙ ЦЕННОСТИ НСО В ХРАНИЛИЩАХ 

Определение оценки ресурсной ценности НСО в хранилищах (этап 1 на 
рис. 1) проводится на основе двух взаимосвязанных задач математического 
программирования (ЗМП): ЗМП 1.1 сформулирована на базе ССR модели ме-
тода DEA и рассмотрена в [27]; ЗМП 1.2 сформулирована на базе модели  
Super-efficiency метода DEA и рассмотрена в [17].  

В ЗМП 1.1 и 1.2 входными параметрами является средневзвешенное со-
держание компонентов НСО (воды, асфальтенов и смол, минеральных и меха-
нических примесей, серы), не подходящих для дальнейшего использования  
и переработки. Выходным параметром является средневзвешенное содержа-
ние углеводородов в отходе, полезных для дальнейшего использования. 

Результатом решения ЗМП 1.2 на основе модели Super-efficiency метода 
DEA являются сравнительные оценки RV

jS  ( 1, )j N  ресурсной ценности НСО 
в N хранилищах, которые используются на этапах 2 и 3 алгоритма (рис. 1)  
в качестве сравнительного параметра для определения оценок ресурсного по-
тенциала комбинаций «хранилище НСО – технология переработки», рассмат-
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риваемых в качестве объектов сравнения в системе переработки НСО. Макси-
мальная оценка RV

jS  в анализируемой группе соответствует наилучшему по 
компонентному составу хранилищу НСО, обладающему наиболее ценными 
ресурсами для вторичного использования. 

1.3. ОЦЕНКА РЕСУРСНОГО ПОТЕНЦИАЛА ОБЪЕКТОВ 
СИСТЕМЫ ПЕРЕРАБОТКИ НСО 

Определение оценок ресурсного потенциала комбинаций «хранилище 
НСО – технология переработки» (этап 2 на рис. 1) с учетом постоянного эф-
фекта масштаба основано на взаимосвязанном решении ЗМП 2.1 и 2.2. 

ЗМП 2.1 на основе ССR модели метода DEA имеет вид 

 
,1

max
RRP

r r
W Hr

RC w y  


 ∑   (1) 

при условии 

 

1

1 1

1,

0,

0,  0,  1, ,  1, ,  1, .

M

R M
rp rp p p

r

p rp

h x

w y h x

h w p P M r R

 


 
 



⎧
⎪

⎪
⎪
⎪  ⎨
⎪
⎪      ⎪
⎪⎩

∑

∑ ∑  (2) 

ЗМП 2.2 на основе модели Super-efficiency метода DEA имеет вид 
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В ЗМП (1)–(2) и (3)–(4) приняты следующие обозначения: 
RP RP
pRС RС  и RP RP

pSС SС  – оценки ресурсного потенциала p-й ком-

бинации «хранилище НСО – технология переработки», 1, ,p P  по модели 
ССR и Super-efficiency соответственно; 
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P – общее число возможных комбинаций (объектов сравнения) в системе, 
включающей N хранилищ и T технологий переработки НСО; 

  – индекс целевого объекта сравнения из множества 1, ,P   ресурсный 
потенциал которого оценивается;  

x , 1,M   и ry  , 1,r R  – значения входных и выходных параметров 
для целевого объекта в анализируемой системе соответственно; R – число ана-
лизируемых входных параметров; M – число анализируемых выходных пара-
метров; px  и rpy  – значения входных и выходных параметров для каждого  

p-го объекта, 1,p P ; 

ph , ph  и rpw , rpw  – весовые коэффициенты для входных и выходных 
параметров соответственно в ЗМП (1)–(2) и (3)–(4);  

f – порядковый номер объекта со значением оценки ресурсного потенци-
ала 1RP

fRС  , 1, ,f F  в анализируемой группе из P объектов, полученной  
на основе решения ЗМП (1)–(2), который исключается из системы (4),  
где F – число объектов со значением оценки 1RP

fRС  , 1,f F . 
Определение оценок ресурсного потенциала комбинаций «хранилище 

НСО – технология переработки» (этап 3 на рис. 1) с учетом переменного эф-
фекта масштаба основано на взаимосвязанном решении ЗМП 3.1 и 3.2. 

ЗМП 3.1 на основе BCC модели метода DEA имеет вид 
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ЗМП 3.2 на основе Super-efficiency метода DEA имеет вид 
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при условии 
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В ЗМП (5)–(6) и (7)–(8) приняты следующие обозначения: 
RP RP
pRB RB  и RP RP

pSB SB  – оценки ресурсного потенциала p-й ком-

бинации «хранилище НСО – технология переработки», 1, ,p P  по модели 
BCC и Super-efficiency соответственно; 

pg , pg  и rpq , rpq  – весовые коэффициенты для входных и выходных 
параметров соответственно в ЗМП (5)–(6) и (7)–(8);  

k – порядковый номер объекта со значением оценки ресурсного потенци-
ала 1,RP

kRB   1, ,k K  в анализируемой группе из P объектов, полученной  
на основе решения ЗМП (5)–(6), который исключается из системы (8),  
где K – число объектов со значением оценки 1,RP

kRB   1, ;k K  

p    – свободная переменная, величина или знак которой характери-
зует тип эффекта масштаба для р-го объекта сравнения: 

 при 0p   наблюдается постоянный эффект масштаба, означающий 
пропорциональное изменение входных px  и выходных rpy  параметров  
в (5)–(6); 

 при 0p   наблюдается убывающий эффект масштаба, означающий, 
что изменение входных параметров px  приводит к относительно меньшему 
изменению выходных параметров rpy  в (5)–(6); 

 при 0p   наблюдается возрастающий эффект масштаба, означаю-
щий, что изменение входных параметров px  приводит к относительно боль-
шему изменению выходных параметров rpy  в (5)–(6). 

В ЗМП 2.1, 2.2, 3.1 и 3.2 используются одинаковые входные и выходные 
параметры. Входными параметрами px , 1,3  , 1, ,p P  увеличение которых 
приводит к снижению оценки ресурсного потенциала объектов системы, явля-
ются: 1px  – время переработки НСО, ч; 2px  – масса реагентов, т;  

3px  – расход энергии (топлива), т. Выходными параметрами rpy , 1,2r  , 

1, ,p P  увеличение которых приводит к увеличению оценки ресурсного  
потенциала объектов системы, являются: 1py  – масса полезных продуктов  
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рециклинга, т; 2
RV

p jy S  – соответствующая оценка ресурсной ценности 
НСО в j-м хранилище, полученная в ходе решения ЗМП 1.2, рассмотренной  
в [17]. 

Каждая из ЗМП 2.1, 2.2, 3.1 и 3.2 решается P раз, т. е. для каждого  
р-го объекта сравнения отдельно, при этом в каждой задаче рассчитываются 
соответствующие значения оценок  ,  ,  ,  RP RP RP RP

p p p pRС RB SС SB  и весовых 

коэффициентов  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .p p rp rp p p rp rp ph h w w g g q q         Относительные 

оценки RP
pRС  и RP

pRB  ресурсного потенциала объектов системы переработки 

распределяются в интервале (0;1], а оценки RP
pSС  и RP

pSB  ресурсного потен-

циала – в интервале (0; ∞). Объекты, получившие максимальные оценки RP
pSС   

и RP
pSB , являются наилучшими в анализируемой группе из P комбинаций 

«хранилище НСО – технология переработки» с учетом постоянного и перемен-
ного эффекта масштаба соответственно. 

1.4. ПОКАЗАТЕЛИ МАСШТАБИРОВАНИЯ 

На четвертом этапе анализа (рис. 1) необходимо определить показатели мас-
штабирования, которые используются в системе поддержки принятия решений. 

В разделе 1.3 рассмотрены правила определения эффекта масштаба, кото-
рый является качественной оценкой масштабных свойств объектов системы 
переработки НСО. Различают объекты с постоянным, убывающим и возраста-
ющим эффектом масштаба. В соответствии с теорией метода DEA [15] объ-
екты с постоянным эффектом масштаба имеют неизменное соотношение объ-
ема затраченных ресурсов к объему получаемых полезных углеводородов. 
Убывающий эффект масштаба соответствует объектам, в которых потенциаль-
ный получаемый объем углеводородов из НСО оказывается меньше затрачен-
ных на его переработку ресурсов. Возрастающий эффект масштаба соответ-
ствует объектам системы переработки отходов с потенциально большей отда-
чей полезных углеводородов с учетом того же объема затраченных ресурсов. 
Информация об эффекте масштаба может учитываться дополнительно при 
принятии управленческих решений. 

Для определения оценки pSE  эффективности масштабирования p-й ком-
бинации «хранилище НСО – технология переработки», которая демонстрирует 
влияние масштабных свойств технологических операций на эффективность 
переработки, необходимо использовать результаты решения ЗМП 2.1 и 3.1 со-
ответственно в виде оценок RP

pRС  и RP
pRB  ресурсного потенциала [28]: 

 ,    1
RP
p RP RP

p p p p pRP
p

RС
SE RС RB SE SE

RB
 ⇒   . (9) 

Если p-й объект сравнения обладает максимальным ресурсным потенци-
алом  1 ,RP RP

p pRС RB   то масштаб технологических операций не влияет на 
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процесс переработки отходов в хранилище и оценка эффективности масшта-
бирования максимальна 1.pSE    

Если 1RP
pRB  , то источником неэффективности является низкая эффек-

тивность технологии переработки. При 1pSE   источником неэффективности 
является несоответствие масштаба технологических операций эффективности 
переработки НСО в хранилище. 

Если p-й объект сравнения имеет максимальную оценку ресурсного по-
тенциала соответствующей чистой технической эффективности переработки 

 1 ,RP
pRB   но низкую оценку общей технической эффективности перера-

ботки  1 ,RP
pRС   то он является локально эффективным без учета масштаба 

технологических операций. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА 

Для апробации разработанной методики рассмотрим систему перера-
ботки НСО, находящуюся на территории Самарской области и включающую 
N = 20 хранилищ отходов и T = 10 технологий переработки, подробные харак-
теристики которых представлены в [17]. В качестве объектов сравнения будут 
рассматриваться Р = 200 возможных комбинаций «хранилище НСО – техноло-
гия переработки» (объектов сравнения). Расчеты для ЗМП 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 про-
ведены с помощью специализированного программного обеспечения [29],  
а для ЗМП 3.1, 3.2 – с использованием бесплатного программного обеспечения 
MaxDEA Basic [30]. 

Рассчитанные в [17] оценки ,RV
jS  1,20,j   ресурсной ценности НСО  

в 20 хранилищах анализируемой системы получены путем решения задач, ана-
логичных ЗМП 1.1 и 1.2 на первом этапе алгоритма (рис. 1). 

В табл. 1 представлены статистические данные входных и выходных па-
раметров для 1,200p   комбинаций «хранилище НСО – технология перера-
ботки» в соответствующих ЗМП (раздел 1.3) методом DEA на втором и тре-
тьем этапе алгоритма (рис. 1). Общий объем НСО в 20 хранилищах (общей 
площадью около 25 тыс. м2), подлежащих переработке, составляет 69.337 тыс. 
тонн. Производительность 10 технологий в составе системы переработки ва-
рьируется от 1.5 до 50 тонн НСО в час. В технологических установках исполь-
зуется дизельное топливо или электрическая энергия, при этом расход реаген-
тов и топлива (энергии) для проведения расчетов нормирован относительно 
стоимости дизельного топлива [17]. 

Из табл. 1 видно, что существует большой разброс по всем анализируе-
мым параметрам, что указывает на неоднородность масштаба объектов си-
стемы и подтверждается наблюдением за стандартным отклонением, мини-
мальными и максимальными значениями в выборке. Минимальное значение 
массы реагентов 2( 0)px   объясняется тем, что не все технологии используют 
реагенты в процессе переработки. 

При анализе парных корреляционных зависимостей отдельно по каждой 
технологии в отношении переработки всех НСО в хранилищах для входных 
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ipx , 1,3,i   и выходного параметра 1py  установлена сильная положительная 
связь (значение коэффициента корреляции Спирмена [31] для каждой из  
10 технологий системы переработки составляет 0.94 при значимости на 
уровне 1 %). Это указывает на то, что масса получаемых углеводородов 1py   
в основном зависит от изменения времени переработки и затраченных ресур-
сов ipx , 1,3.i   Обоснование использования оценки ресурсной ценности 

2
RV

p jy S  в методе DEA и оценка ее влияния на ресурсный потенциал объек-
тов системы приведены в [17]. Таким образом, считается, что входные и вы-
ходные параметры для оценки ресурсного потенциала комбинаций «храни-
лище НСО – технология переработки» в анализируемой системе переработки 
выбраны обоснованно. 

Таблица 1 

Table 1 

Основные статистические данные входных и выходных параметров в задачах 
оценки ресурсного потенциала комбинаций «хранилище НСО – технология  

переработки» 

Basic statistical data of input and output parameters in the problems of assessing the 
resource potential of combinations "Oil-contaminated wastes storage – recycling  

technology" 

Наименование 
параметра,  
ед. изм. 

Время  
переработки 
НСО, ч 

Масса  
реагентов, т 

Расход  
энергии 

(топлива), т 

Масса  
углеводоро-

дов, т 

Оценка  
ресурсной 
ценности 
НСО 

Обозначение  
в ЗМП 1px  2 px  3 px  1py  2

RV
p jy S  

Минимальное 8.008 0 0.036 13.833 0.205 
Максимальное 16301.13 57150.29 1589.36 4206.81 1.702 
Среднее 711.86 968.72 46.33 508.87 0.574 
Стандартное 
отклонение 1767.26 4628.49 157.41 758.85 0.357 

 

В табл. 2 представлены статистические данные по оценкам ,RP
pRС  ,RP

pSС  

,RP
pRB  RP

pSB  ресурсного потенциала объектов системы как результаты реше-
ния ЗМП 2.1, 2.2 и ЗМП 3.1, 3.2 соответственно, а также по оценке pSE  эффек-
тивности масштабирования. 

Результаты в табл. 2 показывают, что неэффективность некоторых ком-
бинаций «хранилище НСО – технология переработки» достигает 98.6 %, что 
видно по значению минимальной оценки ресурсного потенциала по всем мо-
делям метода DEA, равной 0.014. При этом доля полностью эффективных ком-
бинаций без учета эффекта масштаба достигает 9.5 % (модель BCC), что сви-
детельствует о наличии эффективных технологий переработки. Этот факт под-
тверждается достаточно высоким средним значением оценки pSE  эффектив-
ности масштабирования, равным 88.2 %, что соответствует среднему уровню 
неэффективности 11.8 % объектов в системе переработки НСО. 
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В анализируемой системе переработки возрастающий эффект масштаба 
демонстрируют 73 % объектов, в то время как убывающий и постоянный  
20.5 % и 6.5 % объектов соответственно (рис. 2).  

Таблица 2 

Table 2 

Основные статистические данные по оценкам ресурсного потенциала комбинаций 
«хранилище НСО – технология переработки» с учетом постоянного и переменного 

эффекта масштаба методом DEA 

Basic statistical data for assessing the resource potential of combinations “Oil-contam-
inated wastes storage – recycling technology” taking into account constant and  

variable scale effects by the DEA method 

Наименование 
оценки 

Оценки ресурсного потен-
циала объектов системы с 
постоянным эффектом 

масштаба 

Оценки ресурсного потен-
циала объектов системы  
с переменным эффектом 

масштаба 

Оценка эф-
фективности 
масштабиро-

вания 

Модель метода 
DEA, формулы 

CCR, 
(1)–(2) 

Super-effi-
ciency, 
(3)–(4) 

BCC, 
(5)–(6) 

Super-effi-
ciency, 
(7)–(8) 

– 
(9) 

Номер ЗМП 2.1 2.2 3.1 3.2 – 

Обозначение RP
pRС  RP

pSС  RP
pRB  RP

pSB  pSE  

Минимальная 0.014 0.014 0.014 0.014 0.365 
Максимальная 1 1.322 1 9.529 1 
Средняя 0.481 0.493 0.547 0.756 0.882 
Стандартное 
отклонение 0.302 0.325 0.324 1.179 0.149 

Доля эффек-
тивных комби-
наций с оцен-
кой ≥1, % 

6.5 6.5 9.5 9.5 6.5 

 

 
Рис. 2. Распределение объектов системы переработки НСО по диапазонам оценок 

RP
pSB  ресурсного потенциала с переменным эффектом масштаба 

Fig. 2. Distribution of objects of the oil-contaminated waste recycling system by ranges  
of resource potential estimates RP

pSB  with variable scale effects 

2

11

22
22

12
8

3
9

33

17 17

3

5 3

1 2

2

7 6

7

8

0

5

10

15

20

25

30

35

[0.01, 0.11] (0.11, 0.21] (0.21, 0.31] (0.31, 0.41] (0.41, 0.51] (0.51, 0.61] (0.61, 0.71] (0.71, 0.81] (0.81, 0.91] (0.91, 1.00] > 1.00

К
ол
ич
ес
тв
о 
об
ъе
кт
ов

 си
ст
ем
ы

 
пе
ре
ра
бо
тк
и 
Н
С
О

Диапазоны оценок ресурсного потенциала

Убывающий
Возрастающий
Постоянный



58 М.Ю. ДЕРЕВЯНОВ 

Средняя оценка RP
pRB ресурсного потенциала по модели ВСС (чистая тех-

ническая эффективность) в анализируемой системе составляет 54.7 %.  
Это указывает на то, что затраты времени и ресурсов на переработку могут 
быть снижены на 45.3 % при неизменных объеме получаемых углеводородов 
и оценке RV

jS  ресурсной ценности в хранилищах. Однако этот вывод для пред-
лагаемого подхода является неверным, так как в качестве объектов в системе 
переработки НСО рассматриваются все возможные комбинации «хранилище 
НСО – технология переработки», что является обоснованным с точки зрения 
полноты охвата возможных вариантов и высокой точности получения сравни-
тельной оценки ресурсного потенциала, но недостаточным для принятия кон-
кретных управляющих решений, потому что невозможно переработать НСО  
в хранилищах несколько раз разными технологиями. 

Для устранения обнаруженного противоречия предлагается рассмотреть 
решение и сравнить результаты двух оптимизационных задач по выбору в си-
стеме переработки эффективных комбинаций «хранилище НСО – технология 
переработки» по критерию повышения ресурсного потенциала. Решение пер-
вой задачи основано на ранжировании оценок RP

pSС  ресурсного потенциала 
комбинаций «хранилище НСО – технология переработки» с учетом постоян-
ного эффекта масштаба и выборе из них максимальных, определяющих после-
довательность № 1 хранилищ НСО, подлежащих переработке соответствую-
щими технологиями (табл. 3). При этом ограничение на повторное использо-
вание технологии не применяется. Аналогичным образом решается вторая за-
дача на основе ранжирования оценок RP

pSB  ресурсного потенциала комбина-
ций «хранилище НСО – технология переработки» с учетом переменного  
эффекта масштаба (табл. 4), определяющая последовательность № 2 перера-
ботки НСО. Полученные в ходе решения этих задач оптимальные последова-
тельности № 1 и № 2 позволяют полностью переработать НСО в хранилищах 
анализируемой системы с различной эффективностью масштабирования, за-
тратами и качеством. 

Сравнительный анализ полученных результатов показал, что вариатив-
ность применения технологий переработки НСО достаточно невысокая: после-
довательность № 1 (табл. 3) включает три (n = 2, 8, 9) технологии, а последо-
вательность № 2 (табл. 4) – четыре (n = 2, 8, 7, 9). Большинство НСО планиру-
ется переработать с использованием технологии n = 8: в последовательности 
№ 1 – 17 хранилищ, в последовательности № 2 – 14 хранилищ. Анализируя 
эффект масштаба, можно констатировать, что количество комбинаций с посто-
янным эффектом масштаба в обеих последовательностях совпадает и равно 2. 
В последовательности № 1 количество комбинаций с возрастающим эффектом 
масштаба равно 10, с убывающим – 8. В последовательности № 2 количество 
комбинаций с возрастающим и убывающим эффектом масштаба распределено 
поровну – по 9.  
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Таблица 3  

Table 3  

Оптимальная последовательность № 1 комбинаций с учётом постоянного  
эффекта масштаба 

Optimal sequence No. 1 of combinations based on a constant effect of scale 

Номер 
комби-
нации 

Номер 
храни-
лища 
НСО 

Номер 
техно-
логии 

Оценки ресурсного потенциала  
объектов системы  Оценка эф-

фективности 
масштаби-
рования 

Эффект  
масштаба с постоянным 

эффектом мас-
штаба 

с переменным 
эффектом мас-

штаба 

p j n RP
pRС  RP

pSС  RP
pRB  RP

pSB  pSE   

152 16 2 1 1.322 1 1.954 1 Постоянный 
109 11 9 1 1.186 1 2.745 1 Постоянный 
179 18 9 0.975 0.975 0.978 0.978 0.997 Убывающий 
198 20 8 0.897 0.897 0.924 0.924 0.971 Убывающий 
128 13 8 0.885 0.885 0.886 0.886 0.999 Убывающий 
88 9 8 0.882 0.882 0.889 0.889 0.992 Убывающий 
148 15 8 0.837 0.837 0.844 0.844 0.991 Убывающий 
58 6 8 0.835 0.835 0.838 0.838 0.996 Убывающий 
78 8 8 0.830 0.830 0.841 0.841 0.987 Убывающий 
168 17 8 0.818 0.818 0.924 0.924 0.885 Возрастающий 
118 12 8 0.811 0.811 0.829 0.829 0.979 Возрастающий 
68 7 8 0.805 0.805 0.814 0.814 0.989 Возрастающий 
98 10 8 0.789 0.789 0.813 0.813 0.970 Возрастающий 
18 2 8 0.782 0.782 0.819 0.819 0.955 Возрастающий 
188 19 8 0.781 0.781 0.811 0.811 0.963 Возрастающий 
138 14 8 0.779 0.779 0.793 0.793 0.982 Возрастающий 
28 3 8 0.770 0.770 0.838 0.838 0.919 Убывающий 
48 5 8 0.770 0.770 0.783 0.783 0.982 Возрастающий 
38 4 8 0.770 0.770 0.778 0.778 0.990 Возрастающий 
8 1 8 0.770 0.770 0.777 0.777 0.990 Возрастающий 

Сумма 16.78 17.29 17.18 19.88 19.54 – 
 
Для анализируемой системы переработки НСО учет эффекта масштаба 

при принятии управленческих решений может использоваться в случае, если 
требуется получить максимальный объем полезных углеводородов и общее 
время переработки отходов в системе не ограничено. Тогда в первую очередь 
следует перерабатывать НСО, входящие в комбинации «хранилище НСО – 
технология переработки» с убывающим эффектом масштаба, так как при  
потенциальном увеличении объема НСО в таких хранилищах будет наблю-
даться снижение соответствующего объема полезных углеводородов после пе-
реработки. Во вторую очередь следует перерабатывать НСО из комбинаций  
с постоянным эффектом масштаба, потому что они не зависят от временного 
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фактора и затраченные ресурсы на переработку пропорциональны получае-
мому объему полезных углеводородов. Переработку НСО из хранилищ, вхо-
дящих в комбинации с возрастающим эффектом масштаба, следует отложить, 
и рекомендуется продолжить накапливать в них отходы, чтобы иметь потен-
циальную возможность увеличения объема полезных углеводородов после пе-
реработки. 

Таблица 4  

Table 4  

Оптимальная последовательность № 2 комбинаций с учетом постоянного  
эффекта масштаба  

Optimal sequence No. 2 of combinations based on a variable effect of scale 

Номер 
комби-
нации 

Номер 
храни-
лища 
НСО 

Номер 
техно-
логии 

Оценки ресурсного потенциала 
объектов системы  

Оценка  
эффектив-
ности  

масштаби-
рования 

Эффект  
масштаба с постоянным 

эффектом  
масштаба 

с переменным 
эффектом  
масштаба 

p j n RP
pRС  RP

pSС  RP
pRB  RP

pSB  pSE   

102 11 2 1 1.140 1 9.529 1 Постоянный 
22 3 2 0.397 0.397 1 9.529 0.397 Убывающий 

152 16 2 1 1.322 1 1.954 1 Постоянный 
178 18 8 0.940 0.940 0.994 0.994 0.946 Убывающий 
198 20 8 0.897 0.897 0.924 0.924 0.971 Убывающий 
168 17 8 0.818 0.818 0.924 0.924 0.885 Возрастающий 
129 13 9 0.737 0.737 0.918 0.918 0.803 Возрастающий 
88 9 8 0.882 0.882 0.889 0.889 0.992 Убывающий 

148 15 8 0.837 0.837 0.844 0.844 0.991 Убывающий 
78 8 8 0.830 0.830 0.841 0.841 0.987 Убывающий 
58 6 8 0.835 0.835 0.838 0.838 0.996 Убывающий 

118 12 8 0.811 0.811 0.829 0.829 0.979 Возрастающий 
18 2 8 0.782 0.782 0.819 0.819 0.955 Возрастающий 
68 7 8 0.805 0.805 0.814 0.814 0.989 Возрастающий 
98 10 8 0.789 0.789 0.813 0.813 0.970 Возрастающий 

188 19 8 0.781 0.781 0.811 0.811 0.963 Возрастающий 
7 1 7 0.623 0.623 0.803 0.803 0.776 Убывающий 
37 4 7 0.623 0.623 0.796 0.796 0.783 Убывающий 

138 14 8 0.779 0.779 0.793 0.793 0.982 Возрастающий 
48 5 8 0.770 0.770 0.783 0.783 0.982 Возрастающий 

Сумма 15.93 16.40 17.43 35.44 18.35 – 
 
Таким образом, последовательность № 1 (см. табл. 3) обладает потенци-

ально большими возможностями по извлечению из НСО полезных углеводо-
родов за счет большего количества комбинаций с возрастающим эффектом 
масштаба. 
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Суммарные показатели по анализируемым параметрам показывают, что 
последовательность № 1 позволяет переработать все НСО в хранилищах быст-
рее на 96.13 % и с меньшими в 14.5 раза затратами топлива (энергии) по срав-
нению с последовательностью № 2, которая, в свою очередь, позволяет полу-
чить углеводородов больше на 162.17 % и затратить в 2.24 раза меньше реа-
гентов. В итоге результаты анализа по статистике использования технологий, 
эффекту масштаба, затраченным ресурсам и полученному результату не поз-
воляют однозначно определить лучшую из рассматриваемых последователь-
ностей № 1 и № 2, и для принятия обоснованных управленческих решений  
в системе переработки НСО требуется учитывать масштабные показатели. 

Сравнивая статистические данные параметров объектов системы перера-
ботки НСО (табл. 5), можно увидеть, что в последовательности № 1 средняя 
неэффективность масштабирования в комбинациях составляет только 2.3 % 
против 8.3 % у последовательности № 2, при этом стандартное отклонение 
оценки pSE  эффективности масштабирования у последовательности № 2 
выше, чем у последовательности № 1 (0.143 против 0.029 соответственно).  
Таким образом, выбор для переработки последовательности № 1 по совокуп-
ности масштабных показателей (большее количество комбинаций с возраста-
ющим эффектом масштаба и средняя оценка эффективности масштабирова-
ния) является наилучшим решением среди анализируемых вариантов. 

Таблица 5 
Table 5 

Основные статистические данные оптимальных последовательностей комбинаций 
«хранилище НСО – технология переработки» по критерию повышения ресурсного 

потенциала с учетом постоянного и переменного эффекта масштаба 

The main statistical data of the optimal sequences of combinations “Oil-contaminated 
wastes storage – recycling technology” according to the criterion of increasing the  

resource potential, taking into account constant and variable scale effect 

Наименование 
оценки 

Оценки ресурсного  
потенциала объектов системы 

с постоянным эффектом  
масштаба 

Оценки ресурсного  
потенциала объектов системы  
с переменным эффектом  

масштаба 

Оценка  
эффективности 
масштабирова-

ния 

Обозначение RP
pRС  RP

pSС  RP
pRB  RP

pSB  pSE  

Оптимальная последовательность № 1 
Минимальная 0.770 0.770 0.777 0.777 0.885 
Максимальная 1 1.322 1 2.745 1 
Средняя 0.839 0.864 0.859 0.994 0.977 
Стандартное  
отклонение 0.077 0.145 0.072 0.484 0.029 

Оптимальная последовательность № 2 
Минимальная 0.397 0.397 0.783 0.783 0.397 
Максимальная 1 1.322 1 9.529 1 
Средняя 0.797 0.820 0.872 1.772 0.917 
Стандартное  
отклонение 0.136 0.185 0.078 2.665 0.143 
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Подводя итог анализа, можно сделать вывод о том, что учет эффекта 
масштаба и средней оценки эффективности масштабирования позволяет 
обосновать принятие управленческих решений в системе переработки НСО, 
если другие показатели переработки являются неочевидными или неодно-
значными. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках проведенной работы разработан алгоритм определения оценок 
ресурсного потенциала комбинаций «хранилище НСО – технология перера-
ботки» и принятия управленческих решений c учетом показателей масштаби-
рования. Приведена математическая постановка ЗМП по моделям CCR, BCC  
и Super-efficiency метода DEA, решение которых позволяет получить оценки 
ресурсного потенциала объектов системы переработки, ранжировать их и 
определить наилучшие комбинации «хранилище НСО – технология перера-
ботки» с учетом постоянного и переменного эффекта масштаба. Показан спо-
соб определения эффекта масштаба в модели BCC и расчета оценки эффектив-
ности масштабирования, которые позволяют дополнительно обосновывать 
принимаемые управленческие решения.  

На примере системы переработки НСО Самарской области представ-
лены анализ исходных параметров и результатов расчета оценок ресурсного 
потенциала объектов на основе статистических данных и последователь-
ность принятия обоснованных управленческих решений по переработке с 
учетом показателей масштабирования. Разработанный подход может быть 
распространен на системы переработки отходов в других регионах Россий-
ской Федерации.  

Направление дальнейших исследований по этой тематике может вклю-
чать рассмотрение эластичности масштабирования в качестве количествен-
ного показателя эффекта масштаба и проведение сравнительного анализа ре-
зультатов решения оптимизационных задач по повышению ресурсного потен-
циала объектов системы переработки НСО с учетом ограничений на общее 
время процесса и использование технологий, параллельной переработки отхо-
дов и др. 
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Abstract 
The paper proposes a new approach to assessing the resource potential of the objects of the 

oil-contaminated waste (OCW) recycling system based on the Data Envelopment Analysis 
(DEA) method, taking into account the constant and variable economies of scale, and a compar-
ative analysis of the scaling indicators used in selecting the best facilities of the OCW recycling 
system in making informed managerial decisions. A four-stage calculation algorithm has been 
developed, in which the first stage determines estimates of the resource value of OCW in storage 
facilities. At the second and third stages, estimates of the resource potential of combinations of 
"OCW storage - recycling technology" are calculated taking into account constant and variable 
economies of scale, respectively, as well as the effect of scale (constant, increasing or decreas-
ing), which characterizes the qualitative assessment of the scale properties of objects of the OCW 
recycling system. At the fourth stage, an assessment of the effectiveness of scaling, which char-
acterizes the magnitude of the impact of scale of technological operations on the efficiency of 
OCW recycling in the analyzed system, and the optimal sequence of processing of OCW in stor-
ages by the criterion of increasing the resource potential of the system objects, taking into account 
indicators of scaling, is determined.  

By the example of the system of OCW recycling in the Samara region estimates of resource 
value of OCW in storages, assessment of resource potential of combinations "OCW storage – 
recycling technology" and corresponding indicators of scaling (effect of scale and evaluation of 
scaling efficiency) have been calculated. The comparison of two optimal sequences by the crite-
rion of increasing the resource potential of the system objects, taking into account constant and 
variable economies of scale was made, and it is shown how the indicators of scaling can influence 
the adoption of sound management decisions. 

Keywords: oil-contaminated waste, recycling system, technology, resource potential, re-
source value, scale effect, scaling efficiency, Data Envelopment Analysis 
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Устойчивая тенденция к развитию технологий в быту и промышленности ведет к их по-
стоянному усложнению, к внедрению новых разработок и методов, появляются новые способы 
получения и обработки информации. Неотъемлемой частью повседневной жизни стали системы 
видеонаблюдения. Камеры установлены на многоквартирных домах, в общественных местах, 
даже в квартирах и частных домах. Одной из наиболее важных областей, где компьютерное зре-
ние нашло значительное применение, является наблюдение за биологическими объектами и ана-
лиз их поведения и состояния, особенно в контексте охраны природы и автоматизации исследо-
ваний поведения животных. С ростом качества и количества видеоматериалов становится акту-
альной проблема точных и эффективных методов классификации объектов в реальном времени, 
особенно когда речь идет об автоматическом мониторинге состояния животных. 

В настоящей работе описаны основные виды распознавания объектов, рассмотрены попу-
лярные современные архитектуры нейронных сетей, проведен сравнительный анализ некоторых 
из них применительно к решаемой задаче. В ходе работы с использованием методов дополни-
тельной обработки и аннотаторов изображений SuperVisely и VGG Image Annotator сформиро-
ван датасет с более чем тысячей уникальных изображений для извлечения релевантных харак-
теристик объектов, а также проведены экспериментальные исследования качества распознава-
ния объектов на видео с помощью предобученных известных нейросетевых моделей. Опреде-
лены и сформулированы требования к исходным данным для эффективного решения задачи  
автоматического мониторинга и прогнозирования состояния биологических объектов. Пока-
зано, что во избежание появления слепых зон в месте обитания животных необходимо исполь-
зовать достаточно большое количество камер, размещенных с перекрытием исследуемого  
пространства, чтобы объекты мониторинга были постоянно в поле видимости. Это позволит 
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впоследствии составить общую картину высокого разрешения, составленную из изображений 
всех камер, а по полученной картине осуществлять классификацию объектов посредством ис-
кусственных нейронных сетей. 

Ключевые слова: искусственные нейронные сети, компьютерное зрение, нейросетевое 
прогнозирование, датасет изображений, аугментация данных, классификация изобрежений, ло-
кализация объектов, сегментация областей, аннтотирование видеоданных 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время нейронные сети используются во многих отраслях 
промышленности для решения сложных задач, которые ранее было трудно или 
невозможно решить традиционными методами. Одной из областей, где 
нейросетевое управление показало большие перспективы, является область 
прогнозного моделирования, где искусственные нейронные сети (ИНС) ис-
пользуются для прогнозирования результатов работы сложных систем.  

Одним из наиболее интересных применений ИНС является область ком-
пьютерного зрения, где нейронные сети используются для анализа изображе-
ний и видеоданных. В последние годы методы компьютерного зрения исполь-
зуются для прогнозирования состояния биологических объектов, таких как 
растения, животные и даже люди [1]. Например, компания Cattle Care исполь-
зует методы компьютерного зрения и ИНС для отслеживания жизненного 
цикла КРС [2]. 

Существует множество преимуществ прогнозирования биологических 
состояний с помощью ИНС. Например, ИНС предоставляют исследователям и 
врачам информацию о состоянии пациента в режиме реального времени, что 
позволяет проводить более своевременное и целенаправленное лечение [3]. 
ИНС также можно использовать для выявления биомаркеров, которые могут 
быть использованы для предсказания начала заболевания до появления симп-
томов, что позволяет проводить более раннюю диагностику и лечение [4, 5]. 

В сельском хозяйстве ИНС находят применение для увеличения точности 
прогнозирования состояния урожая, для расчета необходимых удобрений и пе-
стицидов [6, 7]. Необходимо отметить, что наиболее развито использование 
современных информационных технологий, включающих методы искусствен-
ного интеллекта и ИНС, в точном растениеводстве, а в точном животноводстве 
цифровизация отрасли несколько отстает, при этом возникают правовые про-
блемы использования методов искусственного интеллекта [8, 9].  

Целью настоящей статьи является исследование точной и эффективной 
модели для классификации и прогнозирования здоровья крупного рогатого 
скота (КРС) в режиме реального времени при разработке интеллектуальной 
системы видеомониторинга. Большое внимание уделяется модели, способной 
классифицировать различные аспекты поведения крупного рогатого скота, та-
кие как кормление, отдых или признаки дистресса. В будущем модель должна 
быть обучена предсказывать потенциальные проблемы со здоровьем КРС на 
основе конкретных признаков, загруженных в нейронную сеть, что позволит 
обнаруживать их на ранней стадии и вовремя принимать меры. 

Анализ собранных данных позволит принимать обоснованные управляю-
щие решения относительно стратегий кормления, корректировки окружающей 
среды или распределения ресурсов, что в конечном итоге может значительно 
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улучшить производительность и эффективность всего поголовья в молочных 
хозяйствах. 

Для достижения целей исследования необходимо собирать видеоданные 
из молочных хозяйств с учетом особенностей реализации систем видеонаблю-
дения в них, фиксируя при этом различные физиологические и поведенческие 
состояния КРС. Эти данные должны быть подвергнуты методам предваритель-
ной обработки для извлечения соответствующих характеристик и аннотаций 
для обучения нейросетевых моделей. В процессе работы будут исследованы 
различные архитектуры нейросетей и методики их обучения, чтобы в резуль-
тате получилась модель, максимально точно классифицирующая КРС. Будут 
представлены и проанализированы результаты экспериментов с оценкой про-
изводительности различных сетевых архитектур и эффективности включения 
конкретных признаков для прогнозирования физиологического состояния био-
логических объектов. Полученные результаты позволят определить потенци-
альные проблемы и направления дальнейших исследований. 

1. ЗАДАЧИ РАСПОЗНАВАНИЯ 

Обеспечение качественного распознавания является фундаментальной за-
дачей в компьютерном зрении и системах, обучаемых с помощью нейросете-
вых технологий. Точное распознавание различных жизненных аспектов КРС, 
таких как поведение и некие жизненные показатели, необходимо в вопросе 
обеспечения благосостояния всего поголовья. Существует несколько видов за-
дач распознавания: 

Классификация. Данную задачу можно рассмотреть как присвоение 
метки или категоризации объектам на полноценных изображениях или кадрах 
видео. В рассматриваемом проекте полезно безошибочно классифицировать 
не только вид животного (корова или лошадь, рис. 1), но и деятельность жи-
вотного в рассматриваемый момент времени. 

 

 
Рис. 1. Классификация объектов на фото с помощью предобученной нейросети:  

объект «лошадь» (слева), объект «корова» (справа) 

Fig. 1. Classification of objects in the photo with a pre-trained neural network:  
a horse (left), a cow (right) 
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Локализация. Эта задача включает в себя определение точного местопо-
ложения в кадре или получение набора координат объекта. Точная локализа-
ция (рис. 2) позволит, к примеру, своевременно определить проблемы  
с ногами или позвоночником у КРС, ведь у больной коровы походка может 
сильно отличаться. 

 

 
Рис. 2. Локализация коровы с помощью предобученной нейросети 

Fig. 2. Localization of a cow using a pre-trained neural network 

Сегментация – это задача присвоения меток не объекту в целом, а каж-
дому пикселю, который принадлежит объекту. Это существенно повышает 
точность полученных из видео данных для дальнейшего анализа и принятия 
решений. Пример сегментации будет приведен далее по ходу работы (см. рас-
смотрение аннотатора SuperVisely). 

Для выполнения поставленных задач на разных этапах понадобится ре-
шить все три задачи, так как для автоматического мониторинга состояния 
крупного рогатого скота недостаточно просто понимать, что в кадре находится 
КРС, необходимо отличать коров от предметов интерьера, от стен, людей  
и прочего, что может попасть в кадр. Также необходимо в реальном времени 
отслеживать жизнедеятельность крупного рогатого скота, что невозможно без 
детальной и четкой сегментации. 

На данный момент существует несколько наиболее известных нейросете-
вых топологий, которые применяются для решения подобных задач (напри-
мер, SegNet, DeepLab и другие) [10–12]. 

В работе [13] представлена модель SegNet, которая является архитектурой 
глубокого обучения, специально разработанной для семантической сегмента-
ции изображений. Модель SegNet состоит из структуры кодер–декодер, где ко-
дер учится извлекать высокоуровневые характеристики из входного изображе-
ния, а декодер восстанавливает сегментированное изображение на основе этих 
характеристик. 



Применение нейронных сетей для классификации объектов в видеоданных… 73 

Статья [14] описывает современную архитектуру для семантической сег-
ментации изображений. По словам авторов статьи, DeepLab решает такие за-
дачи, как улавливание мелких деталей, обработка больших рецептивных полей 
и сохранение пространственного разрешения. Авторы используют модифици-
рованную версию популярной архитектуры CNN, такой как VGG-16 или 
ResNet, для сбора богатой контекстной информации. В дополнение к глубо-
кому CNN и свертке Atrous авторы используют полностью связанные CRF для 
уточнения результатов сегментации. 

В статье [15] представлена архитектура конволюционной нейронной сети 
(CNN), разработанной специально для задач сегментации биомедицинских 
изображений. Точная сегментация имеет решающее значение для различных 
приложений, включая диагностику заболеваний, планирование лечения и ме-
дицинские исследования. 

Другой моделью, ориентированной на решение задач, связанных с выделе-
нием объектов на видеоданных, является YOLOv3 [16]. Проанализируем приме-
нимость моделей U-Net и YOLOv3 для решения поставленной задачи. Обе ар-
хитектуры легко обучаемы, достаточно легко адаптируются под разные данные 
и обеспечивают хорошее быстродействие, они используются для задач компью-
терного зрения, хотя направленность и области применения у них разнятся. 

YOLOv3 – это нейросетевая архитектура, предназначенная для идентифи-
кации нескольких объектов на изображении или видео. Данная нейросеть де-
лит входное изображение на сетку и назначает все ячейки данной сетки ответ-
ственными за обнаружение объектов. Данный метод позволяет обнаруживать 
объекты на видео в режиме реального времени. 

U-Net, в свою очередь, предназначена для сегментации изображений, где 
целью является классификация и маркировка каждого пикселя в кадре. Данная 
архитектура используется в более точных областях, таких как компьютерное 
определение и сегментация опухолей. 

 

 
Рис. 3. Сегментация областей в U-Net 

Fig. 3. Segmentation of areas in the U-Net 



74 Е.А. ЧЕРКАШИН 

Существенные различия между рассматриваемыми архитектурами. 
 Скорость работы. YOLOv3 значительно быстрее оппонента в плане 

скорости, поэтому она является одним из лидеров в задачах обработки в ре-
жиме реального времени. 

 Точность работы. U-Net, хоть и работает ощутимо медленнее, суще-
ственно превосходит конкурента в создании высокоточных сегментаций на 
кадрах. 

 Обучение. Обе архитектуры требуют аннотированных обучающих дан-
ных, но формат этих данных существенно отличается, как и формат выходных 
данных. YOLOv3 требует аннотации ограничивающих рамок для обучения, то-
гда как U-Net требует аннотации пикселей. 

 Формат выходных данных. YOLOv3 выводит координаты рамок вместе 
с вероятностью класса для всех обнаруженных объектов (объект «лошадь»  
на рис. 1), в то же время U-Net на выходе выдает сегментированное изображе-
ние, где все пиксели классифицируются по-разному. 

2. АННОТИРОВАНИЕ ВИДЕОДАННЫХ 

Для проработки на реальном видео были использованы предобученные 
модели с сайта ImageAI [17], однако результат на предобученных моделях не 
смог успешно определить даже малую часть коров на видео (рис. 4). Это пока-
зало, что предобученных моделей недостаточно для полноценного распозна-
вания объектов.  

 

 
Рис. 4. Попытка определения объектов на видео с предобученной нейронной сетью 

Fig. 4. An attempt to identify objects in a video with a pre-trained neural network 

В дополнение к выбору нейросетевой архитектуры необходимо использо-
вать инструменты аннотации, такие как SuperVisely (рис. 6) или VGG Image 
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Annotator – VIA (рис. 7). Эти инструменты представляют собой эффективные 
и удобные интерфейсы для аннотирования видеоданных.  

Для аннотирования с помощью SuperVisely исходное видео было разбито 
на кадры с помощью утилиты ffmpeg (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Разбиение исходного видео на кадры 

Fig. 5. Splitting the source video into frames 

В SuperVisely можно покадрово разбивать видео на области с объектами, 
тем самым формируя базу данных для сегментации. 

 

 
Рис. 6. Выделение зон (сегментов) на кадре в среде SuperVisely 

Fig. 6. Selecting zones (segments) on the frame in the SuperVisely environment 

При попытке более точной сегментации при масштабировании кадров 
видно, что области едва различимы даже для человеческого глаза, который не 
нужно тренировать для распознавания коров на видео (рис. 8). При этом воз-
никает одна из проблем при решении задачи классификации биологических 
объектов в видео в задачах автоматического мониторинга их состояния: для 
качественного аннотирования изображений при дальнейшей классификации  
и сегментации объектов на видео необходимо использовать изображения с вы-
соким разрешением, что, в свою очередь, требует больших вычислительных 
мощностей и увеличивает время обработки. 

С помощью VIA можно довольно быстро выделять объекты в рамки для 
последующего пополнения датасета. 
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Рис. 7. Масштабирование видео для более точного сегментного  

аннотирования 

Fig. 7. Scaling video for more accurate segment annotation 

 
 

 
Рис. 8. Выделение зон (рамок) в VGG Image Annotator 

Fig. 8. Selecting zones (frames) in the VGG Image Annotator 
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3. ЗАДАЧА ФОРМИРОВАНИЯ ДАТАСЕТА 

На этапе формирования датасета необходимо использовать методы пред-
варительной обработки для извлечения релевантных характеристик объектов. 
Перечислим основные методы. 

 Выборка кадров. В некоторых случаях (рис. 11) далеко не все кадры 
имеют значимость при формировании датасета, так как кадры могут практиче-
ски не отличаться. Если видео снято в разрешении 60 кадров в секунду, а жи-
вотное стоит неподвижно, то сотни кадров могут быть не нужны, так как будут 
идентичными. Выборка кадров помогает сформировать множество кадров, ко-
торые будут сохранять временную характеристику, но при этом не будут ис-
пользоваться дополнительные вычислительные мощности. 

 Изменение размера и масштабирование кадров. Данный метод помогает 
стандартизировать датасет. Для более точного и быстрого обучения изображе-
ния должны иметь одинаковый формат. 

 Дополнение данных. Данный метод применяется для увеличения разно-
образия обучающих данных. Дополнение данных включает в себя переворачи-
вание, отзеркаливание, добавление шумов или избавление от них, высветление 
или затемнение изображения, изменение цветовой гаммы и прочее  
(рис. 9–12). 

 Вычитание фона. Данный метод полезен в задаче сегментации объектов, 
где нужно отделить объекты переднего фона от элементов заднего. 

Опишем подробнее метод дополнения данных. 
 

 
Рис. 9. Аннотирование КРС с помощью VGG Image Annotator 

Fig. 9. Annotating cattle with the VGG Image Annotator 

С помощью VIA аннотированы объекты «корова» на разных кадрах 
(рис. 9), затем с помощью скрипта на python для каждого изображения в ис-
ходной папке реализован метод дополнения данных (рис. 10), в результате ко-
торого для каждого кадра созданы перевернутое, отраженное, осветленное  
на 20 % и затемненное на 20 % изображения. 
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Рис. 10. Скрипт на языке python для дополнения данных 

Fig. 10. A python script for data augmentation 

 

 
Рис. 11. Исходный датасет с объектом «корова» в разных кадрах 

Fig. 11. Source dataset with the “cow” object in different frames 
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Рис. 12. Датасет после аугментации данных 

Fig. 12. Dataset after data augmentation 
 

 
Рис. 13. Вариации одного изображения после применения скрипта 

Fig. 13. Variations of a single image after applying the script 

Важно отметить, что аугментация данных должна применяться только  
к обучающему набору данных. Наборы данных для проверки и тестирования 
не должны подвергаться увеличению данных, а должны содержать строго ори-
гинальные изображения. 

Для проверки работоспособности на предобученных моделях YOLOv3  
и RetinaNET было взято небольшое видео, где человек четко будет видеть ко-
ров на видео. Существенная разница заметна в скорости выполнения про-
граммы с помощью разных моделей. 

Результат работы YOLOv3 составил 42.914 секунды. 
В свою очередь, время выполнения программы с RetinaNET заняло 

218.175 секунды. 
На рис. 14 и 15 представлены результаты для некоторых кадров из исход-

ного видео. 
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Рис. 14. Исходное изображение, RetinaNet (51,88 %), YOLOv3 (96,5 %) 

Fig. 14. An original image, RetinaNet (51.88 %), YOLOv3 (96.5 %) 
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Рис. 15. Исходное изображение, RetinaNet (89,13 %), YOLOv3 (65,42 %) 

Fig. 15. An original image, RetinaNet (89.13 %), YOLOv3 (65.42 %) 
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Сравнение рассмотренных моделей показало только существенную раз-
ницу по скорости, точность классификации не оказалась стабильно лучше у 
одной из моделей, поэтому без дополнительного обучения рано делать выводы 
и расставлять приоритеты использования.  

В таблице приведен сравнительный анализ рассмотренных моделей для 
видео длительностью 5 секунд.  

Сравнительный анализ работы RetinaNet и YOLOv3 

Comparative analysis of RetinaNet and YOLOv3 performance 

Название модели Время  
выполнения 

Процент  
классификации  
в первом примере 

Процент  
классификации  

во втором примере 

RetinaNet 218.175 с 51.88 % 89.13 % 

YOLOv3 42.914 с 96.5 % 65.42 % 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе были рассмотрены задачи распознавания объектов на видео, 
описаны основные современные нейросетевые технологии, используемые для 
поставленных задач. Проведен сравнительный анализ наиболее релевантных 
для решаемой задачи архитектур U-Net и YOLOv3. При использовании каждой 
архитектуры выделены преимущества и недостатки. U-Net предназначена для 
высокоточных сегментаций в кадре, а YOLOv3 значительно быстрее по скоро-
сти, поэтому она больше подходит для использования в режиме реального вре-
мени. Во время работы использовались аннотаторы изображений SuperVisely 
и VGG Image Annotator. С их помощью был сформирован базовый датасет, ко-
торый впоследствии значительно увеличился путем аугментации данных.  
Для проверки сверточных нейросетей в задаче классификации объектов на ви-
део были использованы предобученные модели RetinaNet и YOLOv3. 

Сформулированы следующие требования к исходным данным для эффек-
тивного решения поставленной задачи выделения и классификации биологи-
ческих объектов в реальном времени:  

 Необходимо использовать камеры как можно более высокого разреше-
ния с учетом стоимости и экономической эффективности для четкого прибли-
жения объектов на этапе аннотирования. 

 Во избежание появления слепых зон в месте обитания КРС необходимо 
использовать достаточно большое количество камер, размещенных с перекры-
тием исследуемого пространства, чтобы объекты мониторинга были посто-
янно в поле видимости. Это позволит впоследствии составить общую картину 
высокого разрешения, составленную из изображений всех камер, а по полу-
ченной картине осуществлять классификацию объектов посредством ИНС. 

 Для достижения необходимой точности классификации с помощью ис-
следованных моделей ИНС RetinaNet и YOLOv3 необходимо либо самостоя-
тельно формировать датасет из реальных данных, либо брать за основу пред-
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обученные модели, но дообучать их с помощью аннотированных вручную ви-
деоданных. 

Выявленные требования будут учтены при дальнейших исследованиях  
в рамках решения задачи автоматического мониторинга и прогнозирования со-
стояния биологических объектов. 
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Abstract 
A steady trend towards the development of technologies in everyday life and industry leads 

to their constant complication, to the introduction of new developments and methods, new ways 
of acquiring and processing information. Video surveillance systems have become an integral 
part of everyday life. Cameras are installed in apartment buildings, public places, even in apart-
ments and private houses. However, one of the most important areas where computer vision has 
found significant application is the observation of biological objects and analysis of their behav-
ior and state, especially in the context of nature protection and automation of animal behavior 
research. With the growth of quality and quantity of video materials, the problem of accurate and 
efficient methods for classifying objects in real time becomes relevant, especially when it comes 
to automatic monitoring of animal condition. There can be no mistakes here, so it is necessary to 
use only the latest technology. This paper describes the main types of object recognition, consid-
ers popular modern neural network architectures, and performs a comparative analysis of some 
of them in relation to the problem to be solved. In the course of work using methods of additional 
processing and image annotators SuperVisely and VGG Image Annotator, a dataset with more 
than a thousand unique images for extraction of relevant characteristics of objects was formed, 
and experimental studies of the quality of object recognition on video using pre-trained known 
neural network models were carried out. The requirements to the initial data for effective solution 
of the problem of automatic monitoring and prediction of the condition of biological objects have 
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been defined and formulated. It is shown that in order to avoid the appearance of blind zones in 
the animal habitat it is necessary to use a sufficiently large number of cameras placed with over-
lapping of the investigated space so that the monitoring objects were constantly in the field of 
visibility. This will subsequently make it possible to compile an overall high-resolution picture 
made up of images from all cameras and on the basis of the obtained picture to classify objects 
using artificial neural networks. 

Keywords: artificial neural networks, computer vision, neural network prediction, image 
dataset, data augmentation, image classification, object localization, area segmentation, video 
data annotation 
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Проектирование индукционных устройств для нагрева жидкой среды является актуальной 
задачей в современной промышленности. Индукционный нагрев является эффективным и эко-
номичным способом обеспечения равномерного и быстрого нагрева жидкости без необходимо-
сти прямого контакта с нагревательным элементом. Он находит широкое применение в различ-
ных отраслях промышленности, таких как металлургия, нефтегазовая промышленность, пище-
вая промышленность, в медицине и научных исследованиях. Проектирование индукционных 
устройств для нагрева жидкой среды требует учета множества факторов, таких как свойства 
жидкости, параметры индукционной катушки, тип источника питания и другие. Одним из глав-
ных преимуществ индукционного нагрева является возможность точного контроля нагрева и его 
эффективности, что позволяет уменьшить затраты на энергию и повысить производительность 
производственных процессов. В связи с этим проектирование индукционных устройств для 
нагрева жидкой среды имеет большое значение в современной промышленности и науке, поз-
воляя повысить производительность и качество производственных процессов, а также умень-
шить затраты на энергию и повысить безопасность производства. 

В настоящей статье предложена общая структура программно-аппаратного обеспечения 
индукционного устройства для нагрева жидкой среды; предложена математическая модель, 
предназначенная для расчетов тепловых и электромагнитных процессов в рассматриваемой ин-
дукционной установке; выполнен эксперимент с выбором интересующих факторов, формули-
ровкой целевых функций с использованием теории планирования эксперимента для получения 
регрессионных соотношений синтеза индуктора, состава оптимизационных процедур, реализу-
емых программным обеспечением микроконтроллера, и обоснования необходимости идентифи-
кационных процедур. 

В ходе работы подверглись анализу математические модели в программном комплексе 
Maple. 

Ключевые слова: индукционный нагрев, индукционное устройство, идентификация, 
нагрев жидкости, система управления, регулирование, теория планирования эксперимента, ре-
грессия 
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ВВЕДЕНИЕ 

Проектирование индукционных устройств для нагрева жидкой среды яв-
ляется важной задачей во многих промышленных отраслях. Индукционный 
нагрев является эффективным и безопасным методом нагрева, который позво-
ляет быстро и равномерно нагреть жидкую среду без необходимости исполь-
зования прямого контакта с нагревательным элементом. Применение индук-
ционного нагрева позволяет значительно снизить затраты на энергию и повы-
сить производительность производственных процессов. Однако проектирова-
ние индукционных устройств требует тщательной оценки характеристик жид-
кости, выбора подходящей обмотки индукционной катушки и наличия источ-
ника питания, а также тестирования и настройки устройства для обеспечения 
максимальной эффективности и безопасности. Проектирование индукцион-
ных устройств для нагрева жидкой среды имеет широкий спектр применения 
в различных отраслях промышленности, в науке и медицине. Кроме того, это 
является важным направлением в развитии новых технологий, направленных 
на улучшение качества и производительности производственных процессов.  

Целью данного исследования является предложение общей структуры 
программно-аппаратного обеспечения индукционного устройства для нагрева 
жидкой среды; предложение математической модели, требуемой для расчетов 
тепловых и электромагнитных процессов в принятом комплексе; проведение 
эксперимента с выбором интересующих факторов, формулировкой целевых 
функций с использованием теории планирования эксперимента для получения 
регрессионных соотношений синтеза индуктора, состава оптимизационных 
процедур, реализуемых программным обеспечением микроконтроллера, и 
обоснования необходимости идентификационных процедур. 

В данном контексте основная цель проектирования индукционного 
устройства для нагрева жидкой среды заключается в обеспечении оптималь-
ных условий нагрева, учитывая требования конкретного производства.  
Для этого необходимо провести анализ свойств жидкости, выбрать соответ-
ствующую индукционную катушку и источник питания, а также оптимизиро-
вать работу устройства для достижения максимальной эффективности и без-
опасности. Таким образом, проектирование индукционных устройств для 
нагрева жидкой среды имеет большое значение в современной промышленно-
сти и науке, позволяя повысить производительность и качество производ-
ственных процессов, а также уменьшить затраты на энергию и повысить без-
опасность производства. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. СИНТЕЗ СИСТЕМЫ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ИНДУКЦИОННОГО УСТРОЙСТВА  
ДЛЯ НАГРЕВА ЖИДКОЙ СРЕДЫ 

Общая структура программно-аппаратного обеспечения индукционного 
устройства для нагрева жидкой среды представлена на рис.1. Структура задает 
и программу работы над проектированием эффективного нагревателя [1, 2].  
Из блоков программного обеспечения с номерами 1–4 каждый самодостаточен 
и важен для качественного решения технологической задачи. 
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Результатом разработки первого блока явилась математическая модель 
процесса, на базе которой проведен синтез системы автоматического регули-
рования (САР), осуществлен выбор корректирующего устройства. 

 

 
Рис. 1. Структура программно-аппаратного обеспечения индукционного  

устройства для нагрева жидкой среды 

Fig. 1. The structure of the software and hardware of an induction device  
for heating a liquid medium 

В основу математической модели процесса положена система пяти диф-
ференциальных уравнений (1). Модель соответствуют нагревателю средней 
мощности [3–6]: 

 

  
  

 

 

1 1 1 1 4 1 2 12

1 12 2 2 2 4 2

2
1 1 1 4 12 1 2

1 1 14 1

2
2 2 2 4 12 2 1

23 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( );

( ) ( ) (

1 ( 20) ;

0 1 ( 20) ;

1 ( 2

( ) ( ))

( (

)

)

0

1 ( 20)

u p i p R p t L p i p M p

i p M p i p R p t L p

i p R p t A p p

p C p A p

i p R p t A p p

A p

       

        

        

   

        

 





 3 2 2 24 2

23 2 3 3 3 34 3

( )) ( ) ( );

( ( ) ( )) ( ) ( ).

p p C p A p

A p p p C p A p

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

   ⎪
⎪

      ⎪
⎩

 (1) 



90 В.В. ЛЬГОТЧИКОВ, Т.С. ЛАРЬКИНА 

Тепловой процесс характеризуют абсолютная температура, превышения 
температуры, теплоемкости отдельных элементов схемы, коэффициенты теп-
лопередачи (t, ,  ,  j j jkС А  при j = 1, 2, 3;  k = 2, 3, 4).  

Индексы у параметров соответствуют индуктору (1), вторичному телу (2), 
нагреваемому токами Фуко в однослойной модели [4], объему нагреваемой 
жидкости (3), окружающей среде (4) (рис. 2, а). 

Численные значения параметров тепловой модели: 1 500 Вт с/°С;C    

2 1000 Вт с/°С;C    3 21 000 Вт с/°С;C    12 200 Вт/°С;A   14 20 Вт/°С;A   

23 200 Вт/°С;A   24 20 Вт/°С;A   34 20 Вт/ С.°A   
Блок-схема процесса энергообмена нагревателя жидкости и структурная 

схема замкнутой системы регулирования температуры жидкой среды пред-
ставлены на рис. 2, а, б. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Блок-схема процесса энергообмена нагревателя жидкости (а); структурная 
схема замкнутой системы регулирования температуры жидкой среды (б) 

Fig. 2. Block diagram of the energy exchange process of the liquid heater (a); block  
diagram of a closed system for controlling the temperature of a liquid medium (б) 
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Передаточная функция корректирующего устройства, выбранного из 
условия обеспечения приемлемой погрешности отслеживания программного 
задания изменения температуры жидкой среды по технологической карте, при-
нимает следующий вид: 

1 2
кор 2

3

(1 )( ( 1 )
(1 )

) k k

k

T p T pW p
T p

 



. 

Численные значения параметров САР: осk  = 0,0154; 1kT  = 273 c; 2kT  = 
= 13,3 c; 3kT  = 56,2 c. Введены обозначения для питающего напряжения, токов 

1( ,  iu i  при i = 1, 2), активных и индуктивных сопротивлений, коэффициента 
взаимной индукции 12,  ,  .( )i iR L M  Численные значения параметров электро-

магнитной части модели: 1R  = 0,3 Ом; 2R  = 1 Ом; 5
1 40 10L    Гн; 2L   

440 10   Гн; 5
12 40 10M    Гн. 

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
С ПРИМЕНЕНИЕМ ТЕОРИИ ПЛАНИРОВАНИЯ 
ЭКСПЕРИМЕНТА ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ  
РЕГРЕССИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ  

Для определения общей стратегии синтеза индуктора (рис. 1, блок 6), со-
става оптимизационных процедур, реализуемых программным обеспечением 
микроконтроллера (рис. 1, блок 3), и обоснования необходимости идентифи-
кационных процедур (рис. 1, блок 2) поставим эксперимент с выбором интере-
сующих нас факторов, формулировкой целевых функций и использованием 
теории планирования эксперимента для получения регрессионных соотноше-
ний [7–9]. Представим иллюстрацию работы математической модели в виде 
переходных процессов программного нагрева жидкой среды при управляю-
щем воздействии определенной частоты согласно технологической карте 

2(  )1,78 10 1/cref
    с амплитудой )4( 4 °СrefA   для сигнала задания по 

превышению температуры 3( ( ))60 sinref ref refA t     (рис. 3). Частота сети 
50 Гц. 

Расчет проводится в среде Maple [10] при достаточно широком разбросе 
величин постоянных времени математического описания процесса нагрева. 
Большие постоянные времени свойственны тепловой части модели, а доста-
точно малые – электротехнической части. Это ведет к увеличению времени 
расчета, и длительность технологического интервала выбрана значительной 
( TT  = 2000 с) с целью достижения квазиустановившегося режима изменения 
превышения температуры жидкости 3 . 

Синтез и поиск структуры корректирующего звена выполнен «в малом» 
[11–13], моделирование позволяет убедиться в правильности результата при 
анализе поведения системы «в большом».  

Сигнал рассогласования САР (рис. 3, г) перерабатывается корректирую-
щим звеном в амплитуду питающего напряжения с инверсией фазы (рис. 3, г). 
По принципу действия устройства ему не присущ охлаждающий эффект,  
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поэтому в форме кривых превышения температуры наблюдаются нарушения 
синусоидальности (рис. 3, а–в). Вид графика изменения мгновенного значения 
тока на сетевой частоте объясняется выбором временного интервала снятия 
переходного процесса (рис. 3, е), соответствующего моменту смены знака ам-
плитуды питающего напряжения (рис. 3, д). 

 

          
а б 

 

      
в г 

 

      
д е 

Рис. 3. Процессы изменения превышения температур индуктора τ1 (а), вто-
ричного тела τ2 (б) и жидкости τ3 (в); переходный процесс изменения сигнала 
рассогласования САР ∆τ3 (г), амплитудного значения питающего напряже- 
                 ния U1m (д) и мгновенного значения тока индуктора i1 (е) 

Fig. 3. Processes of changing the temperature rise of the inductor τ1 (а) of the 
secondary body τ2 (б) and the liquid τ3 (в); a transient change in the ACS mismatch 
signal ∆τ3 (г), the amplitude value of the supply voltage U1m (д) and the instant- 
                                  neous value of the inductor current i1 (e) 
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Получим из модели информацию, необходимую для проектирования  
и управления нагревателем. Для анализа влияния на поведение САР отдельных 
параметров поставим эксперимент с определением регрессионных соотноше-
ний. Ограничимся четырьмя факторами 1 4( ,)x x  связанными с параметрами 
системы: частотой питающей индуктор сети 1 1( );x   активными сопротив-
лениями индуктора и контура токов Фуко 1 2 2/ ;( )R R x  индуктивными сопро-
тивлениями индуктора и контура токов Фуко 1 2 3/ ;( )L L x  коэффициентом 

взаимной индукции  2
12 1 2 4( ) .M L L x  

Чтобы выполнить требование независимости факторов [8], введем до-
полнительные аналитические связи между численными значениями пара-
метров: 2

1 2 0,3 [Ом ];R R   5 2
1 2 0,16 10 Гн . [ ]L L    Кроме того, принимаем 

правило изменения параметров при изменении факторов 1x  и 2 :x  на 
сколько увеличивается числитель, на столько же уменьшается знаменатель, 
и наоборот. Размах изменения параметров не превосходит 50 % от их пер-
воначального значения. Дополнительные правила формирования поля зна-
чений изменяющихся параметров введены для того, чтобы меньшим числом 
факторов, а значит, и меньшим числом экспериментов охватить большее 
количество параметров: четыре фактора при шести параметрах. Значения 
кодированных факторов ( iX  при i = 1 – 4) связаны с факторами ( ix  при  
i = 1 – 4) формулой min ,( ) / ( )i i imid imid iX x x x x    где imidx  – среднее зна-
чение фактора; minix  – минимальное значение фактора. Выбираем ортогональ-
ный центральный композиционный план (ОЦКП) проведения эксперимента и 
получения регрессионных зависимостей. Общее число опытов для четырех 
факторов (n = 4) равно 2 2 1 25.nN n     К плану полного факторного экс-
перимента (ПФЭ) добавлено по два опыта на фактор в звездных точках и один 
опыт в центре плана. Координаты звездных точек: 1,414iX    [3].  

В табл. 1 представлены уровни факторов, их кодированные значения и 
соответствие между этими величинами, представленное графически. 

Целевыми выбраны три функции, отражающие энергетическую эффек-
тивность устройства и его управляемость. Цикловой КПД по входной мощно-
сти ( )A  рассчитывается за технологический период работы нагревателя  
( TТ  = 2000 с) как отношение усредненных мощностей активной ( )AP  к пол-
ной (S), потребляемых из сети: 

 
 

 

1 1 1
0

2
1 1 1

0 0

sin (

)
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Таблица 1 
Table 1 

Таблица кодировки факторов ортогонального центрального композиционного 
плана 

Table of coding factors of the orthogonal central composition plan 

Xi –1,414 –1 0 +1 +1,414 xi = f (Xi) 

1,1/c 314 337 392,5 448 471 

 

R1, Ом 0,225 0,252 0,3 0,357 0,375 

 

R2, Ом 1,333 1,188 1,0 0,84 0,80 

L1, мГн 0,3 0,336 0,4 0,476 0,50 

 

L2, мГн 5,33 4,75 4,0 3,36 3,20 

M12, мГн 0,3 0,336 0,4 0,476 0,50 

 
 
Второй целевой функцией назначим цикловой технологический КПД 

3( ,)  который рассчитывается за технологический период работы нагрева-
теля как отношение усредненной мощности, затраченной на нагрев жидкой 
среды 3( ),P  к активной составляющей мощности, потребленной из сети ( :)AP  

 

 
3

3

3
3 0

1 1 1
0

sin (

( )

( ) ( ))

T

T

T

TA T
m

t dt
P C
P T

U t t i t dt





  



∫

∫
. (3) 



Проектирование индукционного устройства для нагрева жидкой среды 95 

В качестве третьей целевой функции и меры управляемости САР предла-
гается использовать коэффициент ( ,)conK  равный отношению гармоники из-
менения превышения температуры жидкой среды к амплитуде гармоники в ка-
нале задания САР на частоте ref  этого же превышения температуры. Расчет 
производится в квазиустановившемся режиме в конце технологического пери-
ода, когда свободные составляющие процесса незначительно сказываются  
на форме 3 .( )t  При полной управляемости коэффициент conK  стремится  
к единице. 

Временной интервал расчета принимается равным (con TT T   
2 ,)/ ref TT    и тогда 

 
2 2

sin cos2
con

con ref

A A
K

T A


 , (4) 

где 
sin 3  

cos 3  
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ref
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⎧
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⎨
⎪
⎪

  

  
⎩

∫

∫
 – составляющие первой гармоники регули-

руемой величины – превышения температуры жидкой среды 3 . 
Результаты экспериментов обрабатывались авторской программой,  

созданной в среде Excel [14]. 
В базе есть возможность проводить регрессионный анализ результатов: 

контролировать адекватность модели по F-критерию (распределение Фишера), 
исключать незначимые коэффициенты с использованием критерия Стьюдента, 
оценивать точность регрессии. Фрагмент рабочего окна Excel (пиктограмма) 
обработки одной из баз данных представлен на рис. 4 в качестве примера. 

 

 
Рис. 4. Фрагмент рабочего окна базы данных ортогонального центрального компози-

ционного плана для четырех факторов 

Fig. 4. Fragment of the working window of the orthogonal central compositional plan data-
base for four factors 
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Значимые коэффициенты регрессий или аппроксимирующих полиномов 
для двух целевых функций представлены в табл. 2. Для предложенных интер-
валов изменения факторов 3 0,12.   

Коэффициенты из табл. 2 позволяют сформировать модели (суммы чле-
нов) из нулевого члена, членов вида i ib X  (линейная регрессия), членов вида 

ijk i j kb X X X  и 1234 1 2 3 4b X X X X , отражающих взаимодействие факторов и чле-

нов вида 2
ii ib X  (квадратичной регрессии). Отсутствующие в таблице коэффи-

циенты равны нулю: они незначимы, выходят за пределы доверительных ин-
тервалов.  

По знаку, величине коэффициентов регрессионного полинома можно су-
дить о силе влияния на целевую функцию того или иного фактора. На целевую 
функцию A , которая характеризует эффективность использования сетевой 
мощности с высоким косинусом (2), существенное влияние оказывает первый 
фактор (частота питающей сети) через коэффициент линейной регрессии. 

 
Таблица 2 

Table 2 

Коэффициенты регрессий для первого эксперимента 

Regression coefficients for the first experiment 

Коэффициенты регрессии для (ηA) 
b0 b1 b2 b3 b4 b11 b22 b33 

0,961 –0,0061 0,0091 –0,0091 0,001 –0,0016 –0,0031 –0,0031 
b12 b13 b23 b123 b234 b341 b412 

0,0025 –0,0025 0,0025 0,00125 –0,0013 –0,00125 0,00125 
Коэффициенты регрессии для (Kcon) 

b0 b1 b2 b3 b11 b22 b33 b23 
0,482 –0,0011 –0,047 –0,0022 –0,0041 0,004 –0,0035 0,0019 

 
С ростом частоты эффективность устройства падает. Коэффициенты ли-

нейной регрессии для второго и третьего факторов больше в полтора раза. Со-
ставляющая квадратичной регрессии для первого фактора невелика, но по ее 
знаку можно судить о том, что поверхность регрессионной зависимости будет 
выпуклой (вторая производная меньше нуля). Наиболее сильно первый фактор 
взаимодействует со вторым и третьим факторами, причем взаимодействие по 
знаку разнонаправленное: если при увеличении частоты и одновременном уве-
личении 1R  и уменьшении 2R  КПД A  растет, то в ситуации роста частоты, 
увеличения 1L  и уменьшения 2L  КПД A  падает. Отмеченное влияние фак-
торов можно прокомментировать так: с ростом частоты идет более энергичный 
энергообмен сети и потребителя реактивной мощностью, и рост активного со-
противления в первичной цепи индуктора обеспечивает энергообмен с повы-
шением косинуса, а рост индуктивности увеличивает долю реактивной мощ-
ности с понижением косинуса. Коэффициенты регрессии при парных взаимо-
действиях указывают на усиление тенденции, отмеченной для линейной части 
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регрессии при допущенном соотношении активно-индуктивных сопротивле-
ний первичной и вторичной цепей. Такого рода интерпретация результата мо-
жет быть полезна для подтверждения непротиворечивости результатов основ-
ным представлениям экспериментатора о процессах энергообмена. Первичный 
анализ наряду с отдельными слагаемыми регрессии и более сложных корреля-
ций факторов, высоких порядков взаимодействий может быть дополнен влия-
нием начальных уровней факторов на результат эксперимента и т. п. 

Приведем несколько поверхностей отклика (несколько «сечений» регрес-
сии), сводя модель к двухфакторному эксперименту, при фиксированном 
уровне двух других факторов (рис. 5). Иллюстрируются уже отмеченные зако-
номерности изменения целевых функций. Показан фрагмент поверхности от-
клика с выраженным максимумом (рис. 5, б), однако эффект незначителен  
и находится на уровне показателей точности регрессионной модели (0,4 %).  

 

  
X4 = X1 = 0 X4 = X1 = 0 

а б 
 

   
X3 = X2 = 0 X4 = X2 = 0 

в г 

Рис. 5. Поверхности отклика ηA (а, б, в) и Kcon (г) при указанных фиксированных  
значениях двух из четырех факторов для первого эксперимента 

Fig. 5. Response surfaces ηA (a, b, c) and Kcon (d) for the indicated fixed values  
of two of the four factors for the first experiment 

Перспективным с точки зрения использования при адаптивном управле-
нии является учет влияния параметров управления 1( )  и цепей схемы заме-
щения 1 2( / )L L  на эффективность программного задания температуры в соот-
ветствии с технологической картой приготовления продукта. Здесь целевая 
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функция в экстремуме улучшает показатель управляемости conK  примерно  
на 5 % (рис. 5, г). Полученная количественная связь факторов и функций цели – 
гораздо более важный итог эксперимента помимо качественных оценок влия-
ния факторов на цель. Возникает основание для включения в алгоритм управ-
ления объектом оптимизационных процедур (см. рис. 1, блок 3). 

Источником искаженных представлений о характере влияния тех или 
иных факторов на цель эксперимента могут явиться небольшие интервалы из-
менения величин факторов, влияющих на процесс нагрева жидкой среды.  
Поэтому был поставлен второй эксперимент с расширенным диапазоном из-
менения значений факторов при сокращении их числа и исключении дополни-
тельных соотношений взаимозависимости в изменении параметров схем заме-
щения (по сравнению с табл. 1). Для второго эксперимента в качестве факторов 
включены: частота питающей сети 1 1( ),x    активное сопротивление схемы 
замещения контура токов Фуко 2 2( ),x R  теплоемкость жидкой среды 

3 3( )x C  и коэффициенты теплопередачи от субъектов процесса к окружаю-
щей среде 4 4( jx А , при j = 1, 2, 3). 

Третий и четвертый факторы добавлены для оценки влияния на процесс 
типа объекта нагрева и возможности обоснованного планирования мероприя-
тий по теплоизоляции индуктора, вторичного тела и жидкой среды.  

На рис. 6 в графической форме показаны интервалы изменения факто- 
ров ( )ix  и нормированного их представления iX  при i = 1 – 4. 

 

 
а б в г 

Рис. 6. Результат нормализации четырех факторов 

Fig. 6. Result of normalization of four factors 

Целевые функции сохранены прежними (2)–(4). План второго экспери-
мента соответствует рис. 4. Значимые коэффициенты регрессий собраны в 
табл. 3.  

На рис. 7 показаны сечения регрессионных зависимостей при указанных 
значениях стабилизированных факторов. Выбор факторов, оставленных на 
фиксированном уровне, осуществлен по признаку меньшей значимости их 
влияния на результат. 

Поверхность отклика по соотношению полной и активной составляющих 
потребляемой мощности устройством ( A , рис. 7, а) показывает определяю-
щую значимость только одного из четырех факторов – частоты питающей сети 

1 1( ).x    С ростом частоты устройство начинает потреблять значительную ре-
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активную мощность, причем со значительной потерей управляемости процес-
сом ( conK , рис. 7, б) при фиксированном виде коррекции (см. рис. 2, в) и уси-
ливающем эти тенденции росте теплоемкости нагреваемой жидкой среды 

3 3( .)x C  
Таблица 3 

Table 3 

Коэффициенты регрессий для второго эксперимента 

Regression coefficients for the second experiment 

Коэффициенты регрессии для ηA 
b0 b1 b4 b44 b14 

0,582 –0,301 –0,0238 0,0115 –0,0075 
Коэффициенты регрессии для ητ3 

b0 b1 b3 b4 b11 b44 b13 b14 b34 
0,113 0,0237 0,0168 –0,051 0,013 0,0155 0,0025 –0,005 –0,005 

Коэффициенты регрессии для Kcon 
b0 b1 b3 b4 b11 b13 b14 

0,334 –0,138 –0,0476 –0,0363 –0,02 0,0213 –0,00875 
 
Ожидаемым является результат влияния качества теплоизоляции устрой-

ства 4 4( jx А  при j = 1, 2, 3) на эффективность использования активной мощ-
ности, потребляемой нагревателем: улучшение теплоизоляции ведет к росту КПД. 
А вот то, что эта взаимосвязь фактора 4 4jx А  и целевой функции 3  усили-
вается на повышенных частотах, изначально не очевидно (рис. 7, в). 

Последняя реплика целевой функции 3  (рис. 7, г) показывает суще-
ственную связь КПД с теплоемкостью жидкой среды. Кроме формирования 
качественного представления о процессе, выводов по структуре алгоритма 
управления, по результатам эксперимента может быть произведен полезный 
для проектанта количественный анализ. Например, можно оценить, какие ма-
териальные затраты в денежном выражении на улучшение теплоизоляции 
оправданы в период службы устройства с точки зрения потребителя. По ре-
зультатам второго эксперимента при активной мощности устройства 15 кВт, 
продолжительности включения 10 % и сроке эксплуатации 6 лет стоимость  
потребленной нагревателем энергии будет равна Ц = 0,1 · 24 · 364 · 6 · 4,85 =  
= 25421,76 руб., где 4,85 руб/кВт – тариф продаж электроэнергии для населе-
ния [15]. При выигрыше в КПД по рис. 7, в на 17 пунктов имеем сэкономлен-
ную сумму: 1Ц Ц 0,17 4321,699    руб. Эти средства могут быть оправданно 
использованы для четырехкратного уменьшения коэффициента теплоотдачи 
во внешнюю среду от конструктивных элементов нагревателя (рис. 6, в).  
Так, при желании каждое конструкторское решение может быть подвергнуто 
экономическому обоснованию. 
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Материал итогов эксперимента частично касается разработки содержа-
тельной части блоков 3, 6, 7 (см. рис. 1). Работа по реализации оставшихся со-
ставляющих структуры идет, и результат по каждому из фрагментов имеет раз-
ную степень готовности. Разработчики посчитали, что алгоритм управления не 
является искусственно усложненным.  

  
X2 = X3 = 0 X2 = X4 = 0 

а б 
 

  
X3 = X2 = 0 X1 = X4 = 0 

в г 

Рис. 7. Поверхности отклика ηA (а), Kcon (б) и ητ3 (в, г) при указанных фиксированных 
значениях двух из четырех факторов для второго эксперимента 

Fig. 7. Response surfaces ηA (a), Kcon (b) and ητ3 (c, d) for the indicated fixed values  
of two of the four factors for the second experiment 

Использование цифровой техники, микроконтроллера позволяет решать 
технологические задачи с новым качеством результата. Значительные вели-
чины постоянных времени технологического процесса способствуют выпол-
нению сложных алгоритмов управления в реальном масштабе времени. Важно 
также постоянное удешевление микроконтроллеров, среди которых даже кон-
троллеры общепромышленного назначения имеют значительный ресурс, раз-
нообразный состав аппаратной части. Кроме того, из-за очевидной взаимоза-
висимости физических процессов, происходящих в нагревателе, результатов 
решения задач управления, обозначенных блоками структурной схемы про-
граммно-аппаратной реализации САР (см. рис. 1), ожидается проявление си-
нергетического эффекта. 



Проектирование индукционного устройства для нагрева жидкой среды 101 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках проведенной работы была предложена общая структура про-
граммно-аппаратного обеспечения индукционного устройства для нагрева 
жидкой среды; предложена математическая модель, предназначенная для 
расчетов тепловых и электромагнитных процессов в рассматриваемой ин-
дукционной установке; выполнен эксперимент с выбором интересующих 
факторов, формулировкой целевых функций с использованием теории пла-
нирования эксперимента для получения регрессионных соотношений син-
теза индуктора, состава оптимизационных процедур, реализуемых про-
граммным обеспечением микроконтроллера, и обоснования необходимости 
идентификационных процедур. 

В ходе работы подверглись анализу математические модели в программ-
ном комплексе Maple. 

Исходя из результатов проведенного исследования можно сделать следу-
ющие выводы. 

1.  Нелинейная математическая модель дополняет линеаризованную, под-
тверждает анализ результатов ее работы и благодаря полному моделированию 
тепловых и электротехнических процессов дает базу для всестороннего ана-
лиза режимов работы нагревателя, в том числе и энергетических показателей. 

2.  Использование теории планирования эксперимента позволяет постро-
ить регрессионные модели для ряда целевых функций, охватывающих энерге-
тическую и технологическую эффективность работы устройства. Предлага-
ются целевые функции по анализу работы устройства по отношению к питаю-
щей сети (2), эффективности использования активной составляющей потреб-
лённой энергии (3), способности к сохранению управляемости устройства, как 
элемента САР (4). 

3.  Регрессионные модели являются основой качественного и количе-
ственного анализа влияния технологических и конструктивных параметров на 
результат управления процессом нагрева жидкой среды, составляют базу для 
планирования экономически оправданных мероприятий по улучшению потре-
бительских свойств нагревателя. 

4.  Для повышения качества САР необходимо включение в алгоритм ра-
боты контроллера управления процедуры идентификации параметров уста-
новки, меняющихся в процессе ее работы, ненаблюдаемых и влияющих на па-
раметры корректирующего устройства и энергетическую эффективность 
(блок 2 на рис. 1). 
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Abstract 
The design of induction devices for heating a liquid medium is an urgent task in modern 

industry. Induction heating is an efficient and economical way to provide uniform and rapid heat-
ing of a liquid without the need for direct contact with the heating element. It finds wide appli-
cation in various industries such as metallurgy, oil and gas, food processing, medicine and scien-
tific research. The design of induction devices for heating a liquid medium requires taking into 
account many factors, such as the properties of a liquid, the parameters of the induction coil, the 
type of power source, and others. One of the main advantages of induction heating is the ability 
to precisely control heating and its efficiency, which can reduce energy costs and increase the 
productivity of production processes. In this regard, the design of induction devices for heating 
a liquid medium is of great importance in modern industry and science, allowing an increase in 
the productivity and quality of production processes, as well as reducing energy costs and im-
proving production safety. 

This article proposes a general structure of the software and hardware for an induction 
device for heating a liquid medium. A mathematical model is proposed for calculating thermal 
and electromagnetic processes in the considered induction installation. An experiment was car-
ried out with a choice of factors of interest, the formulation of objective functions using the theory 
of experiment planning to obtain regression relations for the synthesis of an inductor, as well as 
the composition of optimization procedures implemented by the microcontroller software, and to 
substantiate the need for identification procedures. 

In the course of the work, mathematical models were analyzed in the Maple software pack-
age. 

Keywords: induction heating, induction device, identification, liquid heating, control sys-
tem, regulation, experiment planning theory, regression 
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Представлены результаты исследования деструкции биологических тканей высокочастот-
ным электромагнитным излучением на разрешенной частоте 27,12 МГц в сравнении с деструк-
цией на разрешенной частоте 13,56 МГц при одинаковой мощности воздействующего излучения 
30 Вт. Сегодня все известные приборы высокочастотной электромагнитной деструкции на ча-
стоте 27,12 МГц используются для проведения поверхностных неглубоких операций (удаление 
папиллом, родинок и т. д.). Разработка высокочастотной электромагнитной системы для де-
струкции глубоких, плотных тканей (костных, хрящевых), а также злокачественных новообра-
зований на указанной частоте является актуальнейшей задачей современности. Для проведения 
исследования на указанной частоте разработана и реализована экспериментальная установка на 
современной элементной базе, отличительная особенность которой – обеспечение стабильной  
и надежной работы используемых транзисторных усилителей мощности при сохранении их ра-
ботоспособности в широком диапазоне изменения нагрузки (от холостого хода до короткого за-
мыкания). Эта особенность реализована за счет использования двухканального мостового уси-
лительного тракта. Для испытания работоспособности установки использован мультиметр  
с функцией тепловизора и измеритель иммитанса. Форма выходного сигнала установки – сину-
соида, вторая гармоника ослаблена по отношению к основной на 60 дБ. Исследования прове-
дены in vitro на биоптатах мышечных, костных тканей и печени крупного рогатого скота, а также 
на свином кожном покрове. Разрезы биологической ткани, выполненные на частоте 27,12 МГц, 
имеют глубокую коагуляцию, а на частоте 13,56 МГц в месте коагуляции уже наблюдается кар-
бонизация мышечной ткани; деструкция костной ткани и печени на частоте 27,12 МГц более 
ярко выражена, на частоте 13,56 МГц в области деструкции появляются элементы карбониза-
ции; воздействие высокочастотным излучением на частоте 27,12 МГц происходит с меньшим 
влиянием на окружающие ткани, чем на частоте 13,56 МГц; проколы мышечной ткани и печени, 
выполненные на разных частотах, практически не различаются; температура в области электри-
ческого разряда, возникающая на частоте 27,12 МГц при мощности излучения 30 Вт, выше 

                                                      
* Статья получена 13 февраля 2023 г. 
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150 °С (на частоте 13,56 МГц – 126 °С); температуру в области разряда на частоте 27,12 МГц 
можно снизить до температуры, как на частоте 13,56 МГц, уменьшив мощность электромагнит-
ного излучения в 1,5 раза. 

Ключевые слова: биологическая ткань, деструкция, разряд высокочастотный, абляция, 
27,12 МГц, коагуляция, карбонизация, температура, вторая гармоника 

ВВЕДЕНИЕ 

Деструкция биологических тканей широко используется в медицинской 
практике (в косметологии, ортопедии, травматологии, хирургии и др.) [1–21]. 
Современные способы абляции, основанные на повышении температуры био-
логической ткани, – радиочастотная (РЧА) и микроволновая (МВА). РЧА и 
МВА имеют свои достоинства и недостатки. Их недостатки можно ликвиди-
ровать, выполняя процесс абляции на высокой частоте от 3 до 30 МГц в соот-
ветствии с ГОСТ Р 52002-2003 и ГОСТ Р 51318.11-99 (СИСПР 11-97). Авто-
рами статьи [22] проведены исследования на разрешенной частоте 13,56 МГц, 
показавшие возможность выполнения резекции и коагуляции биологических 
тканей (БТ) воздействующим электромагнитным излучением на этой частоте. 
Показано, что результат достигается высокой скоростью практически при ми-
нимальном воздействии на окружающие ткани. 

Сегодня считается, что микроволновая абляция (частоты 945…2450 МГц) 
предпочтительнее радиочастотной абляции (частоты до 500 кГц) и обладает 
рядом преимуществ [22]. 

Однако использование метода МВА на практике затруднено в связи с вы-
соким нагревом антенны, с воздействием СВЧ-излучения, вредного для орга-
низма человека, и с высокой стоимостью систем микроволновой абляции  
(до 7 млн руб.). 

Существующие системы высокочастотной электромагнитной деструкции 
в настоящее время используются для проведения поверхностных, неглубоких 
операций [23]. Поэтому разработка высокочастотной электромагнитной си-
стемы для абляции глубоких и плотных тканей, а также злокачественных но-
вообразований – актуальная задача современности. 

1. ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Провести исследование использования высокочастотного электромагнит-
ного излучения на частоте 27,12 МГц для деструкции глубокорасположенных, 
костных и хрящевых биологических тканей. С этой целью разработать и реа-
лизовать генератор стоимостью не более 1 млн рублей на указанную частоту 
на современной элементной базе. Провести экспериментальные исследования 
и сравнить полученные результаты с экспериментальными результатами де-
струкции на частоте 13,56 МГц. 

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 

2.1. ОСНОВНЫЕ ПРИБОРЫ, УСТРОЙСТВА И БИОПТАТЫ 

1. Высокочастотный генератор (27,12 МГц). 
Требуемые параметры разрабатываемого генератора: 
 рабочая частота – 27,12 МГц, 
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 мощность – 50…100 Вт, в рабочей зоне – 30…60 Вт, 
 форма выходного сигнала – синусоида, 
 допустимо ослабление второй гармоники выходного сигнала по отно-

шению к основной не менее чем на 50 дБ, 
 изменение параметров при изменении условий внешней среды не более 5 %, 
 допустимый уровень радиопомех. 
2. ВЧ-генератор с рабочей частотой 13,56 МГц, параметры которого ука-

заны в [22]. 
3. Медицинский хирургический инструмент (излучатель – игла из меди-

цинской стали). 
4. Осциллограф типа OWON PDS 5022S. 
5. Спектроанализатор HAMEG 5510. 
6. Мультиметр типа CEM DT-898 с функцией тепловизора. 
7. Мультиметр типа Tonghui TH2822A. 
8. Биоптаты – кожный покров, мышечные и костные ткани и печень жи-

вотных [17]. 

2.2. ВЫСОКОЧАСТОТНАЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ СИСТЕМА 

Структурная схема разработанной высокочастотной электромагнитной 
системы представлена на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Схема экспериментальной установки  

Fig. 1. Scheme of the experimental setup 

2.2. РАЗРАБОТКА ВЧ-ГЕНЕРАТОРА НА РАБОЧУЮ ЧАСТОТУ 
27,12 МГЦ НА СОВРЕМЕННОЙ ЭЛЕМЕНТНОЙ БАЗЕ 

Отличительная особенность разрабатываемого генератора – обеспечение 
стабильной и надежной работы используемых транзисторных усилителей 
мощности при сохранении их работоспособности в широком диапазоне изме-
нения нагрузки (от холостого хода до короткого замыкания). Эту особенность 
предлагается реализовать за счет использования двухканального мостового 
усилительного тракта. 
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В разработанном двухканальном усилителе с выходной мощностью 
100 Вт, выполненном по мостовой структуре, используются делитель и сумма-
тор ВЧ-сигналов, каждый из которых реализован на двух одинаковых отрез-
ках коаксиальной линии передачи со стандартным волновым сопротивле- 
нием 75 Ом. Физическая длина отрезков коаксиальной линии передачи опре-
деляется отношением 

 0,196  
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L 


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где L – длина отрезков коаксиальной линии передачи;   – длина волны, соот-
ветствующая рабочей частоте f; р  – относительная диэлектрическая прони-
цаемость диэлектрика отрезков линий передачи. 

Развязка между выходами делителя (входами сумматора) ВЧ-сигналов 
обеспечивается балластной нагрузкой в виде планарного пленочного рези-
стора на подложке из бериллиевой керамики. Для компенсации влияния пара-
зитной емкости планарного пленочного резистора на входе делителя и на вы-
ходе сумматора установлен конденсатор, емкость которого равна 
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где 0R  – входное сопротивление делителя (сумматора) ВЧ-сигналов. 
Соотношения (1) и (2) получены методом четного и нечетного возбужде-

ния с учетом выполнения режима согласования как по входу, так и по выходу 
делителя (сумматора) ВЧ-сигнала. 

Предложена и реализована структурная схема ВЧ-генератора на частоту 
27,12 МГц (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Схема ВЧ-генератора на частоту 27,12 МГц 

Fig. 2. Scheme of the RF generator at a frequency of 27.12 MHz 

Параметры разработанного генератора соответствуют заданным. Форма 
выходного сигнала – синусоида (рис. 3). 

Задающий  
ВЧ- 

генератор 

Делитель  
ВЧ- 

сигнала 

Сумматор  
ВЧ- 

сигналом 
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Рис. 3. Выходной сигнал генератора 

Fig. 3. Generator output  

На рис. 4 представлена картина частотного спектра выходного сигнала ге-
нератора, полученная с помощью спектроанализатора HAMEG 5510, откуда 
видно, что вторая гармоника выходного сигнала ослаблена на 60 дБ по отно-
шению к основной, что соответствует техническому заданию. 

 

 
Рис. 4. Картина спектра выходного сигнала генератора 

Fig. 4. Spectrum pattern of the oscillator output signal 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Экспериментальные исследования проведены in vitro на биоптатах на ча-
стотах 27,12 МГц и 13,56 МГц (для сравнения) при одинаковой мощности воз-
действующего излучения 30 Вт. 

Результаты исследований приведены на нижерасположенных рисунках, 
где индекс 1 – при частоте 27,12 МГц, индекс 2 – при частоте 13,56 МГц. 

Абляция проведена неинвазивным и инвазивным способами. При прове-
дении инвазивной абляции использован излучатель – стальной стержень диа-
метром около 1,3 мм. Абляция неинвазивным способом выполнена сканирова-
нием излучателя по поверхности образца. 
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Изменение структуры биотканей оценивалось по динамике электриче-
ского сопротивления. 

На рис. 5 представлена фотография свиного кожного покрова с разрезами, 
выполненными за 5 секунд. Начальное сопротивление биоптата – 600 Ом.  
На фотографии видно, что разрезы практически не отличаются, однако на 
краях разреза на частоте 13,56 МГц карбонизация произошла в большей сте-
пени. Это подтверждается измерением электрического сопротивления: в обла-
сти разреза 1 сопротивление составляет 1,1 кОм, в области разреза 2 сопротив-
ление будет 1 кОм. На расстоянии 1 мм от каждого из разрезов электрическое 
сопротивление составляет 800 Ом, а на расстоянии 2 мм – уже 600 Ом. Следо-
вательно, разрезы выполнены почти без влияния на окружающие участки. 

 

 
Рис. 5. Фотография свиного кожного 

покрова с разрезами 

Fig. 5. Photo of pig skin with incisions 

Также были проведены разрезы биологических тканей (БТ) (рис. 6)  
с начальным электрическим сопротивлением 700 Ом. Разрезы выполнены за  
3 секунды каждый. 

На рис. 6 явно видно, что на частоте 27,12 МГц разрез имеет глубокую 
коагуляцию, а на частоте 13,56 МГц на месте коагуляции уже наблюдается кар-
бонизация мышечной ткани. Это же подтверждается на зависимости электри-
ческого сопротивления от расстояния до разреза (центр разреза – исследуемая 
точка), график которого представлен на рис. 7. При воздействии полем на ча-
стоте 27, 12 МГц окружающие участки ткани вокруг разреза затронуты в мень-
шей степени, чем на частоте 13,56 МГц.  

Далее была исследована высокочастотная абляция инвазивным способом 
мышечной ткани (толщиной 7 мм) и печени (толщиной 15) мм крупного рога-
того скота (рис. 8). Все проколы выполнены за 5 секунд, глубина прокола – на 
всю толщину образца, диаметр прокола 2 мм, область абляции вокруг прокола  ~1,5 мм. Начальное электрическое сопротивление мышечной ткани составляет 
2 кОм, в области абляции – 7 кОм (в обоих случаях). Начальное электрическое 
сопротивление печени – 4 кОм; после обработки высокочастотным излуче-
нием, так же как и у мышечных тканей, сопротивление в области абляции  
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в обоих случаях составляет 9 кОм. Следовательно, результаты инвазивной вы-
сокочастотной абляции методом прокола при частотах 13,56 МГц и 27,12 МГц 
практически не отличаются.  

 

 
Рис. 6. Фотография мышц крупного  

рогатого скота с разрезами 

Fig. 6. Photo of cattle muscles  
with incisions 

 

 
Рис. 7. Зависимость изменения электрического сопротивления мышечной ткани  

от расстояния (центр разреза – исследуемая точка) 

Fig. 7. The dependence of the change in the electrical resistance of muscle tissue  
on the distance (the center of the incision is the point under study) 

,  ОмR

,  ммх
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а б 

Рис. 8. Фотографии участков мышц (а) и печени (б) крупного рогатого скота  
с проколами 

Fig. 8. Photos of muscle (a) and liver (b) areas of cattle with punctures 

 

 
Рис. 9. Фотографии биоптата мышечной ткани  

с проколами в разрезе: 
а – область среза, б – поверхность биоптата 

Fig. 9. Muscle biopsy photos muscle tissue  
with punctures in the section: 

1 is the area of the cut, 2 is the surface of the biopsy 

На фотографии биоптата печени (рис. 10) абляция выполнена за 30 се-
кунд каждая неинвазивным способом на разных частотах. Площадь абляции 
составляет 1…1,5 см2. При деструкции на частоте 13,56 МГц проявляется за-
метная карбонизация ткани, тогда как на частоте 27,12 МГц имеется только 
коагуляция. 

Исследование зависимости электрического сопротивления от расстояния до 
области деструкции представлено на рис. 11. Из графика видно, что деструкция 
на частоте 13,56 МГц в большей степени воздействует на окружающие ткани. 

Абляция костной ткани также проведена неинвазивным способом 
(рис. 12). Время выполнения абляции на площади 1 см2 на каждой из частот 
составляет 60 секунд. Результаты проведенных деструкций аналогичны ре-
зультатам на печени. Начальное электрическое сопротивление костной ткани 
составляло 20 кОм, однако после воздействия в обоих случаях сопротивление 
стало более 100 МОм. 

1 2 

а 

б 



Электромагнитная система для деструкции биологических тканей на частоте 27,12 МГц 113 

 
Рис. 10. Фотография участка печени с деструкцией 

Fig. 10. Photo of a section of the liver with destruction 

 

 
Рис. 11. Зависимость электрического сопротивления говяжьей печени от расстояния 

(граница деструкции – исследуемая точка) 

Fig. 11. Dependence of the electrical resistance of beef liver on the distance  
(the destruction boundary is the point under study) 

 

 
Рис. 12. Фотография костной ткани с областями деструкции 

Fig. 12. Photo of bone tissue with areas of destruction 

,  кОмR

,  ммх
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На рис. 13 представлена фотография разряда между излучателем и биоп-
татом, а также фотография фиксации участка разряда на экране мультиметра 
при мощности воздействующего сигнала 30 Вт.  

 

  
а б 

Рис. 13. Фотография разряда между излучателем и биоптатом мышечной ткани при 
осуществлении абляции на частоте 27,12 МГц (а), фотография участка разряда  
                                                   на экране мультиметра (б)  

Fig. 13. Photo of the discharge between the emitter and the biopsy muscle tissue during 
ablation at a frequency of 27.12 MHz (a), photo of the discharge area on the multimeter  
                                                                  screen (b)  

 

     
а б 

Рис. 14. Фотографии фиксации участка разряда на экране мультиметра при воздей-
ствии излучением:  

а – 13,56 МГц при мощности излучения 30 Вт; б – 27,12 МГц при мощности излучения 20 Вт 

Fig. 14. Photos of fixing the discharge area on the multimeter screen when exposed  
to electromagnetic radiation:  

a – 13.56 MHz at a radiation power of 30 watts; b – 27.12 MHz at a radiation power of 20 watts  
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Фотография с разрядом, выполненным на частоте 13,56 МГц, практически 
не отличается от рис. 13, а. Но температура в области разряда при этом 126,8 °С 
(рис. 14, а). На биоптате при воздействии электромагнитным излучением на 
частоте 27,12 МГц можно получить такую же температуру (рис. 14, б), как при 
воздействии излучением на частоте 13,56 МГц, уменьшив мощность воздей-
ствующего излучения до 20 Вт. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Анализ приведенных фотографий и графиков позволяет сделать следую-
щие выводы. 

1. Разрезы биологической ткани, выполненные на частоте 27,12 МГц, 
имеют глубокую коагуляцию, а на частоте 13,56 МГц в месте коагуляции уже 
наблюдается карбонизация мышечной ткани. 

2. Деструкция костной ткани и печени на частоте 27,12 МГц более ярко 
выражена, на частоте 13,56 МГц в области деструкции появляются элементы 
карбонизации. 

3. Воздействие высокочастотным излучением на частоте 27,12 МГц про-
исходит с меньшим влиянием на окружающие ткани, чем на частоте 
13,56 МГц. 

4. Проколы мышечной ткани и печени, выполненные на разных частотах, 
практически не различаются. 

5. Температура в области электрического разряда, возникающая на ча-
стоте 27,12 МГц при мощности излучения 30 Вт, выше 150 °С (на частоте 
13,56 МГц – 126 °С). 

6. Температуру в области разряда на частоте 27,12 МГц можно снизить до 
температуры, как на частоте 13,56 МГц, уменьшив мощность электромагнит-
ного излучения в 1,5 раза. 

Согласно выводам, высокочастотную деструкцию из диапазона ВЧ  
(3…30 МГц) предпочтительнее использовать на разрешенной частоте 27,12 МГц. 
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Abstract 
The results of a study of the destruction of biological tissues by high-frequency electro-

magnetic radiation at an allowed frequency of 27.12 MHz are presented in comparison with de-
struction also at an allowed frequency of 13.56 MHz with the same power of the acting radiation 
of 30 W. Today, all known devices for high-frequency electromagnetic destruction at a frequency 
of 27.12 MHz are used for superficial shallow operations (removal of papillomas, moles, etc.). 
The development of a high-frequency electromagnetic system for the destruction of deep, dense 
tissues (bone, cartilage), as well as malignant neoplasms at the indicated frequency, is the most 
urgent task of our time. To conduct research at the indicated frequency, an experimental setup 
was developed and implemented on a modern element base, a distinctive feature of which is 
ensuring stable and reliable operation of the used transistor power amplifiers while maintaining 
their performance in a wide range of load changes (from idle to short circuit). This feature is 
implemented through the use of a two-channel bridge amplifying path. To test the operability of 
the installation, a multimeter with a thermal imager function and an immitance meter were used. 
The form of the output signal of the installation is a sinusoid, the second harmonic is weakened 
in relation to the main one by 60 dB. The studies were carried out in vitro on biopsies of muscle, 
bone tissues and liver of cattle, as well as on pig skin. It is shown that cuts of a biological tissue 
made at a frequency of 27.12 MHz have deep coagulation, and at a frequency of 13.56 MHz, 
carbonization of muscle tissue is already observed at the site of coagulation;the  destruction of a 
bone tissue and liver at a frequency of 27.12 MHz is more pronounced, at a frequency of 
13.56 MHz, elements of carbonization appear in the area of destruction. The exposure to high-
frequency radiation at a frequency of 27.12 MHz occurs with a smaler effect on surrounding 
tissues than at a frequency of 13.56 MHz, Punctures of muscle tissue and liver performed at 
various frequencies practically do not differ; the temperature in the electric discharge region, 
which occurs at a frequency of 27.12 MHz at a radiation power of 30 W, is above 150 ° C (at a 
frequency of 13.56 MHz the temperature is 126 ° C).However, the temperature in the discharge 
region at a frequency of 27.12 MHz can be reduced to the same temperature as at a frequency of 
13.56 MHz by reducing the power of electromagnetic radiation by a factor of 1.5. 

Keywords: biological tissue, destruction, discharge, high-frequency, ablation, 27.12 MHz, 
coagulation, carbonization, temperature, second harmonic 
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В работе представлен метод микросканирования двухслойных шаблонов матричных фо-
топриемников на основе кремния. Разработанные системы регистрируют видимый и инфракрас-
ный спектры. Предложены различные методы микросканирования с разработанными мульти-
спектральными матричными фотоприемниками. В каждой ячейке регистрируется два цвета, что 
упрощает процесс интерполирования, а с технологией микросканирования можно исключить 
интерполяцию. Для полученных субпикселей алгоритм интерполяции сокращается. При этом 
следует учитывать направление сдвига матрицы, выполняя микросканирование. Для шаблонов 
с шахматным расположением ячеек выбор направления не так критичен, как для псевдорандом-
ного или вертикального/горизонтального расположения.  

При микросканировании следует учитывать направление сдвига матрицы. Для шаблонов 
с шахматным расположением ячеек выбор направления не так критичен, как для псевдорандом-
ного или вертикального/горизонтального расположения. Так, к примеру, псевдорандомное рас-
положение пригодно для регистрации изображений природы, где много мелких деталей различ-
ной формы, а вертикальное/горизонтальное – для сцен города и промышленных районов, где все 
имеет четкие вертикальные и горизонтальные линии. Сама идея микросканирования со сдвигом 
в половину пикселя позволяет заполнить «слепые» зоны матрицы (обвязка пикселя) с четырех 
сторон самого пикселя, что приводит к повышению цветового разрешения в 4 раза. 

Для полученных субпикселей подходит линейный способ интерполяции или адаптивный. 
Также возможно пойти по более сложному пути и выбрать бикубическую, бигармоническую 
интерполяции. Однако такой подход противоречит самой концепции упрощения алгоритма об-
работки снимка, хотя и приводит к высококонтрастным цветовым разрешениям. 

Подобные системы можно будет применять в съемке, где необходимо регистрировать точ-
ные детали местности или объекта, к примеру, в аэрофотосъемке, фотосъемке и фотограмметрии. 

Ключевые слова: фотоприемник, микросканирование, мультиспектральный, интерполя-
ция, субпиксель, двухслойный, сенсор, матрица, цифровой 
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ВВЕДЕНИЕ 

Микросканирование применяется в аэрофотосъемке и космической фото-
съемке [1–3]. Технология заключается в регистрации нескольких снимков при 
сдвиге матрицы, к примеру, пьезоэлементами. Микросканирование позволяет 
увеличить разрешение снимка и снизить шумы в изображении [4–6]. Для мо-
нохромных камер такой прием позволяет повысить четкость снимка, а для 
цветных приемников это необходимо. В последних система цветоделения со-
стоит из шаблона цветных фильтров, накладываемых на ПЗС или КМОП мат-
рицу. Такой шаблон позволяет регистрировать один из основных цветов (зеле-
ный, синий, красный) только в одном пикселе, что вынуждает применять ин-
терполирование для получения полноцветного изображения, а именно весовые 
показатели основных цветов в каждом пикселе. Интерполяция приводит к ис-
кажению исходной сцены изображения, что является критичным для аэрофо-
тосъемки. 

Поэтому было предложено применять двухслойные мультиспектральные 
матричные фотоприемники на основе кремния (рис. 1). Кремний поглощает 
разные длины волн в зависимости от толщины залегания потенциальной ямы. 
Такая способность позволяет создавать многослойные мультиспектральные 
системы цветоделения с возможностью регистрации УФ, видимого и ИК-диа-
пазонов спектра. Существуют разработки трех- и пятислойных систем. Основ-
ной их недостаток – внутренние шумы. Большое количество слоев вынуждает 
делать сложные обвязки пикселя: столбцы буферизации, регистры хранения и 
передачи заряда и т. д. Ультрафиолетовая область требует работы над тонким 
поверхностным слоем кремния, что достаточно трудоемко и затратно.  
Поэтому было предложено остановиться на двухслойных системах. При этом 
основной упор был сделан на регистрацию инфракрасного спектра. 

1. ДВУХСЛОЙНЫЕ СИСТЕМЫ ЦВЕТОДЕЛЕНИЯ 

В настоящее время ведется активная научная работа по соединению ви-
димого и инфракрасного спектра для получения мультиспектрального изобра-
жения различными способами [7–9]. 

Ранее подробно были рассмотрены усовершенствованные многослойные 
матричные фотоприемники [10, 11], приведены результаты исследования [12, 13]. 
Предложенные усовершенствованные системы цветоделения являются гибри-
дом двух основных методов цветоделения – поверхностного и пространствен-
ного. Применение одного метода позволит исключить недостатки другого, та-
кие как шумы, растекание заряда по соседним фотоэлементам, низкая оптиче-
ская передаточная функция. Двухслойные системы позволяют получать раз-
личные комбинации слоев в зависимости от требуемых характеристик изобра-
жения (рис. 1). 

Авторами предлагается рассмотреть современные виды структур цвето-
деления в матричных системах регистрации изображения, работающих в ви-
димом и инфракрасном диапазонах. В работе исследуются уникальные и пере-
довые матричные фотоприемники многослойного типа. Последние разработки 
подобных матриц работают в видимом диапазоне и направлены главным обра-
зом на повышение разрешения снимка, хотя и имеют ряд недостатков  
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в области цветопередачи. Усовершенствование матричных фотоприемников 
является задачей области оптико-электронных систем и фотоники. 

 

   
а б 

 

   
в г 

Рис. 1. Пример предложенных шаблонов двухслойных систем:  
а – BR+GIr в шахматном порядке; б – RIr+BG в шахматном порядке; в – расположение BR+GIr 

псевдорандомное; г – расположение BR+GIr вертикальное 

Fig. 1. An example of the proposed templates for two-layer systems: 
a is BR+GIr in a staggered pattern; b is RIr+BG in a staggerd pattern; c is pseudo-random arrange-

ment of BR+GIr; d is arrangement of BR+GIr 

Предлагаемые двухслойные системы позволяют снизить интерполяцион-
ную нагрузку на снимок и максимально сохранить исходное изображение 
предметов. Шаблоны систем сделаны таким образом, чтобы каждый цвет  
(синий, зеленый, красный, инфракрасный) занимал половину чувствительной 
области матрицы. Также есть шаблоны, где большая доля чувствительной об-
ласти приходится на зеленый или инфракрасный спектры. 
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2. МИКРОСКАНИРОВАНИЕ РАЗРАБОТАННЫХ СИСТЕМ 
Микросканирование предложенных систем будет проходить по следую-

щим этапам:  
1) регистрация снимка в исходном положении матрицы; 
2) регистрация снимка со сдвигом матрицы на один пиксель; 
2) регистрация снимка со сдвигом матрицы на 1/2 пикселя; 
3) наложение полученных снимков – получение информации о каждом 

цвете в каждом пикселе матрицы; 
3) получение субпикселей; 
4) расчет полноцветного изображения на основе субпикселей. 
Субпиксели позволяют получить изображение с большим разрешением. 

При этом интерполяции цветов также не требуется, так как в каждом субпик-
селе уже имеется информация от основных пикселей, в отличие от стандарт-
ных матричных фотоприемников, где требуется несколько снимков для полу-
чения полноцветного изображения. 

При микросканировании следует учитывать направление сдвига матрицы. 
Для шаблонов с шахматным расположением ячеек выбор направления не так 
критичен, как для псевдорандомного или вертикального расположения  
(рис. 1). Последние применяют для исключения муар-эффекта (алиасинга – 
ступенчатого эффекта на прямых линиях) и прочих артефактов при обработке 
изображения. Псевдорандомное расположение называется за счет того, что со-
здается шаблон, состоящий из 12 или 24 пикселей, создающий видимость ран-
домного расположения ячеек шаблона. Так, к примеру, псевдорандомное рас-
положение пригодно для регистрации изображений природы, где много мел-
ких деталей различной формы, а вертикальное – для сцен города и промыш-
ленных районов, где всё имеет четкие вертикальные и горизонтальные линии. 

При микросканировании для псевдорандомного расположения шаблона по 
матрице необходимо выполнить несколько наложений снимков, чтобы покрыть 
каждый пиксель основными цветами. Подобные решения усложняют процесс 
микросканирования и последующей обработки снимка. Поэтому предпочти-
тельной остается шахматная структура системы цветоделения. Так, для верти-
кального или горизонтального расположения достаточно линейного сдвига. 

Разработаны различные алгоритмы получения изображений высокого 
разрешения по последовательности кадров. И это основной трудоемкий этап 
формирования изображения. При применении двухслойных матриц этот этап 
упрощается до линейного интерполирования или его полного отсутствия, ко-
гда происходит прямое присвоение значения цвета пикселю (рис. 2, а). 

Наиболее оптимальным вариантом будет микросканирование с горизон-
тальным и вертикальным сдвигом (рис. 2, б). Такое размещение может позво-
лить получить полноценные пиксели с известными основными цветами  
в каждом. Вспомогательные пиксели при сдвиге можно также учитывать как 
вспомогательные значения для основных цветов, присутствующих в основном 
пикселе. На рис. 3 представлены шаблоны полученных субпикселей. В случае 
только горизонтального или вертикального сдвига будут получены пиксели  
с горизонтальным или вертикальным порядком соответственно (рис. 3, а).  
При нескольких проходах матрицы по изображению будет получен псевдоран-
домный порядок (рис. 3, б), что поможет исключить алиасинг, но увеличит ал-
горитм процесса интерполирования. 
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Рис. 2. Микросканирование со сдвигом 1/2 пикселя:  
а – горизонтально; б – горизонтально и вертикально 

Fig. 2. Microscanning with a 1/2 pixel shift: 
a is horizontally; b is horizontally and vertically 
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а б 

Рис. 3. Полученные субпиксели:  
а – горизонтально; б – горизонтально и вертикально 

Fig. 3. The obtained subpixels:  
a is horizontally; b is horizontally and vertically 

Наиболее интересного решения можно добиться получением субпикселей 
со сдвигом на 1/2 пикселя по диагонали (рис. 4), тогда необходимо либо вы-
брать доминантный пиксель, по которому будет регистрироваться цвет, либо 
применять интерполяцию для значений основных цветов для субпикселя с че-
тырех соседних. 

 

    
а б 

Рис. 4. Микросканирование со сдвигом 1/2 пикселя диагонально: 
а – сдвиг влево; б – сдвиг вправо 

Fig. 4. Microscanning with a 1/2 pixel shift diagonally: 
a is ashift to the left; b is a shift to the right 



Интерполяция при микросканировании двухслойных матричных фотопреимников 127 

При диагональном сдвиге может усилиться алиасинг. Чтобы его избе-
жать, можно применять три прохода матрицы: прямо, диагонально влево  
и диагонально вправо. После наложения этих трех снимков не будет необхо-
димости в интерполировании цветов субпикселей. 

Здесь также можно применить линейный или адаптивный способ интер-
поляции. Также возможно пойти по более сложному пути и выбрать бикуби-
ческую и бигармоническую интерполяции. Однако такой подход противоре-
чит самой концепции упрощения алгоритма обработки снимка, хотя и приво-
дит  
к высококонтрастным цветовым разрешениям. 

Из рассмотренных режимов микросканирования следует, что наиболее 
оптимальным является применение шаблона с двумя чувствительными слоями 
в каждой ячейке. В этом случае будут получены типовые выражения для рас-
чета любых комбинаций двухслойных ячеек. 

3. АДАПТИВНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ДЛЯ ПОЛУЧЕННЫХ 
СУБПИКСЕЛЕЙ 

Для основной части полученных субпиксельных систем применение ин-
терполяции номинально и содержит простые линейные расчеты. Однако по-
вторение пикселей в шаблоне может вызвать некоторые трудности с обработ-
кой цвета. Поэтому следует рассмотреть некоторые случаи расположения по-
лученных субпикселей. 

Выбрана именно адаптивная интерполяция [14, 15], так как именно такая 
методика наиболее оптимальна и понятна для сравнения различных шаблонов. 
Метод Киммеля в данном случае нецелесообразен, так как в шаблонах сделан 
основной акцент на равное количество всех видов слоев, а не только на слои, 
чувствительные к зеленому излучению. А для такого адаптивного метода необ-
ходимо превалирование именно зеленого цвета. 

Рассмотрим применение интерполяции к субпикселям, представленным 
на рис. 3, так как именно на алгоритм этого шаблона можно опираться при 
применении других двухслойных систем. Для удобства интерполирования 
шаблоны субпикселей пронумерованы и продублированы (рис. 5).  

Для шаблона на рис. 5, а рассмотрим поиск недостающих цветов для 
ячеек 6, 7, 10 и 11. Для ячейки 6 определение красного и инфракрасного цвета 
будет произведено по следующим выражениям: 

2 10
6( )

2y
R RD R 

 ; 

2 10
6( )

2y
IR IRD IR 

 ; 

2 2 2
6 2

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

10 2 2
6 10

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 
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2 2 2
6 2

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

; 

10 2 2
6 10

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

. 

После того как нашли Е, определим R и IR: 

2 2 10 10
6

2 10

( ) ( )
( ) ( )

R E R R E RR
E R E R





; 

2 2 10 10
6

2 10

( ) ( )
( ) ( )

IR E IR IR E IRIR
E IR E IR





. 

 

  
а б 

Рис. 5. Полученные субпиксели:  
а – горизонтально; б – горизонтально и вертикально 

Fig. 5. The obtained subpixels:  
a is horizontally; b is horizontally and vertically 
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Для ячейки 7 зеленый и синий цвет можно найти следующим образом: 

3 11
7( )

2y
G GD G 

 ; 

3 11
7( )

2y
B BD B 

 ; 

3 2 2
7 3

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

11 2 2
7 11

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

3 2 2
7 3

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

; 

11 2 2
7 11

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

. 

После того как нашли Е, определим G и B: 

3 3 11 11
7

3 11

( ) ( )
( ) ( )

G E G G E GG
E G E G





; 

3 3 11 11
7

3 11

( ) ( )
( ) ( )

B E B B E BB
E B E B





. 

Для ячейки 10 определение зеленого и синего цвета производится следу-
ющим образом: 

6 14
10( )

2y
G GD G 

 ; 

6 14
10( )

2y
B BD B 

 ; 

6 2 2
10 6

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

14 2 2
10 14

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

6 2 2
10 6

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

; 

14 2 2
10 14

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

. 
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После того как нашли Е, определим G и B: 

3 3 11 11
7

3 11

( ) ( )
( ) ( )

G E G G E GG
E G E G





; 

3 3 11 11
7

3 11

( ) ( )
( ) ( )

B E B B E BB
E B E B





. 

Для ячейки 11 определение красного и инфракрасного цвета будет произ-
ведено по следующим выражениям: 

7 15
11( )

2y
R RD R 

 ; 

7 15
11( )

2y
IR IRD IR 

 ; 

7 2 2
11 7

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

15 2 2
11 15

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

7 2 2
11 7

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

; 

15 2 2
11 15

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

. 

После того как нашли Е, определим R и IR: 

7 7 15 15
11

7 15

( ) ( )
( ) ( )

R E R R E RR
E R E R





; 

7 7 15 15
11

7 15

( ) ( )
( ) ( )

IR E IR IR E IRIR
E IR E IR





. 

Стоит отметить, что отличие расчета для горизонтального сдвига от вер-
тикального будет заключаться только в том, что в первом случае будет расчет 

),(yD N  во втором – ).(xD N  
Для шаблона на рис. 5, б применение только адаптивного метода невоз-

можно для некоторых ячеек, поэтому необходимо будет прибегнуть к линейной 
интерполяции. Для ячейки 6 необходимо найти красный и инфракрасный цвет: 

5 7
6( )

2x
R RD R 

 ; 

5 7
6( )

2x
IR IRD IR 

 ; 
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5 2 2
6 5

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

7 2 2
6 7

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

5 2 2
6 5

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

; 

7 2 2
6 7

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

. 

После того как нашли Е, определим R и IR: 

5 5 7 7
6

5 7

( ) ( )
( ) ( )

R E R R E RR
E R E R





; 

5 5 7 7
6

5 7

( ) ( )
( ) ( )

IR E IR IR E IRIR
E IR E IR





. 

Для ячейки 7 необходимо найти зеленый и синий цвет следующим обра-
зом: 

6 8
7( )

2x
G GD G 

 ; 

6 8
7( )

2x
B BD B 

 ; 

6 2 2
7 6

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

8 2 2
7 8

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

6 2 2
7 6

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

; 

8 2 2
7 8

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

. 

После того как нашли Е, определим G и B: 

6 6 8 8
7

6 8

( ) ( )
( ) ( )

G E G G E GG
E G E G





; 
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6 6 8 8
7

6 8

( ) ( )
( ) ( )

B E B B E BB
E B E B





. 

Для ячейки 10 возможно воспользоваться линейной интерполяцией: 

6 11
10 2

G GG 
 ; 

6 11
10 2

B BB 
 . 

Для ячейки 11 также необходимо применить линейную интерполяцию: 

7 10
11 2

R RR 
 ; 

7 10
11 2

IR IRIR 
 . 

Для ячейки 14 поиск зеленого и синего цвета производится через выра-
жения: 

13 15
14( )

2x
G GD G 

 ; 

13 15
14( )

2x
B BD B 

 ; 

13 2 2
14 13

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

15 2 2
14 15

1( )
1 ( ) ( )

E G
D G D G


 

; 

13 2 2
14 13

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

; 

15 2 2
14 15

1( )
1 ( ) ( )

E B
D B D B


 

. 

После того как нашли Е, определим G и B: 

13 13 15 15
14

13 15

( ) ( )
( ) ( )

G E G G E GG
E G E G





; 

13 13 15 15
14

13 15

( ) ( )
( ) ( )

B E B B E BB
E B E B





. 
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Для ячейки 15 находим красный и инфракрасный цвет: 

14 16
15( )

2x
R RD R 

 ; 

14 16
15( )

2x
IR IRD IR 

 ; 

14 2 2
15 14

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

16 2 2
15 16

1( )
1 ( ) ( )

E R
D R D R


 

; 

14 2 2
15 14

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

; 

16 2 2
15 16

1( )
1 ( ) ( )

E IR
D IR D IR


 

. 

После того как нашли Е, определим R и IR: 

14 14 16 16
15

14 16

( ) ( )
( ) ( )

R E R R E RR
E R E R





; 

14 14 16 16
15

14 16

( ) ( )
( ) ( )

IR E IR IR E IRIR
E IR E IR





. 

Для ячейки 18 возможно применить линейную интерполяцию: 

14 19
18 2

R RR 
 ; 

14 19
18 2

IR IRIR 
 . 

Для ячейки 19 также применима линейная интерполяция: 

15 18
19 2

G GG 
 ; 

15 18
19 2

B BB 
 . 

Если сравнивать расчеты для полученных субпикселей с вычислениями 
для шаблонов, представленных в [16], то можно заметить простоту алгоритма 
интерполяции субпикселей. Такая однотипность сокращает необходимые объ-
емы памяти для вычислений и время обработки снимка.  
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Для сравнения можно рассмотреть интерполяцию самого шаблона, на ос-
нове которого получены субпиксели (рис. 6). 

В шаблоне для ячейки 6 следует определить цвета G и B. Эти цвета можно 
рассчитать через значения двух других. При интерполяции адаптивным мето-
дом необходимо определить производные цвета D и веса этих цветов E слоев: 

5 7
6( )

2x
G GD G 

 ; 

2 10
6( )

2y
G GD G 

 ; 

5 7
6( )

2x
B BD B 

 ; 

2 10
6( )

2y
B BD B 

 ; 

5 2 2
6 5

1

1 ( ) ( )
E

D G D G


 
; 

2 2 2
6 2

1

1 ( ) ( )
E

D G D G


 
; 

7 2 2
6 7

1

1 ( ) ( )
E

D G D G


 
; 

10 2 2
6 10

1

1 ( ) ( )
E

D G D G


 
. 

Аналогично для ячейки 6 можно определить Е и с помощью синего цвета: 

5 2 2
6 5

1

1 ( ) ( )
E

D B D B


 
; 

2 2 2
6 2

1

1 ( ) ( )
E

D B D B


 
; 

7 2 2
6 7

1

1 ( ) ( )
E

D B D B


 
; 

10 2 2
6 10

1

1 ( ) ( )
E

D B D B


 
. 
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Теперь следует определить G: 

5 5 2 2 7 7 10 10
6

5 2 7 10

G E G E G E G EG
E E E E
  


  

. 

Для этой ячейки B следует определять таким же образом: 

5 5 2 2 7 7 10 10
6

5 2 7 10

B E B E B E B EB
E E E E
  


  

. 

 

 
Рис. 6. Шаблон BG+RIr 

Fig. 6. The BG+RIr pattern 

Для ячейки 7 необходимо определить R и IR. Параметр R определяется 
следующим образом: 

6 8
7( )

2x
R RD R 

 ; 

3 11
7( )

2y
R RD R 

 ; 
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6 8
7( )

2x
IR IRD IR 

 ; 

3 11
7( )

2y
IR IRD IR 

 ; 

6 2 2
7 6

1

1 ( ) ( )
E

D R D R


 
; 

3 2 2
7 3

1

1 ( ) ( )
E

D R D R


 
; 

8 2 2
7 8

1

1 ( ) ( )
E

D R D R


 
; 

11 2 2
7 11

1

1 ( ) ( )
E

D R D R


 
. 

Параметр IR определяется таким же способом: 

6 2 2
7 6

1

1 ( ) ( )
E

D IR D IR


 
; 

3 2 2
7 3

1

1 ( ) ( )
E

D IR D IR


 
; 

8 2 2
7 8

1

1 ( ) ( )
E

D IR D IR


 
; 

11 2 2
7 11

1

1 ( ) ( )
E

D IR D IR


 
. 

Теперь следует определить R: 

6 6 3 3 8 8 11 11
7

6 3 8 11

R E R E R E R ER
E E E E
  


  

. 

Для этой ячейки IR следует определять таким же образом: 

6 6 3 3 8 8 11 11
7

6 3 8 11

IR E IR E IR E IR EIR
E E E E
  


  

. 

Подобные алгоритмы также однотипны, но более объемны. 
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Далее можно продумать более сложные схемы, позволяющие повысить 
резкость изображений или определенных цветов. Однако, как показывает 
практика, чем чаще выбираются дальние пиксели для нахождения неопреде-
ленного цвета, тем более «смазанным» получается изображение. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Учеными разработаны различные алгоритмы получения изображений вы-
сокого разрешения по последовательности кадров. И это основной трудоемкий 
этап получения изображения. При применении двухслойных матриц этот этап 
упрощается до линейного интерполирования или его полного отсутствия,  
когда происходит прямое присвоение значения цвета пикселю.  

Исключение может касаться субпикселей, полученных сдвигом на ½ пик-
селя по диагонали. Тогда необходимо либо выбрать доминантный пиксель, по 
которому будет регистрироваться цвет, либо применять интерполяцию для 
значений основных цветов для субпикселя с четырех соседних. Здесь также 
можно применить линейный способ интерполяции или адаптивный, также воз-
можно пойти по более сложному пути и выбрать бикубическую и бигармони-
ческую интерполяции. Однако такой подход противоречит самой концепции 
упрощения алгоритма обработки снимка, хотя и приводит к высококонтраст-
ным цветовым разрешениям. 

При микросканировании следует учитывать направление сдвига матрицы. 
Для шаблонов с шахматным расположением ячеек выбор направления не так 
критичен, как для псевдорандомного или вертикального/горизонтального рас-
положения. Так, к примеру, псевдорандомное расположение пригодно для ре-
гистрации изображений природы, где много мелких деталей различной 
формы; а вертикальное/горизонтальное – для сцен города и промышленных 
районов, где всё имеет четкие вертикальные и горизонтальные линии. Сама 
идея микросканирования со сдвигом в половину пикселя позволяет заполнить 
«слепые» зоны матрицы (обвязка пикселя) с четырех сторон самого пикселя, 
что приводит к повышению цветового разрешения в 4 раза. 

Для полученных субпикселей подходит линейный или адаптивный спо-
соб интерполяции. Также возможно пойти по более сложному пути и выбрать 
бикубическую и бигармоническую интерполяции. Однако такой подход про-
тиворечит самой концепции упрощения алгоритма обработки снимка, хотя  
и приводит к высококонтрастным цветовым разрешениям. 
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Abstract 
The paper presents a method for microscanning two-layer patterns of matrix photodetec-

tors based on silicon. The developed systems register the visible and infrared spectra. Various 
methods of microscanning with the developed multispectral matrix photodetectors are proposed. 
Two colors are recorded in each cell, which simplifies the interpolation process, and using the  
microscanning technology, can eliminate it. For the obtained subpixels, the interpolation algo-
rithm is reduced. In this case, the direction of a matrix shift should be taken into account when 
performing microscanning. For staggered cell patterns, the choice of direction is not as critical 
as for pseudo-random or vertical/horizontal arrangement. 

When microscanning, the direction of matrix shift should be taken into account. For stag-
gered cell patterns, the choice of direction is not as critical as for pseudo-random or vertical/hor-
izontal arrangement. So, for example, a pseudo-random arrangement is suitable for recording 
images of nature, where there are many small details of various shapes; and vertical/horizontal 
arrangement is suitable  for scenes of the city and industrial areas, where everything has clear 
vertical and horizontal lines. The very idea of microscanning with a shift of half a pixel makes it 
possible to fill the "blind" zones of the matrix - pixel binding - on four sides of the pixel itself, 
which leads to a 4-fold increase in color resolution. 

For the obtained subpixels, a linear or adaptive interpolation method is suitable. It is also 
possible to take a more complicated path and choose bicubic, biharmonic interpolation. However, 
this approach contradicts the very concept of simplifying the image processing algorithm, alt-
hough it leads to high-contrast color resolutions. 

Such systems can be used in surveys where it is necessary to record the exact details of a 
terrain or object, for example, in aerial photography and photogrammetry. 

Keywords: photodetector, microscanning, multispectral, interpolation, subpixel, two-
layer, sensor, matrix, digital. 
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Способ обработки спектра излучения лазера  
на основе экспериментально записанной формы 
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В настоящее время для создания квантовых стандартов частоты широко используется яв-
ление когерентного пленения населенности (КПН), в котором при достижении определенной 
интенсивности и совпадении частотного интервала между спектральными компонентами с ча-
стотой сверхтонкого перехода в атоме (чаще всего в рубидии или цезии), наблюдается узкий 
резонанс в спектре поглощения, и пропускание ячейки с парами щелочного металла резко рас-
тет. Поскольку амплитуда КПН резонанса критически зависит от интенсивности и положения 
спектральных компонент излучения накачки, необходимо контролировать параметры этих ком-
понент, записанных, как правило, в цифровом виде.  

В настоящей работе описывается принципиально новый метод обработки зарегистриро-
ванного с помощью сканируемого интерферометра Фабри – Перо (ИФП) спектра излучения ла-
зера, основанный на использовании в качестве эталонной спектральной компоненты экспери-
ментально записанной формы пропускания сканируемого ИФП. В работе приведены примеры 
обработки экспериментально записанных спектров излучения диодного лазера с внешним резо-
натором при СВЧ-модуляции его тока инжекции. Погрешность обработки предложенным мето-
дом оказалась примерно на порядок меньше, чем при обработке широко известной формулой 
Эйри, описывающей пропускание ИФП. Это объясняется тем фактом, что формула Эйри спра-
ведлива для световых пучков, кривизна волнового фронта которых согласована с кривизной зер-
кал ИФП, что зачастую не выполняется в случае реального эксперимента. 

Метод может использоваться для обработки спектров модулированного излучения раз-
личных типов лазеров, что является актуальной задачей при регистрации КПН резонансов  
и дальнейшем создании на их основе квантовых стандартов частоты.     

Ключевые слова: диодный лазер, спектр излучения, обработка спектра, частотная моду-
ляция, формула Эйри, КПН-резонанс, стандарт частоты, интерферометр Фабри – Перо 
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ВВЕДЕНИЕ 

Обработка спектров является важной задачей для многих областей науки, 
таких как физика, астрофизика и др. Одной из основных задач данного типа 
является обработка спектров излучения лазера, используемых для накачки ре-
зонансов когерентного пленения населенности (КПН) [1, 2]. Стандарты ча-
стоты на основе КПН-резонанса, возникающего при взаимодействии оптиче-
ского излучения с атомами щелочных металлов, обладают хорошей кратковре-
менной стабильностью и могут быть использованы в системах связи, геолока-
ции и других приложениях [3]. Световые сдвиги КПН-резонанса, которые вли-
яют на стабильность стандарта частоты, зависят от разности амплитуд спек-
тральных компонент, дающих вклад в накачку резонанса [4]. Таким образом, 
для регистрации КПН-резонансов и снижения световых сдвигов необходимо 
получение информации об амплитудах и частотах спектральных компонент 
источника накачки [5, 6].  

Также задача обработки спектров излучения находит применение при ис-
следовании спектральных характеристик диодных лазеров при модуляции 
тока инжекции [7, 8]. 

В работах [9–11] обработка спектров осуществляется с помощью исполь-
зования функций Лоренца. В [10] было показано, что спектр поглощения хо-
рошо аппроксимируется с использованием данной функции, однако стоит за-
метить, что спектр был получен с помощью переноса оптической частоты  
в радиодиапазон с последующим использованием преобразования Фурье.  
В [9] использовалась совокупность лоренцевских линий для аппроксимации 
спектров, записанных при помощи ИФП. При использовании зеркал с кривиз-
ной, близкой к форме волнового фронта излучения, возможно существенное 
увеличение точности записываемых спектров. С другой стороны, при помощи 
обработки совокупностью лоренцевских линий получается симметричный ре-
зультат, в то время как экспериментальные данные обладают значительной 
асимметрией, что приводит к неточности в определении положения централь-
ной части.  

В [11] был предложен метод выделения пиков лоренцевской формы  
в спектре путем его интерполяции целочисленными сдвигами. Был выпол-
нен расчет коэффициентов угловой функции, а также вычислены ампли-
туды составляющих компонент для тестовых сигналов. Данный метод обес-
печивает хорошее качество восстановления исходного сигнала (погреш-
ность порядка 0,1 %) в отсутствие шума, однако при наличии 5 %-го слу-
чайного шума, характерного для прикладных задач, границы применимости 
метода становятся значительно меньше. Таким образом, при работе с реаль-
ными сигналами необходимы дополнительные меры для обеспечения 
устойчивости вычислений.  

В работах [12, 13] для ИФП предлагается использование формулы Эйри. 
Для ИФП с базой 2…5 мкм [12] наблюдается существенное расхождение экс-
периментального и теоретического сигналов вблизи центра спектральной ком-
поненты. В [13] использование данной формулы предлагается для спектров по-
сле ИФП со сферическими зеркалами. Однако стоит заметить, что для осу-
ществления корректной записи отдельных компонент спектра накладывается 
ряд дополнительных условий, что приводит к значительному усложнению об-
работки экспериментальных данных.  
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В [14] был предложен метод обработки спектра поглощения молекулы 
AgNO3 с использованием гауссовой и лоренцевой линий. При этом результаты 
обработки с использованием гауссиана оказываются лучше во всех экспери-
ментах. Гауссова функция также была использована в [15] для обработки спек-
тров, записанных в широком диапазоне частот с помощью спектрофотометра 
СФ-56. Помимо этого, в указанной работе обработка спектров происходила и 
с использованием дифракционной функций. При этом результаты аппрокси-
мации гауссовой функцией лучше, так как дифракционная функция обладает 
побочными максимумами, вследствие чего является непригодной для обра-
ботки сложных спектров, состоящих из нескольких компонент. 

В настоящей работе предлагается метод обработки спектров излучения 
лазера, позволяющий более точно определить амплитуды и положения цен-
тральной и боковых спектральных составляющих. 

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 

В работе используется диодный лазер с внешним резонатором, представ-
ленным дифракционной решеткой. Подробное описание схемы лазера пред-
ставлено в работе [7]. Схема экспериментальной установке приведена на 
рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Схема экспериментальной установки:  

1 – генератор сверхвысокочастотных сигналов; 2 – диодный лазер; 3 – оптический 
изолятор; 4 – интерферометр Фабри – Перо; 5 – генератор пилообразного напряжения; 
6 – пьезокерамический преобразователь; 7 – цифровой осциллограф; 8 – фотоприемник 

Fig. 1. A scheme of an experimental setup:  
1 is a microwave oscillator; 2 is a diode laser; 3 is an optical insulator; 4 is the Fabry – Perot 
interferometer; 5 is a sawtooth voltage generator; 6 is a piezoceramic transducer; 7 is a  
                                         digital oscilloscope; 8 is a photodetector 

Излучение полупроводникового лазера (2) через оптический изолятор (3) 
подают на интерферометр Фабри – Перо (4), длину базы которого сканируют 
пилообразным напряжением от генератора (5), соединенного с пьзокерамиче-
ским преобразователем (6). Затем излучение поступает на фотоприемник (8), 
соединенный с цифровым осциллографом (7). Для синхронизации записывае-
мого сигнала на другой канал осциллографа поступает сигнал от генератора 
пилообразного напряжения (5). Таким образом записывают эксперименталь-
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ную форму пропускания интерферометра Фабри – Перо, используемую впо-
следствии для обработки спектров. Затем с помощью сверхвысокочастотного 
сигнала от генератора (1) модулируют ток инжекции полупроводникового ла-
зера (2) и аналогичным образом записывают сложный спектр, обработку кото-
рого необходимо выполнить. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Для обработки спектров был применен принципиально новый подход, ос-
новой которого стала программа, написанная специально для этой цели с по-
мощью среды Matlab. Процесс обработки состоит из нескольких этапов. 

На первом этапе производилась запись функции пропускания используе-
мого ИФП в окрестностях положения несущей и боковых компонент первого 
порядка. Запись при различных напряжениях сканирования применялась для 
минимизации влияния нелинейности пьезокерамики. Пример такой записи 
приведен на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Спектры излучения без модуляции, записанные возле центральной  

и боковых компонент 

Fig. 2. Emission spectrum without modulation recorded near central and side bands 

На втором этапе производилась запись спектров СВЧ-модулированного 
сигнала. При изменении различных параметров спектр менялся и появлялись 
более высокие порядки модуляции. В настоящей работе будет рассмотрен при-
мер обработки спектра при модуляции частотой 3,5 ГГц. 

На третьем этапе для каждого пика в обрабатываемом спектре лазера по 
методу наименьших квадратов были подобраны значения амплитуды и частот-
ного положения форм пропускания, позволяющие при каждом значении по оси 
абсцисс минимизировать разницу между суммой этих форм и эксперименталь-
ным значением обрабатываемого спектра в этой точке. Таким образом, набор 
форм пропускания с различными амплитудами и положениями будет пред-
ставлять собой истинный спектральный состав исследуемого излучения.  
Амплитуды и положения экспериментальных форм не будут совпадать с пи-
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ками обрабатываемых спектров, поскольку после обработки будет учтено их 
взаимное влияние друг на друга и с обрабатываемым спектром будет совпадать 
лишь их поточечная сумма. На рис. 3 показана каждая из боковых компонент 
в отдельности и их суммарное распределение. 

 

 
Рис. 3. Пример обработки сложного спектра при СВЧ-модуляции частотой 3,5 ГГц 

(экспериментально записанная и обработанная кривые) 

Fig. 3. An example of composite spectrum processing under microwave modulation with 
frequency 3.5 GHz (аn experimentally recorded curve and a processed one are marked) 

Видно, что экспериментально записанный и обработанный спектр прак-
тически совпадают, что говорит о высокой точности метода. Некоторые рас-
хождения наблюдаются только вблизи областей экстремума (–0,04 В и 0,12 В 
по оси абсцисс). Однако эти области не несут практического значения, по-
скольку для работы со спектрами, как правило, необходимо получать инфор-
мацию об амплитуде и положении пика спектральных компонент. 

Для сравнения была выполнена обработка этого же спектра с помощью 
широко известной формулы Эйри для пропускания интерферометра Фабри –
Перо: 

2
,

21 sin
cos

IT
dF


⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠

 

где T – пропускание интерферометра; I – интенсивность падающей волны;  
F – коэффициент остроты; d – зазор между входным и выходным зеркалами 
интерферометра; λ – длина волны падающего излучения; θ – угол падения 
светового луча на входное зеркало. В данном случае по методу наименьших 
квадратов были подобраны амплитуды компонент, частотное положение  
и коэффициент остроты интерферометра. Результат обработки представлен 
на рис. 4. 
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Рис. 4. Обработка сложного спектра с помощью функции Эйри (экспериментально 

записанная и обработанная кривые) 

Fig. 4. Processing of a composite spectrum using the Airy function (аn experimentally  
recorded curve and a processed one are marked) 

Видно, что областей расхождения экспериментального и обработанного 
спектра существенно больше, чем на рис. 3, что говорит о существенной по-
грешности обработки.  

Для более наглядной оценки точности была построена поточечная раз-
ность экспериментально записанного и обработанного двумя описанными ме-
тодами спектра (рис. 5). 

Для численной оценки точности была использована сумма квадратов значений 
разности, представленных на рис. 5. В случае обработки формулой Эйри сумма 
квадратов составляет 0,013, а при обработке предложенным методом – 0,0014,  
т. е. точность обработки предложенным методом выше примерно на порядок. 

 

 
Рис. 5. Поточечная разность экспериментального и обработанного спектров:  

темно-серая кривая – обработка предложенным методом, светло-серая кривая –  
с помощью функции Эйри 

Fig. 5. Pointwise difference between the experimental and processed spectra:  
dark grey curve is processing by the proposed method, light grey is using the Airy function 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе описан принципиально новый метод обработки СВЧ-моду-
лированного спектра излучения диодного лазера, записанного с помощью ин-
терферометра Фабри–Перо. Показано, что использование экспериментально 
записанной формы пропускания ИФП дает на порядок меньшую погрешность, 
чем при использовании широко распространенной формулы Эйри. Этот ре-
зультат можно объяснить тем, что формула Эйри хорошо описывает много-
проходную интерференцию пучков, кривизна волнового фронта которых со-
гласована с кривизной зеркал. В реальных экспериментах излучение лазера, 
как правило, не согласовано с интерферометром, поэтому использование экс-
периментальной формы пропускания для конкретного интерферометра и излу-
чения дает лучшую точность. 

Использование предложенного метода позволяет получить более точную 
информацию об амплитуде и положении спектральных компонент, что впо-
следствии может быть использовано в спектроскопии.  
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Abstract 
At present, to create quantum frequency standards, the phenomenon of coherent population 

trapping (CPT) is widely used, in which, when a certain intensity is reached and the frequency 
interval between the spectral components coincides with the frequency of the hyperfine transition 
in an atom (most often in rubidium or cesium), a narrow resonance is observed in the absorption 
spectrum and the transmission of a cell with alkali metal vapor increases sharply. Since the am-
plitude of the CPT resonance critically depends on the intensity and position of the spectral com-
ponents of the pump radiation, it is necessary to control the parameters of these components, 
which are usually recorded in digital form. 

This paper describes a fundamentally new method for processing the laser emission spec-
trum recorded with a scanned Fabry – Perot interferometer (FPI), based on using the experimen-
tally recorded transmission form of the scanned FPI as a reference spectral component. The paper 
presents examples of processing the experimentally recorded radiation spectra of a diode laser 
with an external resonator under microwave modulation of its injection current. The error of 
processing by the proposed method turned out to be approximately an order of magnitude smaller 
than when processing by the well-known Airy formula describing the transmission of the FPI. 
This is explained by the fact that the Airy formula is valid for light beams whose wave front 
curvature is consistent with the curvature of the IFP mirrors, which is often not true in the case 
of a real experiment. 

The method can be used to process the spectra of modulated radiation of various types of 
lasers, which is an important task in detecting CPT resonances and further creating quantum 
frequency standards based on them.  

Keywords: diode laser, emission spectrum, spectrum processing, frequency modulation, 
Airy formula, CPT resonance, frequency standard, Fabry-Perot interferometer 
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