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Введение

Колебания, сопровождающие процесс реза-
ния, обычно делят на три категории. Во-первых, 
это различные притягивающие множества де-
формационных смещений инструмента относи-
тельно заготовки, обусловленные потерей устой-
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Введение. Вибрации всегда сопровождают процесс резания и влияют на параметры качества 
изготовления деталей и состояние процесса резания, оцениваемого, например, интенсивностью изнашивания 
инструмента. В работе рассматриваются вибрации, генерируемые самим станком (биения шпиндельной 
группы, кинематические возмущения, вариации припуска и пр.), а также специально вводимые в зону 
резания управляемые колебания для улучшения качества изготовления деталей. За счет вибраций изменяются 
траектории формообразующих движений, зависящих от траекторий исполнительных элементов станка, 
дополнительных вибраций и упругих деформационных смещений инструмента относительно заготовки. 
Траектории формообразующих движений являются главным фактором формирования геометрической 
топологии поверхности детали в единстве геометрической точности, волнистости и шероховатости 
поверхности. Однако до настоящего времени нет единого мнения о влиянии вибраций на параметры 
качества детали. Методы исследования. В статье на основе математического моделирования динамической 
системы резания рассмотрено влияние вибраций на траектории формообразующих движений вершины 
инструмента относительно заготовки как основного фактора, определяющего геометрическую топологию 
детали. В отличие от известных работ, во-первых, параметры динамической связи предоставлены в 
координатах состояния. Во-вторых, учтено влияние вибрационных возмущений, существующих в станке, 
а также специально вводимых колебаний на свойства динамической системы (например, устойчивость) и 
результат (прежде всего геометрическую топологию). Результаты и обсуждение. Приведены результаты 
моделирования, раскрывающие эффекты нелинейной динамики, которые могут вызывать как улучшение, так 
и ухудшение параметров геометрической топологии. Эти эффекты проявляются в образовании динамической 
постоянной составляющей деформационных смещений, в формировании вдоль траектории различных 
притягивающих множеств деформационных смещений и их бифуркаций. Намечены пути улучшения качества 
формируемой резанием поверхности за счет согласования вводимых и (или) существующих естественным 
образом внешних возмущений со свойствами динамической системы и управляемыми от ЧПУ траекториями 
исполнительных элементов станка. Результаты исследований направлены на повышение эффективности 
процесса по параметрам качества изготовления деталей. Их можно использовать и для динамического 
мониторинга состояния процесса во время обработки, например износа инструмента.
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чивости равновесия в динамической системе. 
При математическом моделировании их форми-
рования принципиальное значение имеют нели-
нейные связи, учитываемые в математическом 
описании сил, действующих на инструмент и 
представляемых в координатах состояния систе-
мы [1–18]. Причем параметры в математическом 
описании связей считаются постоянными и, как 
правило, подлежащими идентификации. Напри-
мер, постоянная времени стружкообразования, 
от величины которой зависит устойчивость рав-
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новесия системы, находится в зависимости от 
технологических режимов, а не от траектории. 
Проанализированы устойчивость [1–8], автоко-
лебания [9–18], инвариантные торы и хаотиче-
ские аттракторы [10–26], рассмотрены проблемы 
бифуркаций и параметрического самовозбужде-
ния [20, 21, 26]. Для анализа формирования при-
тягивающих множеств и бифуркаций привлека-
лись также законы трения по передней и задней 
поверхности инструмента [20, 21]. Во-вторых, 
рассмотрено влияние вибраций, специально вво-
димых в зону резания для улучшения процесса 
обработки [26–34]. Здесь рассмотрено влияние 
ультразвуковых колебаний (УЗК) на параметры 
качества деталей и интенсивность изнашива-
ния инструмента. Показано, что при увеличении 
интенсивности УЗК существует оптимальная 
амплитуда и направление, при которых интен-
сивность изнашивания уменьшается и улучша-
ются показатели качества. Эти исследования 
выполнены экспериментально. Исключение 
представляют работы [33, 34], в которых пока-
зано взаимное влияние действующих подсистем 
генерации УЗК и реакции со стороны резания. 
Для улучшения резания предложены авторезо-
нансные системы УЗК. В-третьих, изучено вли-
яние вибраций, вводимых в зону резания самим 
станком (биения шпинделя, кинематические и 
другие возмущения, периодические вариации 
припуска и пр.) [35–38]. Эти возмущения лежат 
в низкочастотной области, существенно мень-
шей собственных частот колебательных конту-
ров, определяемых подсистемами инструмента 
и заготовки. Рассмотрены бифуркации притяги-
вающих множеств деформационных смещений 
в зависимости от биений [36], а также влияние 
вибрационных возмущений от приводов на гео-
метрическую топологию поверхности детали 
[38]. В статье ставится цель развить известные 
исследования в направлении изучения влияния 
вибраций на процесс резания в широком частот-
ном диапазоне, превышающем собственные ча-
стоты колебательных контуров, определяемых 
взаимодействующими подсистемами со стороны 
инструмента и заготовки. При этом параметры 
динамической связи, формируемой процессом 
резания, представляются зависящими от траек-
торий движений вершины инструмента относи-
тельно заготовки с учетом их пространственных 
деформационных смещений и вводимых в зону 

резания колебаний. Все нелинейные эффекты 
изменения динамических свойств рассматрива-
ются под углом зрения их влияния на параме-
тры точности и качества изготовления детали, 
представляемой ее геометрической топологией 
поверхности. Раскрываются резервы повыше-
ния эффективности резания путем согласования 
внешнего управления (например, программы 
ЧПУ) с внутренними динамическими свойства-
ми процесса резания, что согласуется с синерге-
тической парадигмой когерентности внешнего 
управления с внутренней динамикой системы 
резания. 

Методика исследований

Пусть заданы гармонические, имеющие не-
изменную пространственную ориентацию, коле-
бания, вводимые в зону резания:

 { }T( ) ( ) ( )
0 1 2 3( ) sin , ,X t X t ∆ ∆ ∆∆ = ∆ Ω χ χ χ ,  (1) 

где { }T( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3, ,∆ ∆ ∆ ∆χ = χ χ χ  – коэффициенты 

ориентации, удовлетворяющие нормировке 

( ) ( ) ( )2 2 2( ) ( ) ( )
1 2 3 1∆ ∆ ∆χ + χ + χ ≡ ; 0,X∆ Ω  – амплиту-

да и частота. Мощность источника колебаний 
полагалась существенно больше мощности ре-
зания, т. е. реакция со стороны резания на них 
отсутствует. Ограничимся обработкой недефор-
мируемой заготовки, тогда уравнение динамики  
(рис. 1, а) [32–39] будет следующим:

( )
2

(0) (0)
2

, , , ,PP P
d X dX

m h cX F X t S V X
dtdt

Σ+ + = ∆

 ( )
2

(0) (0)
2

, , , ,PP P
d X dX

m h cX F X t S V X
dtdt

Σ+ + = ∆ , (2)

где m, h, c – симметричные, положительно 
определенные матрицы, размерностью 3 3;⊗  

T (3)
1 2 3{ , , }X X X X= ∈ℜ  – вектор упругих де-

формаций инструмента относительно не-
сущей системы; ( )(0) (0) T (3)

,1 ,2 ,3, , , , { , , }PP PF X t S V X F F FΣ Σ Σ Σ∆ = ∈ℜ 
( )(0) (0) T (3)

,1 ,2 ,3, , , , { , , }PP PF X t S V X F F FΣ Σ Σ Σ∆ = ∈ℜ  – вектор-функция сил, 
действующих на инструмент (динамическая 
связь процесса); (0) (0)

3, ,P Pt S V  – глубина, обо-
ротная подача и скорость резания. Это есть 
управляющие параметры, зависящие от управ-
ляемых траекторий исполнительных элемен-
тов, задаваемых, например, программой ЧПУ. 
Главный угол в плане / 2ϕ= π , т. е. оси про-
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странства (3)ℜ  ориентированы так, как показа-
но на рис. 1. Динамические свойства системы (2) 
определяются, прежде всего, представлением 
сил ( )(0) (0), , , ,PP PF X t S V XΣ ∆  в координатах 
состояния Х, внешних воздействиях и управ-
ляющих параметрах. Выделим составляющие, 
действующие на переднюю поверхность ин-
струмента T 3

1 2 3{ , , }F F F F= ∈ℜ  и на его задние 
грани Ò (3)

1 2 3Ô {Ô , Ô , Ô }= ∈ℜ . Вначале рассмо-
трим F. Будем следовать работам [1–3, 7, 8], т. е. 
учтем зависимость сил от площади срезаемого 
слоя, изменение давления стружки на переднюю 
поверхность от скорости резания, а также запаз-
дывание изменения сил по отношению к вари-
ациям площади. Тогда в скоростном диапазоне, 
соответствующем падающему участку сил при 
увеличении скорости, справедливо, что

(0) T
1 2 3{ , , }F F= χ χ χ , 

(0) (0) (0)/T dF dt F+ = (0) ( )
3 0 3 0 11( , , , / ) sinPV X dX dt t X t X∆

Σ
 = ρ ∆ Ω +χ ∆ Ω − × ×

× (0) ( )
3 0 3 0 11( , , , / ) sinPV X dX dt t X t X∆

Σ
 = ρ ∆ Ω +χ ∆ Ω − × 

 ( )
2 2 02{ ( ) ( ) cos } ,

t

t T

V v X d∆

−

× ξ − ξ +χ ∆ Ω Ωξ ξ∫

  

(3)

где 

({
) }

( )
3 03

3 3,

3,

1 exp cos

/ , ( ) 0,

0, ( ) 0

V X t

dX dt V t

V t

∆

Σ Σ

Σ

 ρ +m −ζ +χ ∆ Ω Ω −

 ρ = − ≥
 〈

ïðè

ïðè  
– 

давление стружки в [кг/мм2]; ρ – давление в об-
ласти больших скоростей; ζ – параметр, опреде-
ляющий крутизну уменьшения сил при 
возрастании скорости в [с/мм]; μ – безразмерный 

Рис. 1. Ориентация осей деформаций и сил: 
а – схема деформаций вершины инструмента; б – ориентация сил и деформаций в плоскости; в – изменение кинематических 

задних углов инструмента; г – изменения длины контакта кромок за счет колебаний

Fig. 1. Orientation of the deformations and forces axes: 
а – scheme of the tool tip deformations; б – orientation of the forces and deformation in the plane; в – change of the kinematic 

back clearances of the tool; г – change of the edges contact length due to vibrations

                                                 а                                                                                      б

                                                 в                                                                                      г
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коэффициент; (0)T  – параметр, определяющий 
запаздывание изменения сил резания; Т – время 
оборота детали в [с]; 2V , 3V  – соответственно 
скорости подачи и резания в [мм/с]; 2 2 / .v dX dt=  
Угловые коэффициенты , 1, 2, 3i iχ = , как и ( )

1
∆χ  в 

выражении (1), удовлетворяют условиям норми-
ровки. Система (3) учитывает отсутствие давле-
ния при реверсировании скорости резания.  

С помощью оператора { }( )
2 2 02( ) ( ) ( ) cos

t

P
t T

S t V v X d∆

−

= ξ − ξ +χ ∆ Ω Ωξ ξ∫   

{ }( )
2 2 02( ) ( ) ( ) cos

t

P
t T

S t V v X d∆

−

= ξ − ξ +χ ∆ Ω Ωξ ξ∫  учитывается влияние тра-

екторий на предыдущем обороте на формирова-
ние оборотной подачи. Частота вращения дета-
ли постоянна. Все параметры системы, в том 
числе (0)T , являются функцией координат со-
стояния. К тому же, как показывают эксперимен-
ты, всегда существует запаздывание в вариациях 
сил в направлении 3X  по отношению к силам в 
направлениях 1X  и 2X , т. е. 3 3( )tχ = χ − t  (здесь 
τ – время запаздывания). Параметр τ уменьшает-
ся при увеличении скорости резания и объема 
пластической деформации. Исследования [1, 
3–5, 43–45] показали, что (0)T  является функци-
ей физических и механических координат состо-
яния. Причем на (0)T  прежде всего влияет объем 
пластической деформации материала, прилега-
ющего к передней грани, который зависит от 
площади ( )S t  и скорости резания, изменяющей 
усадку стружки. Тогда 

 (0)

3

( ) ( )

( )

p pkS t t t
T

V t
= ,   (4)

где ( ) (0)
0 22 2( ) sin { / }

t

p
t T

S t X t V dX dt dt∆

−

= ∆ χ Ω + −∫ ; 

(0) ( )
0 11( ) sin ( )p pt t t X t X t∆= + ∆ χ Ω − ; k – коэффици-

ент размерности, мм–1; (0) ( )
3 0 33 3( ) cos /V t V X t dX dt∆= + ∆ χ Ω Ω −× 

×(0) ( )
3 0 33 3( ) cos /V t V X t dX dt∆= + ∆ χ Ω Ω − . В дальнейшем будем анализи-

ровать систему с постоянными технологически-

ми режимами, т. е. { }(0) (0) (0)
3 3 ñonst

t

p
t T

S V dt V T
−

= = =∫  

{ }(0) (0) (0)
3 3 ñonst

t

p
t T

S V dt V T
−

= = =∫ , (0) constpt =  и (0)
3 constV = .

Рассмотрим также силы Ò (3)
1 2 3Ô {Ô , Ô , Ô }= ∈ℜ 

Ò (3)
1 2 3Ô {Ô , Ô , Ô }= ∈ℜ , действующие на задние грани инструмен-

та. Они зависят от колебательных скоростей и 
определяют нелинейную диссипацию процесса. 

Силы Ô  (рис. 1, б) непропорционально возрас-
тают при уменьшении заднего угла ( )ta  и зави-
сят от длины контакта режущего лезвия с заго-
товкой. Тогда 

    ( )
( )

( )
1 0 2 0 22

(1)

(0) ( ) (2)
2 0 0 11

3 1 2

Ô cos /

exp ,

Ô sin exp ,

Ô (Ô Ô ),

t

t T

P

T

V X t dX dt dt

k

t X t X k

k

∆

−

a

∆
a

    = ρ +χ ∆ Ω Ω − ×   
   

 × − a


  = ρ +χ ∆ Ω − − a 
= +

∫

  (5)

где ρ0 – силы, приведенные к длине контак-
та в [кг/мм]; ka  – коэффициент изменения сил  
(в рад–1) от угла a(i), i = 1,2; kt – коэффициент, 
определяющий связь между силами, нормаль-
ными к образующей в области задних граней, и 
силами в направлении 3X ; 2V  – скорость про-
дольного суппорта в [мм/с]. 

Угол ( ), 1, 2i ia =  определяется (рис. 1, в) по 
формуле

 ( ) ( ) ( )
0 ( )i i i ta =a −∆a ,   (6)

где 
( )

0 1(1) 1
( )

3 0 33

cos /
( ) arctg

cos /

X t dX dt
t

V X t dX dt

∆

∆

χ ∆ Ω Ω −
∆a =

+χ ∆ Ω Ω −
; 

( )
2 0 2(2) 2

( )
3 0 33

cos /
( ) arctg

cos /

V X t dX dt
t

V X t dX dt

∆

∆

+χ ∆ Ω Ω −
∆a =

+χ ∆ Ω Ω −
; ( )

0
ia  – 

исходные в статике значения заднего угла. Если 
изменения деформаций отсутствуют и нет внеш-
них вибраций, то ( ) ( )

0 ñonsti ia ⇒a ≈ , так как 
3 2V V〉〉 . Модель учитывает, что вибрационные 

возмущения изменяют направление движения 
вершины инструмента. Если 1 0ϕ ⇒ , то вариа-
ции длины контакта лезвий за счет дополнитель-
ных колебаний практически равны им (рис. 1, г).

Уравнения (1)–(6) характеризуют возмущен-
ную динамику процесса резания, в которых па-
раметры динамической связи зависят как от вво-
димых колебаний, так и от координат состояния. 
В этом принципиальное отличие рассматривае-
мых уравнений динамики процесса резания от 
известных.

Преобразование динамических свойств 
системы в зависимости от вибрационных 

возмущений
Вначале коротко остановимся на свойствах 

невозмущенной системы, которые вытекают из 
представления параметров динамической связи 
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в координатах состояния, прежде всего, параме-
тра (0)T . Для конкретизации рассмотрим систему, 
имеющую следующие параметры. Инструмент: 

0, 025 0 0

0 0, 025 0

0 0 0, 025

m
 
 =  
  

 кг ∙ с2/мм; 

2, 5 0, 2 0,1

0, 2 1, 5 0, 08

0,1 0, 08 1, 5

h
 
 =  
  

 кг ∙ с/мм; 

1000 200 100

200 500 60

100 60 500

ñ
 
 =  
  

 кг/мм. 

Угловые коэффициенты: 1 0, 351,χ =  
2 0, 401,χ =  3 0, 847χ = . Технологические режи-

мы: глубина (0) 2, 5Pt = ìì , подача (0) 0,1PS = ìì,  
скорость резания (0)

3 2, 0V = ì / c . Собственные 
частоты подсистемы инструмента: 1

0,1 180 c ,−Ω =  
1

0,2 230 c−Ω = , 1
0,3 260 c−Ω = . Параметры дина-

мической связи, формируемой резанием, приве-
дены в таблице. 

На рис. 2 приведены два примера проекций 
фазовых траекторий на плоскость 1 1 / .X dX dt−  
На правых иллюстрациях дополнительно вве-
дена ось, показывающая изменение (0)T  вдоль 
траектории. Примеры характеризуют переход-
ные процессы установления притягивающих 
множеств деформационных смещений: а – асим-
птотически устойчивой точки равновесия; б – 
предельного цикла. Если (0)T  неизменна вдоль 
траектории, то свойства системы остаются не-
изменными во всем фазовом пространстве, и в 
зависимости от ρ существует диапазон измене-
ния (0)T , при котором равновесие неустойчиво. 
Он уменьшается при уменьшении ρ и, начиная 
с некоторого его значения, система становится 
устойчивой при всех (0)T . Поэтому асимптоти-
чески устойчивая точка равновесия в результате 
изменения (0)T  вдоль траектории может поте-
рять устойчивость, и по мере развития перио-

Параметры динамической связи процесса резания
The parameters of dynamic link of the cutting process

2

êã
,

ìì
ρ 0

êã
,

ìì
ρ

ñ

ìì
ka, рад–1 k, мм–1 m Òk t, с

300 20 0,05 100 5,0…10,0 0,5 0,2 0…0,001

дических движений переходить из области при-
тяжения равновесия в область ее отталкивания. 
В результате, как и в моделях Релея и Ван дер 
Поля, в системе формируется притягивающее 
множество типа предельного цикла (рис. 2, б).

Если в систему ввести дополнительные 
колебания, то ситуация принципиально ме-
няется. По мере увеличения частоты принци-
пиально изменяются эффекты от вводимых до-
полнительных колебаний. В низкочастотной 
области ( )(1) 1(0, 50 c )−Ω ∈  вдоль траектории на-
блюдается перестройка динамических свойств, 
проявляющаяся в том, что на некоторых участ-
ках траектория может потерять устойчивость 
(рис. 3). Тогда в ее окрестности образуются 
различные притягивающие множества от пре-
дельного цикла и инвариантного тора до ха-
отического аттрактора. На рис. 3, б в точке А 
траектория теряет устойчивость, затем наблю-
дается динамическая перестройка, после чего 
в точке B траектории возвращаются к единому 
аттрактору. На приведенном примере допол-
нительные колебания подаются в направле-
нии 1X  с амплитудой 0 0, 05X∆ = ìì  и частотой 

120 .−Ω = ñ  Если частоты колебаний соизмеримы 
с собственными частотами инструмента (множе-
ство (2) 1 1(50 c , 500 c )− −Ω ∈ , то в зависимости от 
амплитуды и частоты наблюдаются бифуркации 
притягивающих множеств. За счет колебаний па-
раметры системы, представленные в координатах 
состояния, имеют периодические составляющие. 
Тогда наблюдаются параметрические явления, 
например параметрическое самовозбуждение.

Типичным примером изменения топологии 
фазового пространства является преобразование 
предельного цикла в инвариантный тор, который 
после некоторой критической амплитуды преоб-
разуется в хаотический аттрактор (рис. 4). Ранее 
показано, что сценарием перехода к хаотическо-
му аттрактору является каскад бифуркаций удво-
ения периода [36]. Хаотические колебания фор-
мируются в низкочастотной области (рис. 4, в).
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Рис. 2. Примеры установления притягивающих множеств деформационных смещений  
в невозмущенной системе резания: 
а – ρ = 200 кг/мм2; б – ρ = 500 кг/мм2

Fig. 2. Examples of the attracting sets of the deformation displacement in the unperturbed  
cutting system: 

а – ρ = 200 кг/мм2; б – ρ = 500 кг/мм2

а

б

Рис. 3. Примеры притягивающих множеств деформаций вершины инструмента в низкочастотной  
области Ω(1): 

а – предельный цикл; б – сложная перестройка притягивающих множеств вдоль периодических движений

Fig. 3. Examples of the attracting sets of the tool tip deformations in low-frequency region Ω(1) : 
a – limit cycle; б – complex reorganization of the attracting sets along periodic movements

                                         а                                                                                                 б
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Рис. 4. Пример изменения свойств притягивающих множеств деформационных смеще-
ний инструмента в зависимости от дополнительных колебаний и параметров динами-

ческой связи, формируемой процессом резания

Fig. 4. Examples of the change of the attracting sets properties of the tool deformation dis-
placements depending on additional oscillations and parameters of the dynamic link are 

formed by the cutting process

а

б

в

Примеры временных реализаций (правые 
иллюстрации) и проекций фазовых траекторий 
на плоскость 1 1 /X dX dt−  (левые иллюстра-
ции) позволяют проанализировать изменения 
свойств в зависимости от колебаний. Они полу-
чены при условиях: частота колебаний в направ-

лении 1X  150 с–1; амплитуда 3,0 мкм (рис. 4, а); 
частота 300 с–1 и амплитуда 3,0 мкм (рис. 4, б). 
Траектории, изображенные на рис. 4, в, отлича-
ются от траекторий, представленных на рис. 4, б, 
тем, что параметр ka существенно увеличен,  
ka = 200. Здесь предельный цикл трансформиру-
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ется в двумерный тор, и, наконец, в притягиваю-
щее множество, характеризующее хаотическую 
динамику. Момент введения дополнительных 
колебаний обозначен круглой точкой.

В высокочастотной области (3) 1 1(500 c , 20 000 c )− −Ω ∈  
(3) 1 1(500 c , 20 000 c )− −Ω ∈ , лежащей за пределами полосы 

пропускания подсистемы инструмента, меха-
низмы влияния колебаний на динамику системы 
вновь меняются. Здесь наблюдаются эффекты, 
связанные с изменением усредненных по перио-
дам колебаний параметров динамической связи, 
формируемой процессом резания, в том числе с 
образованием постоянной составляющей в силах 

и деформациях. Постоянная составляющая и из-
менение параметров устанавливаются не мгно-
венно, а в течение времени, которое необходимо 
на динамическую перестройку (рис. 5). Время 
перестройки зависит от амплитуды высокоча-
стотных колебаний (рис. 5, а, б). На приведенных 
иллюстрациях – это переход из точки А в точку В. 

При увеличении амплитуды дополнитель-
ных колебаний установление нового стацио-
нарного состояния затягивается, но полностью 
устраняются автоколебания в низкочастотной 
области (рис. 5, б). Динамическое смещение 
точки равновесия зависит также от направления  

а

б
Рис. 5. Пример влияния высокочастотных вынужденных колебаний (частота 
равна 2000 Гц) на автоколебания в низкочастотной области и на динамиче-

ское смещение точки равновесия

Fig. 5. Examples of the influence of the high-frequency forced oscillations (fre-
quency equal 2000 Hz) on the self-oscillations in the low-frequency region and on 

the dynamic displacement of the point equilibrium 
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дополнительных колебаний. Кроме этого за счет 
дополнительных высокочастотных колебаний 
обнаружен эффект устранения колебательных 
смещений с частотой и направлением, отличным 
от вводимых колебаний. Он особенно заметен в 
среднечастотном диапазоне. 

Таким образом, дополнительные колебатель-
ные смещения могут существенно изменять де-
формационные смещения инструмента и оказы-
вать влияние на формируемую геометрическую 
топологию поверхности детали.

Результаты и их обсуждение

В зависимости от параметров дополнитель-
ных колебаний и динамических свойств систе-
мы резания могут принципиально изменяться 
свойства формообразующих движений. Их тра-
ектории складываются из траекторий исполни-
тельных элементов станка, траекторий вводи-
мых дополнительных колебаний и траекторий 
деформаций вершины инструмента относитель-
но заготовки в точке контакта с ней инструмен-
та. Математическая модель динамической связи, 
формируемая процессом резания, представля-
ется зависимостью сил от координат состояния 
(упругих деформаций и их скоростей) и внеш-
них воздействий. Внешние воздействия есть 
управляемые от ЧПУ траектории исполнитель-
ных элементов и дополнительные колебания. 
Эта связь описывается нелинейными уравнения-
ми. Поэтому наблюдаются следующие эффекты. 

1. Линеаризованное уравнение в вариациях 
относительно траектории формообразующих 
движений является уравнением с переменными, 
как правило, периодическими параметрами. По-
этому вдоль траектории при колебаниях низкой 
частоты (1)ω∈Ω  изменяются замороженные па-
раметры линеаризованных уравнений. Корни 
характеристического полинома этой системы 
могут периодически пересекать мнимую ось. В 
системе формируется сложная динамика чередо-
вания устойчивого и неустойчивого состояния, в 
результате чего вдоль траектории имеют место 
бифуркации притягивающих множеств дефор-
мационных смещений. Причем деформации 
имеют частоту, большую частоты возмущений. 
В среднечастотном диапазоне (2)ω∈Ω  это приво-
дит к образованию различных параметрических 
эффектов, например к параметрическому само-

возбуждению. Условие параметрического само-
возбуждения зависит от частоты и амплитуды 
внешних колебаний. В высокочастотной области 

(3)ω∈Ω , лежащей за пределами полосы пропу-
скания подсистемы инструмента (например в 
ультразвуковом диапазоне), в зависимости от 
амплитуды изменяются усредненные по перио-
дам колебаний параметры модели динамической 
связи, что изменяет динамику в низкочастотной 
области.

2. Вариации параметров вдоль траектории 
формообразующих движений за счет потери 
устойчивости вызывают изменение притягива-
ющих множеств деформационных смещений, в 
том числе их бифуркации. Поэтому при колеба-
ниях в низкочастотной области, обусловленных, 
например, биениями, могут формироваться до-
полнительные деформационные смещения. Они 
могут быть регулярными и хаотическими. Эти 
возмущения могут приводить не только к обра-
зованию волнистости, но и к ухудшению шеро-
ховатости формируемой поверхности. Это из-
вестный экспериментальный факт. 

3. Силы в области задних граней зависят не 
от колебательных смещений, а от их скоростей. 
Так как нелинейные функции связей не облада-
ют свойством центральной симметрии, то ус-
редненные характеристики, во-первых, зависят 
от параметров колебаний, во-вторых, они вызы-
вают формирование динамической постоянной 
составляющей в силах и колебательных скоро-
стях. Постоянные составляющие скоростей во 
времени изменяют деформации, которые варьи-
руют площадь срезаемого слоя. В результате об-
разуется сложная динамика в частотной области 
существенно ниже частот возбуждения. Этот 
эффект проявляется в среднечастотном и высо-
кочастотном диапазоне. Мы замечаем не только 
изменение траекторий формообразующих дви-
жений в высокочастотной области за счет низ-
кочастотных периодических возмущений, но и 
изменение колебаний в низкочастотной области 
при изменении дополнительных колебаний в об-
ласти высоких частот. Эти эффекты естественны 
для нелинейных систем, принцип суперпозиции 
для которых несправедлив. На рис. 6 и 7 пока-
заны примеры реконструированных топологий 
поверхностей (рис. 6, б и 7, б) по вычисленным 
траекториям формообразующих движений в 
направлении 1X . Представлена развертка, при-
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веденная к плоскости. Здесь 1l  – направление, 
нормальное к образующей поверхности; 2l  – на-
правление, нормальное к скорости подачи; 3l  – 
направление скорости подачи.

На рис. 6, а и 7, а представлены траектории 
формообразующих движений 1( )R t . С алгорит-
мами реконструкции топологии поверхности 
можно познакомиться в работе [38].

4. Динамическое смещение равновесия вы-
зывает изменение диаметра детали. Этим объ-
ясняется влияние высокочастотных колебаний 
на формируемый резанием диаметр, что также 
подтверждается известными эксперименталь-
ными исследованиями [27–32]. Кроме этого 
динамическое смещение равновесия вызывает 
изменение параметров системы, например (0)T  
в уравнении (4). Поэтому высокочастотные до-
полнительные колебания могут как способство-
вать стабилизации равновесия, так и потере его 
устойчивости. Все определяется эволюцией этого 
параметра, динамическими свойствами подси-
стем, а также параметрами динамической связи. 

Приведенный материал показывает, что про-
цесс резания представляет собой сложную нели-
нейную динамическую систему, в которой про-
являются практически все известные эффекты 
нелинейной динамики [40, 41]. Понятие сложно-
сти в данном случае понимается не в виде высо-
кого порядка дифференциальных уравнений,  
используемых для описания системы, а рас-
сматривается под углом зрения многообразия 
наблюдаемых эффектов. Они проявляются в 
бифуркации притягивающих множеств де-
формационных смещений, управлении свой-
ством деформационных смещений в низкоча-
стотной области за счет их варьирования в 
высокочастотной области и пр. Все эти эф-
фекты могут улучшать и ухудшать формируе-
мую резанием геометрическую топологию по-
верхности детали. Например, при усилении 
колебаний в направлениях, ортогональных к фор-
мируемому диаметру (направления 2X  и 3X ),  
может наблюдаться устранение колебаний  
в направлении 1,X  которые непосредственно 

Рис. 6. Пример геометрической топологии поверхности детали  
при регулярных колебаниях

Fig. 6. Geometric topology of the detail surface under the conditions of 
regular oscillations

a

б
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Рис. 7. Пример геометрической топологии поверхности детали  
при нерегулярных колебаниях

Fig. 7. Geometric topology of the detail surface under the conditions  
of irregular oscillations

а

б

изменяют диаметр. На диаметр влияет и дина-
мическая постоянная составляющая деформа-
ционных смещений, зависящая от амплитуды 
высокочастотных составляющих. Параметры 
микрорельефа могут зависеть от биений шпин-
деля и кинематических возмущений, лежащих 
в низкочастотной области. Интегральный  

оператор { }( )
2 02( ) ( ) cos ,

t

P
t T

S t V X d∆

−

= ξ +χ ∆ Ω Ωξ ξ∫  

формирующий величину оборотной подачи, яв-
ляется оператором скользящего среднего. Поэто-
му при установке частоты вращения шпинделя, 
равной или кратной частоте кинематических 
возмущений со стороны привода суппорта, вли-
яние этих возмущений на силы и деформацион-
ные смещения отсутствует. Важно отметить, что 
все эти эффекты зависят от технологических ре-
жимов. Например, увеличение припуска всегда 
способствует потере устойчивости системы. Ва-
риации скорости резания, подачи и глубины че-
рез изменение постоянной времени (4) изменя-
ют динамику системы. Следовательно, при 
управлении траекториями исполнительных эле-

ментов станка, например на станках с ЧПУ, не-
обходимо, во-первых, согласовать внешнее 
управление с внутренней динамикой системы 
резания, во-вторых, при проектировании траек-
торий исполнительных элементов учитывать до-
полнительные упругие деформационные смеще-
ния инструмента относительно заготовки. Кроме 
этого моделирование динамической системы по-
зволяет на основе использования имитационной 
модели создать новый класс систем динамиче-
ского мониторинга процесса резания, которые 
существенно дополнят известные системы [42].

Выводы

Вибрационные возмущения, существующие 
в станке в виде биений шпиндельной группы, 
кинематических и других возмущений, а также 
специально вводимые в зону резания колеба-
ния изменяют траектории формообразующих 
движений вершины инструмента относительно 
заготовки в точке контакта с ней инструмента. 
Они изменяют формообразующие движения не 
непосредственно, а в результате сложных упру-
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госиловых нелинейных взаимодействий и упру-
гих деформационных смещений. Показано, что 
возбуждаемые вибрации, во-первых, приводят 
к заметным вариациям траекторий простран-
ственных движений вершины инструмента от-
носительно заготовки, которые изменяют силы 
резания. Во-вторых, на эти траектории оказы-
вают влияние деформационные смещения, за-
висящие от динамических параметров взаимо-
действующих подсистем. Поэтому, в отличие от 
ранее выполненных исследований, параметры 
динамической связи резания необходимо рас-
сматривать зависящими от формируемых тра-
екторий. Причем функциональная связанность 
траекторий и сил в зависимости от частотного 
диапазона вибрационных возмущений, их раз-
маха и ориентации приводит к различным нели-
нейным эффектам, изменяющим динамику про-
цесса резания.

В низкочастотной области, лежащей ниже 
собственных частот колебательных контуров, 
формируемых подсистемами инструмента и за-
готовки, вдоль периодической траектории де-
формационных смещений возможна потеря 
устойчивости. Тогда в ее окрестности образу-
ются различные притягивающие множества де-
формационных смещений. Наблюдается их ди-
намическая перестройка в виде бифуркаций (как 
правило, преобразования предельного цикла в 
инвариантный тор и хаотический аттрактор). 
Такие преобразования формируют в геометри-
ческой топологии обрабатываемой поверхности 
периодические изменения шероховатости и вол-
нистости. Например, биения шпиндельной груп-
пы могут влиять не только на волнистость по-
верхности, но и на ее шероховатость, частотный 
состав которой существенно превышает частоту 
биений. 

В среднечастотном диапазоне, расположен-
ном в области вариации собственных частот 
колебательных контуров взаимодействующих 
подсистем, вводимые колебания приводят к раз-
личным эффектам, из которых можно выделить 
два наиболее важных. Во-первых, они приво-
дят к параметрическим эффектам, например к 
эффекту параметрического самовозбуждения, 
изменяющему диаграммы устойчивости в па-
раметрическом пространстве технологических 
режимов. Так, по мере увеличения скорости 
резания вместо традиционного увеличения за-

паса устойчивости наблюдаются периодически 
повторяющиеся области устойчивости, сле-
довательно, рациональные значения скорости 
резания. Во-вторых, они вызывают взаимное 
влияние отдельных частотных составляющих 
периодических движений, приводящее к син-
хронизации и асинхронному взаимодействию 
колебательных смещений. Это приводит к ви-
брационному устранению некоторых притя-
гивающих множеств, например, предельных 
циклов, к образованию супернизкочастотных 
колебательных смещений, к формированию ди-
намической постоянной составляющей и пр. Все 
эти обнаруженные эффекты не только изменяют 
траектории формообразующих движений, но и 
зависящую от них геометрическую топологию 
формируемой резанием поверхности. При этом 
изменяются и (или) образуются не только волни-
стость и шероховатость поверхности, но и изме-
няется за счет динамического смещения диаметр 
формируемой резанием детали. 

В высокочастотной области, лежащей за 
пределами полосы пропускания колебательных 
контуров взаимодействующих подсистем, высо-
кочастотные колебания изменяют параметры и 
свойства динамической связи в низкочастотной 
области. Это связано с эффектом усреднения по 
периодам колебаний периодических составляю-
щих сил. Как правило, эти колебания стабилизи-
руют траектории формообразующих движений 
в среднечастотном и низкочастотном диапазоне. 
Однако выявлены случаи ухудшения динамики 
системы при возбуждении высокочастотных ко-
лебаний, особенно в направлении, нормальном к 
поверхности резания. 

Частотный состав управляемых от ЧПУ траек-
торий движений исполнительных элементов стан-
ка ограничен полосой пропускания серводвига-
телей. Поэтому непосредственное управление 
деформационными смещениями инструмента 
относительно заготовки в широком частотном 
диапазоне не представляется возможным. Одна-
ко эти траектории, задающие технологические 
режимы, можно рассматривать как параметры, 
управляющие свойствами динамической систе-
мы резания. В синергетической терминологии 
они определяют параметры порядка в системе. 
В связи с этим при составлении программ для 
станков с ЧПУ необходимо не только обеспе-
чивать требуемые траектории исполнительных 
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элементов станка, но и согласовать внешнее 
управление с внутренней динамикой системы 
(устойчивостью, притягивающими множества-
ми деформационных смещений и их преобра-
зования в геометрическую топологию обраба-
тываемой заготовки). Причем это согласование 
зависит от реальных параметров биений шпин-
дельной группы, кинематических и других воз-
мущений.

Если в систему резания вводятся дополни-
тельные управляемые колебания, то для по-
вышения качества изготовления деталей не-
обходимо учитывать сложные нелинейные 
взаимодействия, которые могут улучшать и 
ухудшать формируемую резанием геометриче-
скую топологию поверхности.
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A B S T R A C T

Introduction. Vibrations always accompany the cutting process and affect the quality parameters of the parts 
and the state of the cutting process is estimated by the intensity of tool wear. Vibrations, generated by the machine 
itself (spindle group beats, kinematic perturbations, variations of the allowance, etc.), as well as specially controlled 
vibrations, introduced into the cutting zone to improve the quality of parts manufacturing, are considered in the 
paper. The trajectories of shape-generating movements depend on the trajectories of the executive elements of 
the machine, additional vibrations and elastic deformation displacements of the tool relative to the workpiece are 
changed by the vibrations. The trajectories of shape-generating movements are the main factor in the formation 
of the geometric topology of the part surface in the unity of geometric accuracy, waviness and surface roughness. 
However, to date, there is no consensus about the infl uence of vibrations on the quality parameters of the part. 
Method of research. The infl uence of vibrations on the trajectory of shape-generating movements of the tool tip 
relative to the workpiece is considered on the basis of mathematical modeling of the dynamic cutting system in the 
paper as the main factor determining the geometric topology of the part. In contrast to the well-known works, fi rst, 
the dynamic link parameters are provided in the state coordinates. Secondly, the machines infl uence of the vibration 
perturbances on dynamic properties (for instance stabiliti) and machining result (primly geometric topology) is 
considered. Results and discussion. The simulation results, revealing the effects of nonlinear dynamics, which can 
cause both improvement and deterioration of the parameters of geometric topology, are presented. These effects 
appear in the formation of a dynamic constant component of deformation displacements, in the formation of the 
various attracting sets of deformation displacements along the trajectory and its bifurcations. The ways of improving 
the quality of the surface formed by the cutting process taking into account agreement of the input and (or) existing 
naturally external perturbations with the properties of the dynamic system and CNC-controlled trajectories of the 
executive elements of the machine are outlined. The aim of the research is to improve the effi ciency of the process 
in terms of the quality of parts manufacturing. It can also be used to dynamically monitor state of the process during 
machining, such as tool wear.

For citation: Zakovorotny V.L., Gvindjiliya V.E. The infl uence of the vibration on the tool shape-generating trajectories when turning. 
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