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Введение

После опубликования работ [1, 2] многие 
проблемы динамики систем различной природы, 
взаимодействующих с различными средами, ста-
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А Н Н О ТА Ц И Я

Введение. Одним из направлений повышения эффективности обработки на станках является 
согласование программы ЧПУ с изменяющимися свойствами динамической системы резания. Если при этом 
учитывается износ инструмента и связанные с ним изменения параметров динамической системы резания, 
то скорость резания для обеспечения минимального значения интенсивности изнашивания уменьшается 
по пути резания. Соответствующая скорость подачи уменьшается еще быстрее, так как необходимо 
обеспечивать постоянство деформационных смещений инструмента относительно заготовки. Эволюция 
свойств процесса резания, для согласования с которыми выполняется коррекция траекторий исполнительных 
элементов станка, зависит от мощности необратимых преобразований подводимой к резанию энергии. 
При этом уменьшается эффективность обработки. Поэтому формулируется новая для рассматриваемой 
предметной области проблема определения координат перемещения инструмента относительно заготовки, 
начиная с которых дальнейшая обработка экономически нецелесообразна. В этом случае необходимо после 
обработки очередной детали обеспечить замену инструмента и выполнить его переналадку. Предмет. 
Металлорежущий станок токарной группы, траектории исполнительных элементов которого управляются, 
например, системой ЧПУ.  Цель работы. Математическое моделирование и методика определения 
координат, при которых необходимо делать замену инструмента. Метод и методология проведения работы. 
Доказаны необходимые условия оптимальности определения этих координат. Приводится математический 
инструментарий, позволяющий по заданным траекториям вычислить координаты, при которых приведенные 
затраты на изготовление принимают минимальное значение. При этом учитываются вероятностные 
характеристики эволюционных траекторий. Результаты и обсуждения. Приводится анализ эффективности 
использования методики в промышленности в зависимости от стоимости затрат на станок и инструмент 
вместе с его заменой и переналадкой. Доказанные условия оптимальности и приведенный математический 
инструментарий дополняют знания об оптимизации управляемых процессов обработки на станках. Выводы. 
Результаты исследования показывают новые варианты организации замены инструментов, направленные на 
повышение эффективности обработки программными методами с помощью системы ЧПУ. 
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ли рассматриваться с учетом их эволюционных 
изменений и самоорганизации [3–7]. Показано, 
что при управлении сложными взаимосвязанны-
ми системами эффективно использовать синер-
гетическое согласование внешнего управления 
с внутренней динамикой управляемой системы 
[3]. Применительно к  обработке на станках – 
это согласование траекторий исполнительных 
элементов станка (ТИЭС) с динамической си-
стемой резания (ДСР) [8–10], свойства которой 
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изменяются в зависимости от развития износа 
режущего инструмента и выделяемой мощности 
в зоне резания [8–14]. Принимаются во внимание 
два обстоятельства. Во-первых, свойства ДСР 
изменяются в зависимости от износа инстру-
мента и подводимой к резанию энергии [8–10]; 
во-вторых, эволюционные изменения приводят 
не только к динамической перестройке свойств 
резания, но и изменяют технологические режи-
мы, при которых интенсивность изнашивания 
инструмента минимальна. Изменяется и геоме-
трическая топология поверхности детали. Эти 
изменения вытекают, прежде всего, из термоди-
намической природы изнашивания и зависимо-
сти скорости изнашивания от вводимой в зону 
резания энергии механической системы [18–24]. 
Такие особенности процесса резания привели 
к созданию различного класса систем управле-
ния процессом обработки на металлорежущих 
станках [25–34]. Например, если опираться при 
выборе оптимальной скорости резания на су-
ществование оптимальной температуры в зоне 
контакта граней инструмента с заготовкой, то 
оптимальной температуре должна соответство-
вать оптимальная мощность потребляемой в 
зоне резания энергии. Тогда обеспечению оп-
тимальной мощности по мере развития износа 
должно соответствовать монотонное уменьше-
ние скорости резания. При этом для стабилиза-
ции упругих деформаций должна уменьшаться 
величина подачи, т. е. скорость подачи долж-
на уменьшаться еще быстрее по пути резания 
[8–10]. Уменьшение ТИЭС по пути резания 

приводит к тому, что дальнейшая обработка на 
малых скоростях резания и подачах становит-
ся нецелесообразной. Поэтому формулируется 
новая задача определения координат, в которых 
необходимо делать замену инструмента – про-
блема, близкая синтезу систем оптимального 
быстродействия, которая решается, например, 
на основе использования принципа максимума  
Л. Понтрягина [35, 36]. Подобная задача реша-
лась авторами применительно к сверлению глу-
боких отверстий малого диаметра [37]. Однако 
в случае обработки она имеет особенности, рас-
смотрению которых посвящена статья. Целью 
статьи является разработка математических ал-
горитмов и методик, позволяющих определить 
эти координаты.

Методика исследований
Математическая формулировка

Ограничимся рассмотрением продольного 
точения на станках токарной группы. Приве-
денные результаты легко обобщаются на другие 
виды обработки: фрезерование, сверление, в том 
числе сверление глубоких отверстий [37]. Пусть 
заданы: общий путь движения вершины инстру-
мента L, который определяется суммой (рис. 1) 

 
1

i n

i
i

L l
=

=
= ∑ .  (1)

Путь L  эквивалентен партии деталей.  
Поставим задачу определения координат ( )il  

Рис. 1. Схема определения координат переключения циклов обработки
Fig. 1. Scheme for determining the coordinates of processing switching cycles
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вдоль траектории перемещения инструмента L  
( (1)

1l l= , (2)
1 2l l l= + , (3)

1 2 3l l l l= + + , …

)( 1)n
nl L l− = − , при которых затраты на изготов-

ление партии деталей минимальны. Они опреде-
ляются суммой затрат на собственно резание и 
на замену инструмента и его переналадку. При 
этом заданы траектории скорости по пути ( )iV l , 
изменяющиеся в зависимости от текущего изно-
са инструмента. Начальное значение скорости 

0 ñînst.V =  Траектория скорости резания ( )
ð ( )i

iV l  
по пути вычислена таким образом, что интен-
сивность изнашивания инструмента является 
минимальной [10]. Методика вычисления ба-
зируется на гипотезе о связи интенсивности из-
нашивания с мощностью необратимых преобра-
зований энергии. Оптимальной мощности 
соответствует оптимальная температура – это 
область перехода от превалирующего адгезион-
ного к диффузионному изнашиванию инстру-
мента [7, 24]. Скорости ( )

ð ( )i
iV l  соответствует 

скорость подачи ( )iV l , которая ограничена 
сверху предельным значением, влияющей на 
формируемую резанием шероховатость поверх-
ности. Однако в ходе эволюции за счет износа 
инструмента и связанного с ним увеличения 
объема пластической деформации в зоне реза-
ния величину подачи необходимо уменьшать. 
Поэтому траектория скорости подачи   по пути 
резания уменьшается быстрее траектории ско-
рости резания [10].

При заданных скоростях Vi(l) затраты З на об-
работку определяются по формуле

1 2Ç ( , , ..., )nl l l= ℑ =

 1 2
1 0

( 1)
( )

ili n

ii

d
ñ n ñ

V

=

=

ξ
= + −

ξ∑ ∫ ,  (2)

где 1ñ  – стоимость станкоминуты в [ ]ðóá/ìèí ; 

2ñ  – стоимость замены инструмента вместе с 
его настройкой. Аналогичную структуру стои-
мости имеет сверление глубоких отверстий  
малого диаметра спиральными сверлами, но в 
этом случае переключению цикла обработки 
соответствуют затраты на вывод инструмента 
из зоны резания для его очистки от стружки [37]. 

Решение задачи сводится к вычислению il , при ко-
торых Ç min⇒ . 

Необходимые условия оптимальности  
Алгоритм вычисления

Скорость в силу указанных выше обстоя-
тельств является монотонно убывающей функ-
цией. Покажем, что в этом случае оптимальным 
координатам переключения циклов соответству-
ют равные между собой скорости резания. При-
чем эти скорости равны при различных моно-
тонно изменяющихся функциях ( )i iV l ∈ℵ0 . 
Множество ℵ0  является множеством фазовых 

траекторий скоростей, при которых одновремен-
но выполняется условие минимума интенсивно-
сти изнашивания и обеспечения заданного каче-
ства изготовления детали. 

При решении задачи вначале зафиксируем 
количество переключений n  и для заданных n   
и L  определим координаты переключений, при 
которых в (2) 1 2( , , ..., ) minnl l lℑ =  при усло-

вии, что дополнительно выполняется требова-
ние (1). Очевидно, если при определении опти-
мальных координат не накладывать условия (1) 
и не зафиксировать n , то задача не имеет смыс-
ла.  Если зафиксировать 1 2( , , ..., )n il l lℑ = ℑ , то 
полученная поверхность может пересекаться 

гиперплоскостью 1 2
1

( , , ..., )
i n

n i
i

L l l l l
=

=
= ∑  (рис. 2). 

Если уменьшать iℑ , то линии пересечения по-
верхности 1 2( , , ... )i nl l lℑ  с гиперплоскостью 
представляют выпуклые замкнутые траекто-
рии, которые вырождаются в точку 

0 1 2( , , ..., )nl l lℑ , которой соответствуют иско-
мые координаты. Причем поверхности 

1 2( , , ..., )i nl l lℑ  являются выпуклыми, так как 
по мере развития износа функция изменения 
скорости является монотонно убывающей. Сле-
довательно, единственной оптимальной точкой, 
в которой выполняется условие Ç min⇒ , явля-
ется условие касания гиперповерхности 

1 2( , , ..., )nl l lℑ  и гиперплоскости 1 2( , , ..., )nL l l l  
(рис. 2). Следовательно, для этой точки 

0 1 2( , , ..., )nl l lℑ  справедливо
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Рис. 2. Схема, поясняющая пересечение гиперплоскости 1 2( , ,..., )nL l l l  и гиперпо-
верхности 1 2( , ,..., )nl l lℑ

Fig. 2. Diagram explaining the intersection of a hyperplane 1 2( , ,..., )nL l l l  and a hyper-
surface 1 2( , ,..., )nl l lℑ

1 2( , , ..., ) /n il l l l∂ℑ ∂ ≡

 1 2( , , ..., ) /n iL l l l l≡ ∂ ∂ , (3)

откуда сразу получаем 

 ( ) ( ), , 1, 2, 3, ...,i i s sV l V l i s n= ⇒ . (4)   

Условие (4) позволяет упростить вычисле-
ние координат, а также физически реализовать  
систему, обеспечивающую условие Ç min⇒ . 
Причем это условие принимает во внимание фи-
зические и экономические требования к опти-
мальности. Условие оптимальности будет доста-
точным, если дополнительно из (2) определить n, 
при котором Ç min⇒ . Ранее в [10] предложена 
аппроксимация изменения скорости  по пути ре-
зания в виде экспоненциальной функции 

 

( )
0

( )
0

( ) exp[ ],

4
0, , ( ) ,

i
i i i

i
i i

i

V l V l

l V l

= −α

 ∈ ∈ℵ α 

  (5) 

где 0V  – начальное значение скорости в [м/с];  
iα  – параметр в [м–1]. В дальнейшем, не нару-

шая общности, будем считать аппроксимацию (5) 
справедливой.  

В работах [8–10] было показано, что траекто-
рии (5), определяемые эволюционными свой-
ствами системы, являются чувствительными к 
малым вариациям исходных параметров и к не-

управляемым возмущениям, например биениям. 
Поэтому при неизменной начальной скорости 0V  

параметр iα  может варьироваться. Его есте-
ственно рассматривать в виде гауссовой случай-
ной величины с математическим ожиданием 

[ ]iM α = α  и дисперсией ασ . Тогда по математи-

ческому ожиданию Ç( )n  для (2) с учетом (5) 
имеем зависимость приведенных затрат на изго-
товление партии деталей от количества пере-
ключений n:

 



1

0

Ç( ) ( ) exp 1
ñ L

n n
nV

  = ℑ = α − +    α

 ( 1)ñ+ − 2n . (6)

Очевидно, что (6) при варьировании n  имеет 
минимум, которому соответствует оптимальная 

минимальная скорость 


0,1 0
0

exp
L

V V
n

 α
= −  

 
. 

Здесь 0n  – количество переключений, доставля-
ющее минимум (6). Если учесть доказанное не-
обходимое условие оптимальности (4), то из (6) 
вычисляется оптимальное значение 0n  и соот-

ветствующая оптимальная скорость 0,1V . Затем 
вычисляются il , соответствующие  ( 3 , 3 )i α αα ∈ α − σ α + σ 

 ( 3 , 3 )i α αα ∈ α − σ α + σ , которые характеризуют множество ℵ(l) . 
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Они определяются по очевидной зависимости 
0,1

0,1 0
1

ln ,i
i o

V
l V V

l V

 
= − 〈 

  . Причем всем 

il ∈ℵ(l)  соответствуют скорости 0,1 constV = . 

Результаты и их обсуждение

Пример определения оптимальных  
координат переналадки инструмента

Приведем пример эффективности методики 
выбора траекторий скорости и переключений 
циклов обработки для продольного точения вала 
D = 8,0 мм из стали 08Х15Н24В4ТР неперетачи-
ваемыми пластинами фирмы SANDVIK 
Coromant из твердого сплава GC2015, форма 
пластины – «W». Глубина резания (0)

ð 2, 0t = ìì ; 

начальная подача (0)
ð 0,1S = ìì / îá ; начальная 

скорость резания 0 1, 2V = ì / ñ . Длина вдоль 
оси 38,0 мм, путь резания одной детали 9,5 м, 
общий путь 840L = ì . Математическое ожида-
ние пути резания до критического износа 0,8 мм 
при неизменных оптимальных режимах резания 
20 м. Параметры α , характеризующие эволю-
цию: 

1
1 0,1 −α = ì , 

1
2 0, 01 −α = ì . Величина 

дисперсии этого параметра: 0,1 iiσ = α . Параме-
тры стоимости 1c , 2c  приняты в условных еди-
ницах стоимости к единице времени. Для этого 
случая на рис. 3 показаны зависимости стои-
мостной эффективности от числа переключений 
n . Здесь красными кругами и пунктирной лини-
ей выделены оптимальные значения числа пере-
ключений в зависимости от стоимости  
замены и переналадки инструмента 2 1c sc= .  
В любой реальной системе обычно выполняется 
условие 2 1c c〉 , так как в 2c  входит стоимость 
эксплуатации станка. Если 2 0c = , то оптималь-
ным является n → ∞ . Тогда затраты приближа-
ются к своему предельному минимальному  
значению З0 (показано синим цветом), определя-
емому гипотетическим случаем обработки неиз-
нашиваемым инструментом на постоянных ре-
жимах: (0)

ð 0,1  = S = ìì / îá ñînst , 0 1, 2V = ì / ñ . 

Оптимальные значения числа переключений  
зависят также от параметров α , характеризую-

щего изменение интенсивности изнашивания  
по пути резания.  Как показано ранее [10], пара-
метр α , являющийся интегральной оценкой эво-
люционных свойств процесса резания, зависит 
от динамических свойств этого процесса, в том 
числе от формируемых аттракторов деформаци-
онных смещений инструмента относительно за-
готовки. Они изменяются в ходе развития износа 
инструмента.

При анализе, как правило, n  является не це-
лым, поэтому оптимальное количество переклю-
чений естественно взять в виде ближайшего це-
лого значения. Кроме этого необходимо 
дополнительно согласовать путь, соответствую-
щий переключению, с длиной перемещения вер-
шины инструмента при обработке конкретной 
детали.  Приведенный пример иллюстрирует оп-
тимизацию переключения циклов обработки для 
случая, когда параметры эволюционных траек-
торий изменения режимов постоянны и соответ-
ствуют математическим ожиданиям α . Так как в 

реальной системе  ( 3 , 3 )i α αα ∈ α − σ α + σ , то 
случайным распределением характеризуется и 

множество il ∈ℵ(l) . На рис. 4 

1,0( )à V α= α − σ , 


1,0( )b V= α , 

1,0( )c V α= α + σ . Согласно доказан-

ному положению (3) и (4) всем координатам il , 
обеспечивающим минимум затрат на изготовле-
ние партии деталей, соответствуют постоянные 
скорости 1,0V , при которых необходимо выпол-

нять замену инструмента (рис. 4). Поэтому за-
мену инструментов необходимо осуществлять 
не в координатах перемещения, а в их скоростях 

1,0 constV = .

Результаты и их обсуждение

В настоящее время программы ЧПУ для об-
работки деталей остаются неизменными при об-
работке партии деталей независимо от развития 
износа инструмента. Развитие износа изменяют 
параметры динамической системы резания и, 
как следствие, изменяют ее свойства, влияющие 
на интенсивность изнашивания инструмента и 
параметры качества обрабатываемых деталей. 
Поэтому необходимо согласовать ТИЭС с эво-
люционно изменяющимися свойствами процес-
са резания. В этом случае ТИЭС определяются 



OBRABOTKA METALLOV

Vol. 23 No. 1 2021 61

EQUIPMENT. INSTRUMENTS

Рис. 3. Диаграммы изменения стоимости изготовления партии  
из ста деталей в условных единицах в зависимости от числа пере-

ключений циклов обработки
Fig. 3. Diagrams of changes in the cost of manufacturing a batch of one 
hundred parts depending on the number of processing switching cycles 

in conventional units

Рис.4. Связь координат переключе-
ния с изменениями α

Fig. 4. The relationship of switching 
coordinates with the changes α

не на основе фиксированных значений техноло-
гических режимов, а на их траекториях, согла-
сованных с эволюционно изменяющимися свой-
ствами динамической системы резания. Такое 
согласование позволяет минимизировать интен-
сивность изнашивания инструмента при выпу-
ске деталей требуемого качества. Оно приводит 
к необходимости уменьшения вектора скорости 
по направлению движения вершины инструмен-
та. Таким образом, при неизменности упруго-
диссипативных свойств подсистем инструмента 
и заготовки условию согласования соответству-
ют монотонные уменьшения как скорости ре-
зания, так и в еще большей степени скорости 
продольной подачи. Поэтому для обеспечения 
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экономической оптимальности процесса обра-
ботки формулируется новая для рассматривае-
мой предметной области задача определения та-
ких координат переналадки инструментальной 
подсистемы, при которых затраты на изготовле-
ние партии деталей являются минимальными. 
Приведенный математический инструментарий, 
алгоритмы и доказанные необходимые условия 
оптимальности позволяют решать эту проблему. 

Пример изменения оптимальных координат 
переналадки инструментальной подсистемы  по-
казал, что они зависят от соотношения стоимо-
сти станкоминуты станка во время собственно 
процесса резания и стоимости замены и перена-
ладки режущего инструмента. При возрастании 
стоимости переключений уменьшается их число 
и возрастает путь резания в каждом цикле. На 
число переключений и путь резания оказывает 
влияние и интенсивность процесса деградации 
процесса обработки, которая характеризует-
ся параметром α. На него влияют необратимые 
преобразования энергии в области сопряжения 
задней грани инструмента с заготовкой.  Они 
зависят как от упруго-диссипативных свойств 
взаимодействующих через резание подсистем, 
эволюционно изменяющихся параметров фор-
мируемой резанием динамической связи, так и 
от неуправляемых возмущений, например, бие-
ний шпинделя. Причем, как показано нами ра-
нее [8–10], траектории необратимых преобразо-
ваний энергии по пути резания могут обладать 
высокой чувствительностью к малым вариациям 
параметров системы и к параметрам неуправля-
емых возмущений. 

Разработанная методика апробирована в ус-
ловиях ПАО Роствертол при точении вала шту-
цера гидросистемы вертолета МИ-29 из стали 
08Х15Н24В4ТР. Не останавливаясь на деталях, 
отметим следующие практические результаты.  
Вследствие использования согласованных с эво-
люцией ТИЭС, а также оптимальных алгорит-
мов переключения циклов обработки получены 
следующие практические результаты: количе-
ство обработанных деталей между переналад-
кой инструментальных систем по традиционной 
программе составило 3 детали, по адаптирован-
ной программе – 8 деталей; среднее машинное 
время на обработку одной детали увеличилось 
в 1,7 раза. Приведенные затраты при изготовле-
нии партии из 100 деталей уменьшились в 1,3 

раза. Важно отметить, что приведенная эффек-
тивность получена программными методами без 
изменения инструмента и условий обработки. 
Разработанная методика и математический ин-
струментарий можно распространить на реше-
ние задач управления другими эволюционными 
процессами обработки [37].

Заключение

При создании программы ЧПУ с учетом со-
гласования траекторий исполнительных эле-
ментов станка с эволюционными изменениями 
свойств процесса резания приходится считаться 
с тем, что скорость резания и соответствующая 
ей скорость подачи имеют тенденцию к сниже-
нию их значений по мере развития износа ин-
струмента. Поэтому для эффективности обра-
ботки необходимо определить по пути резания 
координату, в которой следует осуществить за-
мену инструмента. Эта координата выбирается 
из условия минимизации приведенных затрат 
на изготовление партии деталей. Для реализа-
ции выбора координаты предложено математи-
ческое моделирование процесса, доказаны не-
обходимые условия оптимальности и приведена 
методика вычисления оптимальных координат, 
при которых необходимо осуществить замену 
инструмента. Показано, что оптимальным коор-
динатам переключения соответствуют равные 
между собой минимальные скорости резания по 
направлению движения вершины инструмента. 
Они зависят от соотношения стоимостей машин-
ного времени и стоимости замены инструментов 
(стоимости переключения циклов обработки). 
Приведены результаты численного моделирова-
ния и промышленной апробации разработанных 
алгоритмов, показывающие, что без изменения 
свойств инструментов, состояния станков и про-
чее только программными методами можно уве-
личить стоимостную эффективность обработки 
в 1,2–1,3 раза.
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A B S T R A C T

Introduction. One of the ways to improve the effi ciency of processing on machines is to coordinate the CNC 
program with the changing properties of the dynamic cutting system. If this takes into account the tool wear and 
the associated with it changes in the parameters of the dynamic cutting system, then the cutting speed to ensure the 
minimum wear rate is reduced along the cutting path. The corresponding feed rate is reduced even faster, since it is 
necessary to ensure a constant deformation displacement of the tool relative to the workpiece. The evolution of the 
properties of the cutting process (for matching with which the trajectories of the operating elements of the machine 
are corrected) depends on the power of irreversible transformations of the energy supplied to cutting. This reduces 
the processing effi ciency. Therefore, a new for the considered subject area problem of determining the coordinates 
of the tool movement relative to the workpiece is formulated, starting from which further processing is economically 
inexpedient. In this case, it is necessary, after processing the next part, to ensure the replacement of the tool and carry 
out its changeover. Subject. A metal-cutting machine of a turning group, the trajectories of the executive elements 
of which are controlled, for example, by a CNC system. The purpose of the work. Mathematical simulation and 
methods for determining the coordinates at which it is necessary to replace the tool. Method and methodology. The 
necessary conditions for the optimality of determining these coordinates are proved. Mathematical tools are provided 
that allow calculating the coordinates at which the given manufacturing costs take the minimum value according to 
the given trajectories. The probabilistic characteristics of evolutionary trajectories are taken into account. Results 
and discussions. The analysis of the effi ciency of using the technique in industry depending on the cost of the 
machine and tool together with its replacement and readjustment is given. The proven optimality conditions and the 
given mathematical tools complement the knowledge about the optimization of controlled machining processes on 
machines. Conclusions. The results of the study show new options for the organization of tool replacement, aimed 
at improving the effi ciency of processing by software methods using a CNC system.

For citation: Zakovorotny V.L., Gvindjiliya V.E. Determination of optimal coordinates for switching processing cycles on metal-cutting 
machines. Obrabotka metallov (tekhnologiya, oborudovanie, instrumenty) = Metal Working and Material Science, 2021, vol. 23, no. 1, pp. 56–
67. DOI: 10.17212/1994-6309-2021-23.1-56-67. (In Russian).
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