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Введение. Окончательное качество изделий формируется на финишных операциях, к числу которых 
относится процесс шлифования. Известно, что при шлифовании хрупких материалов стоимость шлифо-
вальных работ существенно возрастает. Уменьшить разброс показателей качества изделий при шлифовании 
хрупких материалов, а также повысить надежность и эффективность операции возможно путем выбора оп-
тимальных параметров технологической системы на основе динамических моделей процесса. Однако для 
описания закономерностей удаления частиц хрупкого неметаллического материала и износа поверхности 
шлифовального круга в зоне контакта известные модели не позволяют учитывать особенности процесса, 
при котором сочетаются микрорезание и хрупкое скалывание материала. Цель работы: создание новой ве-
роятностной модели удаления поверхностного слоя при шлифовании хрупких неметаллических материалов. 
Задачей является исследование закономерностей удаления частиц хрупкого неметаллического материала в 
зоне контакта. В работе удаление материала в зоне контакта в результате воздействия микрорезания и хруп-
кого скалывания рассмотрено как случайное событие. Методами исследования являются математическое 
и физическое моделирование с использованием основных положений теории вероятности, законов распре-
деления случайных величин, а также теории резания и теории деформируемого твердого тела. Результаты 
и обсуждение. Разработанные математические модели позволяют проследить влияние на съем материала 
наложения единичных срезов друг на друга при шлифовании отверстий керамических материалов. Предло-
женные зависимости показывают закономерность съема припуска в пределах дуги контакта шлифовального 
круга с заготовкой. Рассмотренные особенности изменения вероятности удаления материала при контак-
те обрабатываемой поверхности с абразивным инструментом и предложенные аналитические зависимости 
справедливы для широкого диапазона режимов шлифования, характеристик кругов и ряда других техноло-
гических факторов. Полученные выражения позволяют найти величину съема материала также для схем тор-
цевого, плоского и круглого наружного шлифования, для чего необходимо знать величину приращения съема 
за счет хрупкого разрушения в процессе развития микротрещин в поверхностном слое. Одним из путей 
определения величины этого приращения является имитационное моделирование процесса трещинообразо-
вания с помощью ЭВМ. Представленные результаты подтверждают перспективность развиваемого подхода 
к моделированию процессов механической обработки хрупких неметаллических материалов.
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Введение

Конструкционные неметаллические матери-
алы, такие как керамика, стекло, кварц, ферриты, 
ситаллы находят все более широкое применение 
в промышленности благодаря своей высокой 

твердости, прочности и износостойкости. Одна-
ко эти материалы обладают также высокой хруп-
костью, что значительно усложняет их обработ-
ку. Параметры качества изделий, определяющие 
их функциональную пригодность и эксплуата-
ционные характеристики, окончательно форми-
руются на финишных операциях, к числу кото-
рых относится процесс шлифования. Известно, 
что при шлифовании металлов стоимость шли-
фовальных работ занимает в среднем 15…25 % 
от общих затрат на изготовление изделий [1], 
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при обработке хрупких материалов эта цифра 
существенно возрастает.

Процессы шлифования имеют сложную сто-
хастическую природу [2], что приводит к раз-
бросу показателей качества изделий, снижению 
надежности, производительности и экономич-
ности технологического процесса. Уменьшить 
разброс показателей качества изделий при шли-
фовании хрупких материалов, а также повысить 
надежность и эффективность операции возмож-
но путем выбора оптимальных параметров тех-
нологической системы на основе динамических 
моделей процесса.

Разработке динамических моделей для раз-
личных процессов абразивной обработки по-
священо большое количество исследований 
[3–15]. Однако для описания закономерностей 
удаления частиц хрупкого неметаллического 
материала и износа поверхности шлифовально-
го круга в зоне контакта известные модели не 
позволяют учитывать особенности процесса, 
при котором сочетаются микрорезание-скалы-
вание и хрупкое объемное разрушение матери-
ала. В этой связи целью работы является соз-
дание новой вероятностной модели удаления 
поверхностного слоя при шлифовании хрупких 
неметаллических материалов. Задачей служит 
исследование закономерностей удаления ча-
стиц хрупкого неметаллического материала в 
зоне контакта.

Методика исследований

Моделирование процесса

Для получения зависимостей, позволяющих 
рассчитывать съем материала при шлифовании 
отверстий в заготовках из хрупких неметалличе-
ских материалов, рассмотрим представленную 
на рис. 1 схему.

В рассматриваемый период времени 0t  через 
уровень y  поверхности заготовки проходят наи-
более выступающие вершины абразивных зерен, 
которые при контакте с обрабатываемой поверх-
ностью оставляют на ней следы в виде царапин. 
При этом вероятность их наложения может быть 
полной или частичной. В большинстве случаев 
преимущественно наблюдается неполный кон-
такт. Часть зерен абразивного инструмента мо-
жет попадать в след предшествующих зерен, не 
оставляя царапин.

Анализ исследования механизмов удаления 
материала единичным зерном показывает, что 
при прохождении зоны контакта зерно может 
срезать материал при попадании на выступ ше-
роховатости поверхности, а может не срезать 
указанный материал при прохождении через 
впадину шероховатой поверхности. Исходя из 
анализа контакта вершины абразивного зерна с 
материалом в работе [16] предложена теоретико-
вероятностная модель, позволяющая рассчиты-
вать величину удаления материала при шлифо-
вании пластичных материалов. Вероятность 
определяется отношением неудаленной части 

металла 
1

n

i
i

l
=
∑  к общей длине рассматриваемого 

участка l  (рис. 1):

1
0lim 1 ( ) exp( ),

n
ii

k
l

l
P P M a a

l

∑

=
→∞

= = − = − −     (1)

где 0a  – показатель, характеризующий исход-
ное состояние поверхнос ти заготовки в данном 
сечении перед началом процесса шлифования; 
a  – показатель, характеризующий изменение 
площади впадин, формируемых суммой профи-
лей абразивных зерен, проходящих через рас-
сматриваемое сечение заготовки; ( )P M  – веро-
ятность удаления материала.

Для описания закономерностей удаления ма-
териала и износа поверхности инструмента в 
зоне контакта в работе [17] предложены понятия 

Рис. 1. Схема к расчету вероятности удаления по-
верхностного слоя при шлифовании материала

Fig. 1. Scheme for calculating the probability of remov-
ing the surface layer when grinding the material
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вероятности удаления ( )P M  и вероятности не-
удаления ( )P M  материала. Первый показатель 

( )P M  определяется вероятностью события, при 
котором материал в точке обрабатываемой по-
верхности удален. Второй показатель ( )P M  – 
вероятностью события, при котором материал с 
обрабатываемой поверхности не удален. Сумма 
вероятностей, как вероятностей событий проти-
воположных, равна единице, а их значения за-
висят от положения точки в зоне контакта. Для 
процессов обработки заготовок абразивными 
инструментами вероятность удаления материала 
вычисляется по зависимости

 0 1( ... ... )
( ) 1 jka a a a

P M e
− + + + + +

= − , (2)

где 1a , …, ja  – показатели, характеризующие 
изменение площадей впадин, формируемых 
суммой профилей абразивных зерен, проходя-
щих через рассматриваемое сечение заготовки 
после соответствующих контактов зерен с по-
верхностью заготовки.

В общем случае при чистовом и тонком шли-
фовании отверстий в заготовках из хрупких не-
металлических материалов (стекло, керамика, 
кварц, ферриты, ситаллы и др.), а также в заго-
товках с керамическими покрытиями съем мате-
риала осуществляется за счет комбинации про-
цессов микрорезания-скалывания и хрупкого 
объемного разрушения материала.

Для получения математической модели, по-
зволяющей рассчитывать съем при шлифовании 
хрупких неметаллических материалов, рассмо-
трим процесс контактирования инструмента с 
заготовкой на уровне y .

В результате воздействия режущих и колю-
щих зерен на поверхность заготовки происходит 
удаление материала в зоне контакта путем микро-
резания и хрупкого скалывания, которое можно 
рассматривать как случайное событие. Оно ха-
рактеризуется совместной вероятностью удале-
ния материала заготовки процессом микрореза-
ния или скалывания. Таким образом, вероятность 
удаления при шлифовании хрупких неметалличе-
ских материалов вычисляется по формуле

 1 2( ) ( ) ( )P M P M P M= ⋅ , (3)  

где 1( )P M  – вероятность события, при котором 
обрабатываемый материал не удаляется за счет 
процесса микрорезания; 2( )P M  – вероятность 
события, при котором обрабатываемый матери-
ал не удаляется за счет процесса хрупкого ска-
лывания.

Аналогично уравнению (1) зависимость (3) 
может быть описана следующим выражением:

 ( )0 1 2( ) 1 exp ( , ) ( , )P M a a y a y= − − − τ − τ , (4)

где 0a – показатель, характеризующий исходное 
состояние поверхности заготовки в данном сече-
нии перед началом процесса шлифования; 

1( , )a y τ – показатель, характеризующий измене-
ние площади впадин, формируемых за счет про-
цесса механического резания; 2( , )a y τ – показа-
тель, характеризующий изменение площади 
впадин, формируемых за счет процесса хрупко-
го скалывания; y  – расстояние от наружной  
поверхности заготовки до текущего уровня; τ  – 
момент времени происходящего события.

Для каждого оборота (прохода) изменение 
приращения показателя 1∆a  определяется выра-
жением [16]

 1( , ) ca y k b∆ τ = ∆λz , (5)

где ck  – коэффициент стружкообразования; 
( , )b y τz  – ширина зерна на уровне y ; ∆λ  – число 

абразивных зерен, прошедших через рассматри-
ваемое сечение.

При шлифовании хрупких материалов коэф-
фициент стружкообразования ck  равен 1, так 
как процессы пластической деформации отсут-
ствуют. Для расчета показателя 1a∆ , характери-
зующего изменение площади впадин, формируе-
мых за счет процесса механического резания, 
учитываются зерна, срезающие материал (колю-
щие зерна при этом не рассматриваются). На ос-
новании этого с учетом уравнения (5) показатель 

1a∆  может быть рассчитан следующим образом:

 1( , ) (1 )cka y b P∆ τ = ∆λ −z , (6)

где ckP  – вероятность хрупкого скалывания ма-
териала заготовки.
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Через единичный участок поверхности тол-
щиной u∆  (рис. 2), за время  ∆τ  пройдет ∆λ  вер-
шин абразивных зерен. Количество вершин 
абразивных зерен может быть рассчитано по 
плотности их распределения в рабочем слое ин-
струмента ( )f u  по координате u :

 ( ) ( )k un f u u V V∆λ = ∆ ± ∆τz , (7)

где nz  – число зерен в единице площади рабоче-
го слоя инструмента; kV – окружная скорость  
инструмента (круга); uV  – окружная скорость за-
готовки.

Распределение режущих кромок по глубине 
рабочей поверхности инструмента изучено в ра-
ботах [2, 15, 18]. При аналитическом описании 
кривых распределения Ж. Кассен принимает до-
пущение, что число режущих кромок на поверх-
ности круга пропорционально квадрату расстоя-
ния внутри круга [19]. Кривая плотности 
вероятности распределения режущих кромок 
моделируется их прямолинейной зависимостью 

( ) ff u C u= . По утверждению автора, моделиро-

вание кривой распределения прямолинейной за-
висимостью справедливо для участка круга, не-
посредственно лежащего вблизи поверхности. 
Для описания плотности распределения вершин 
абразивных зерен О. Койл предложил использо-
вать зависимость вида [17]

 1( ) hf u C uχ−= , (8)

где hC  – коэффициент пропорциональности 
кривой распределения:

h
u

C
H χ

χ
= ,  

где uH  – толщина слоя рабочей поверхности ин-
струмента, контактирующего с заготовкой.

С учетом вышеизложенного зависимость (8) 
может быть представлена в виде

 1( )
u

f u u
H

χ−
χ

χ
= , (9)

где χ  – параметр функции плотности распреде-
ления.

Сопоставление значений плотности вероят-
ности распределения для различных моделей 
(рис. 3) свидетельствует, что наиболее значитель-
ное отличие от динамического распределения 
имеет прямолинейная зависимость. Лучшее при-
ближение обеспечивает степенная зависимость 
модифицированной функцией Г-распределения.

Степенные зависимости в настоящее время 
широко применяются не только для математи-

Рис. 2. Схема к расчету количества вершин абразив-
ных зерен, проходящих через единичный участок 
поверхности толщиной инструмента за единицу 

времени
Fig. 2. Scheme for calculating the number of tops 
of abrasive grains, passing through a unit surface area 

by the thickness of the tool per unit of time

Рис. 3. Моделирование плотности вероятности рас-
пределения вершин зерен при аппроксимации их 

профиля: 
1 – прямолинейной зависимостью; 2 – параболой; 3 – мо-

дифицированной функцией Г-распределения

Fig. 3. Simulation of the probability density of the dis-
tribution of the tops of grains when approximating 

its profi le: 
1 – straight-line dependence; 2 – a parabola; 3 – modifi ed 

function Г-distributions
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где 0P  – вероятностная характеристика скалы-
вания хрупкого неметаллического материала;  
β – показатель степени в уравнении вероятности. 
Указанные параметры зависимости (17) могут 
быть рассчитаны по методике, предложенной в 
работе [21]. 

При подстановке в уравнение (15) получен-
ных выражений bz  и ( )f u  из уравнений (13) и 
(9) оно принимает вид

1
( )

( , ) c b k u

u u

k C V V n
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β
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z . (18)

Результаты и их обсуждение

Принятые ранее модели вершин зерен и 
плотностей их распределения по глубине по-
зволяют перейти к установлению функцио-
нальных связей вероятности неудаления мате-
риала с технологическими факторами. После 
интегрирования полученного уравнения по u 
получим

1( , )a y =z
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∫
z z z , (19)

где Г(…) – соответствующие гамма-функции.
Интегрирование уравнения (19) возможно 

только при частных значениях коэффициентов. 
При 1, 5χ = , 0, 5m = , β = 2 и 2 2bC = ρz  полу-
чим
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После подстановки значений гамма-функций 
получим
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Расчет показателя 2( , )a y z , характеризующе-
го изменение площади впадин, формируемых за 
счет процесса хрупкого скалывания, в любой об-
ласти зоны контакта при известном исходном 
состоянии поверхности  рассчитывается анало-
гично показателю 1( , )a y z . 

Для расчета показателя 2( , )a y z  необходимо 
учитывать, что протекание процесса хрупкого 
скалывания сопровождается увеличением шири-
ны единичной риски bz  до значения xb  (рис. 4). 
Для аппроксимации xb  использована степенная 
зависимость

 
2 xm

x bx f x
e

b C t y u r
D

 
= − − + ∆ −  

 

z , (22)

где xr∆  – величина приращения съема материа-
ла в процессе хрупкого скалывания хрупкого не-
металлического материала; xm – показатель сте-
пени в уравнении, моделирующем профиль 
скалывающего зерна параболоидом вращения. 
Плотность распределения скалывающих зерен 
по глубине может быть рассчитана по формуле

 1( ) x
x

x

u

f u u
H

χ −
χ

χ
= , (23)

где xχ  – параметр функции плотности распреде-
ления скалывающих зерен.

Зависимость для расчета показателя 2( , )a y z , 
входящего в состав выражения для расчета веро-
ятности удаления материала за счет объемного 
хрупкого разрушения, аналогично решению, 
приведенному выше (18), запишется как
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После интегрирования выражения (24) по u 
получим
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После подстановки значений гамма-функций 
при частных значениях 1, 3χ = , 0, 7xm =  и 

2β =  в выражение (25) получим
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После подстановки значений гамма-функций 
окончательно получим:
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Выводы

Разработанные математические модели по-
зволяют проследить влияние на съем материала 
наложения единичных срезов друг на друга при 
шлифовании отверстий керамических матери-
алов. Предложенные зависимости показывают 
закономерность съема припуска в пределах 
дуги контакта шлифовального круга с заготов-
кой. Рассмотренные особенности изменения 
вероятности удаления материала при контак-
те обрабатываемой поверхности с абразивным  
инструментом и предложенные аналитические 
зависимости справедливы для широкого диапа-
зона режимов шлифования, характеристик кру-
гов и ряда других технологических факторов 
[20, 22].

Полученные выражения позволяют найти 
величину съема материала также для схем тор-
цевого, плоского и круглого наружного шлифо-
вания, для чего необходимо знать величину при-
ращения съема за счет хрупкого разрушения в 
процессе развития микротрещин в поверхност-
ном слое. Одним из путей определения величи-
ны этого приращения является имитационное 
моделирование процесса трещинообразования с 
помощью ЭВМ.
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A B S T R A C T

Introduction. The fi nal quality of products is formed during fi nishing operations, which include the grinding 
process. It is known that when grinding brittle materials, the cost of grinding work increases signifi cantly. It is 
possible to reduce the scatter of product quality indicators when grinding brittle materials, as well as to increase the 
reliability and effi ciency of the operation, by choosing the optimal parameters of the technological system based on 
dynamic models of the process. However, to describe the regularities of the removal of particles of a brittle non-
metallic material and the wear of the surface of the grinding wheel in the contact zone, the known models do not allow 
taking into account the peculiarities of the process in which micro-cutting and brittle chipping of the material are 
combined. Purpose of the work: to create a new probabilistic model for removing the surface layer when grinding 
brittle non-metallic materials. The task is to study the laws governing the removal of particles of brittle non-metallic 
material in the contact zone. In this work, the removal of material in the contact zone as a result of microcutting and 
brittle chipping is considered as a random event. The research methods are mathematical and physical simulation 
using the basic provisions of the theory of probability, the laws of distribution of random variables, as well as the 
theory of cutting and the theory of a deformable solid. Results and discussion. The developed mathematical models 
make it possible to trace the effect on material removal of the overlap of single cuts on each other when grinding 
holes in ceramic materials. The proposed dependences show the regularity of stock removal within the arc of contact 
of the grinding wheel with the workpiece. The considered features of the change in the probability of material 
removal upon contact of the treated surface with an abrasive tool and the proposed analytical dependences are valid 
for a wide range of grinding modes, wheel characteristics and a number of other technological factors. The obtained 
expressions make it possible to fi nd the amount of material removal also for schemes of end, fl at and circular external 
grinding, for which it is necessary to know the amount of removal increment due to brittle fracture during the 
development of microcracks in the surface layer. One of the ways to determine the magnitude of this increment is to 
simulate the crack formation process using a computer. The presented results confi rm the prospects of the developed 
approach to simulate the processes of mechanical processing of brittle non-metallic materials. 
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