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Значительная стоимость практических исследований различных управляемых произ-
водственных процессов и трудности, возникающие при проведении экспериментов, а 
также наличие возмущающих воздействий и других случайных факторов приводит к 
необходимости разработки специального математического аппарата для построения 
различных систем управления и использования результатов из смежных областей науки 
и техники. Во многих случаях необходимо оценивать не только состояние системы, но 
и также оценивать параметры объекта. Для решения задачи оценивания параметров си-
стемы или, другими словами, для решения задачи идентификации предложено доста-
точно много методов, но до сих пор не существует метода, который был бы идеальным 
и хорошо используемым во всех возможных случаях. Желательно иметь такую проце-
дуру идентификации системы, которая бы обладала, например, заданными свойствами 
эффективности, простотой реализации, возможностью идентификации в реальном вре-
мени. В этом случае задачу идентификации параметров системы можно было бы ре-
шать параллельно с задачей оценивания состояния объекта. Оптимальность алгоритмов 
зависит в той или иной степени от достоверности тех данных, которые используются 
при описании математической модели. В ряде случаев из-за недостатка точных данных 
качество результатов, полученных при работе алгоритмов оценивания, может оказаться 
невысоким. Выбор метода, используемого в инженерной практике, во многом зависит 
от конкретного математического объекта, а также от требований, предъявляемых к схо-
димости метода, или, например, ограничений, накладываемых на управление.  
В данной работе приведен практический пример итерационной процедуры оценивания 
параметров модели при наличии окрашенного шума. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В работах [1–22] представлены методы, используемые в алгоритмах для 
оценивания состояния и параметров математических моделей при действии 
шумов, возникающих в динамической системе и при наличии ошибок измери-
теля. При активной идентификации динамических объектов часто использует-
ся информационная матрица Фишера в установившемся режиме [9–19].  

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ ПРИ НАЛИЧИИ  ОКРАШЕННОГО ШУМА  

Рассматривается линейная модель со многими входами-выходами в сле-
дующей форме [8]: 

( ) ( )k k kA z y B z u   , 

где u , y ,   являются входной, выходной и возмущающей последовательно-

стями соответственно. Предполагается, что 

1 2
1 2( ) n

nB z B z B z B z      ,   ( ) [ ( ),..., ( )]A z diag a z a z ,  

где 1
1( ) 1 n

na z a z a z     . Также принято, что   может быть представ-

лена в виде авторегрессионной линейной модели, то есть 

( ) k kF z    , 

где k  является независимой гауссовской последовательностью с нулевым 

средним и общей ковариацией  , и ( )F z  может быть представлена в виде 

1
1( ) q

qF z I F z F z     . 

Для этой модели функция правдоподобия выглядит следующим образом: 
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где m  – число случайных величин вектора y ;    – вектор неизвестных пара-

метров, содержащихся в A , B , F ,  . При этом w определяется как 

( )k kw F z  , 

где k  удовлетворяет выражению 

( ) ( )k k kA z y B z u   . 

Логарифмическая функция правдоподобия log ( )J p y  имеет вид 

1

1

1 1
log 2 log det

2 2 2
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       . 

Логарифмическая функция правдоподобия J  является неквадратичной 
функцией по параметрам, входящим в  A , B , F  и   . Поэтому максимиза-
ция J  требует выполнения некоторой итерационной процедуры. Но если за-
фиксировать параметры, содержащиеся в F  и   , то тогда J  является квад-
ратичной функцией по параметрам, входящим в ( )A z  и ( )B z , которые далее 

будем обозначать через   . Поэтому выражаем kw  как линейную функцию 
 : 

k k kw y X   , 

где k = 1,…, ,N   1 2 11,  , ,  ,  , ,  n mna a a b b      ,  ijb  – i-й столбец матрицы .jB  

Определяем X  следующим образом: 

1 2
1 1 1, ,  ;   ,  , ,  m

k k k n k k k nX y y Fu Fu Fu    
     , 

где ( )k ky F z y  и j
k iFu   обозначает матрицу, которую можно определить как 
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,
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  и j

ku  есть j  компонента вектора ku . Подставим полученное вы-

ражение kw  в соотношение для логарифмической функции правдоподобия и 
проведем максимизацию J  относительно параметров  . Дифференцирова-
ние  J  относительно параметров   дает 
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Отсюда получаем оценку 
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Аналогично поступая, можно зафиксировать параметры ,  и тогда лога-
рифмическая функция правдоподобия будет иметь единственный максимум 
относительно параметров, входящих в ( )F z  и  . Для этого надо записать kw  

в виде 

k k kw F    , 

где ( ) ( )k k kA z y B z u   ,  1 2[ ,  , ,  ]kF F F F  ,  1[ , ,  ]k k k q
  

     . 

Подстановка kw  в выражение для логарифмической функции правдопо-
добия дает 
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Проведя максимизацию последнего выражения параметров, входящих в 
F  и  , получаем оценки: 
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При дифференцировании выражения для J  относительно   использова-
лись следующие формулы матричного дифференцирования: 

1( / ) log det ( )      , 

1 1 1( / ) ( )tr A B BA         . 
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Алгоритм по шагам можно сформулировать следующим образом [8]: 
– задаются начальные оценки, например, ˆ I  , F̂ I ; 
– вычисляются оценки параметров, входящих в ( )A z  и ( )B z  при исполь-

зовании выражения для ̂ ; 
– уточняются оценки параметров, входящих в ( ),F z  при использовании 

выражения для F̂ ; 
– аналогично уточняются оценки параметров, входящих в ,  при исполь-

зовании выражения для ̂ . 

2. ПРИМЕР 

Модель системы имеет следующий вид: 

11 121 1 1 11 1
1 21 22

2 2 2 21 11 1k k k k

y y ub b
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b by y u 
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, 

где k  является последовательностью независимых, одинаково распределен-
ных гауссовских случайных переменных, имеющих нулевое среднее и кова-
риацию  , т. е. 

11 12
0 0
21 22
0 0

  
  
   

. 

В качестве базовых значений приняты следующие величины: 1a = 0.9, 
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В результате работы алгоритма оценивания параметров были получены сле-
дующие оценки параметров: 1a =0.8913, 

0.7862 0.3360

0.2663 0.3816
B

 
  
 

,  
0.5976 0.2784

0.4822 0.5932
F

 
  
 

,  
0.9772 0.4278

0.4278 0.9478

 
   

 
. 

Результаты оценивания приведены после третьей итерации. Наиболее хо-
рошие оценки получаются после 9–10-й итерации, но при этом увеличивается 
время счета, которое зависит также и от выбранного количества исходных 
точек. В данном примере число исходных точек принято равным N = 600. 
Полученные результаты демонстрируют удовлетворительную работу алго-
ритма. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе представлена практическая реализация алгоритма  оце-
нивания параметров модели при наличии окрашенного шума. При проведении 
практических исследований часто бывает необходимо улучшить априорную 
информацию об объекте с помощью подходящих алгоритмов оценивания па-
раметров, используя данные, полученные в процессе работы системы.  
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The practical researches considerable cost of the various operated productions, the difficulties 
arising when carrying out experiments, and also existence of the revolting noises and other 
random factors, results in need of the special mathematical apparatus development for the var-
ious control systems creation and use of results from the adjacent field of science and tech-
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nique. In many cases it is necessary to estimate not only the system condition, but also to es-
timate the object parameters. For the solution of the system parameters estimation problem or, 
in other words, for the solution of the identification problem, many methods are offered, but 
still there is no method which would be ideal and well used in all chances. It is desirable to 
have such procedure of the system identification which would possess, for example, the set 
properties of efficiency, the realization simplicity, a possibility of identification in real time. 
In this case the system parameters identification problem could be solved with the object con-
dition estimation problem in parallel. The algorithms optimality depends in a varying degree 
on the reliability of those data which are used at the mathematical model description. In some 
cases, the results quality received during the work of the estimation algorithms can be low be-
cause of the exact data lack. The method choice used in engineering practice in many respects 
depends on the concrete mathematical object, and also on the requirements imposed on the 
method convergence, or, for example, the restrictions, imposed on the control. In this work the 
practical example of the model parameters estimation iterative procedure in the presence of 
the painted noise is given. 

Keywords: mathematical model, identification, likelihood function, modeling, white noise, 
control, parameters estimation, Fischer information matrix 
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