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Динамические свойства системы обычно исследуют при помощи подачи на вход систе-
мы ступенчатых сигналов. В некоторых случаях требуется анализировать поведение си-
стемы при нулевом входном воздействии и ненулевых начальных условиях интеграто-
ров (дифференциальных уравнений), входящих в описание системы. Здесь показано, 
как при помощи дельта-функции (функции Дирака) и ее производных устанавливать 
требуемые начальные значения на интеграторах. Их заменяют на короткие с большой 
амплитудой импульсы различных полярностей. Под дельта-импульсом и его производ-
ными понимают некоторое физически реализуемое приближение. Реализация такого 
типа сигналов показана на примерах первого и второго порядка. Приведены графики 
переходных процессов. Даже при хорошем приближении к требуемым сигналам полу-
чаем отличие переходных процессов, вызванных ненулевыми начальными условиями, 
«выставляемых» непосредственно на интеграторе, и воздействием дельта-импульсами и 
ее производными. Необходимо обеспечивать не только начальные условия на выходном 
интеграторе, но и значения на предшествующих интеграторах на малом интервале вре-
мени. Решается и обратная задача, а именно, для получения весовой функции и ее про-
изводных дана процедура задания начальных условий на интеграторах.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Динамические свойства системы обычно исследуют при подаче на вход 
системы ступенчатых сигналов. В некоторых случаях требуется анализиро-
вать поведение системы при нулевом входном воздействии и ненулевых 
начальных условиях интеграторов (дифференциальных уравнений), входящих 
в описание системы. Здесь показано, как при помощи дельта-функции (функ-
ции Дирака) и ее производных, которые заменяются на короткие с большой 
амплитудой импульсы различных полярностей, устанавливать ненулевые 
начальные условия. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Будем исходить из инженерного представления дельта-функции ( )t . Ее 

можно представить как, например, разность ступенчатых сигналов (рис. 1, б) 
либо в виде треугольного сигнала (рис. 1, в), либо в виде сигнала, представ-
ленного на рис. 1, а. 

 

          
 а            б       в 

Рис. 1. Приближения дельта-функции ( )t  

Сигнал на рис. 1, б легко описывается через функцию Хэвисайда 1( )t , ко-

торую нужно сдвинуть на время ( )t , а разность умножить на коэффици-

ент  : 
( ) (1( ) 1( ))t t t t     , 

где , 0t    и 1t   при 0t  . При этом чем меньше ( )t , тем лучше 

приближение к дельта-функции. На рис. 1 в явном виде выписаны значения 
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амплитуд  . В частности, указаны масштабы и приведены значения 
( ) 0, 2t  , ( ) 0, 2t  , ( ) 0,02t  . Соответствующие производные можно 

увидеть на рис. 2, где указано примерное значение амплитуды 4 /  , т. е. 
площадь импульса примерно равна 

4 1
1

2 2





. 

 

       
а    б 

Рис. 2. Приближения ( ) /d t dt  функции 

Безусловно, понятие дельта-функции и ее производных, а также их при-
ближенное представление с целью использования в расчетах и моделирова-
нии – довольно сложное и здесь рассматривается на инженерном уровне. 

2. ОБЪЕКТ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Пример 1. Пусть на устройстве первого порядка, описываемом апериоди-
ческим звеном 0,5 / (0,5 1)s  , требуется установить единичное начальное 

условие (рис. 3). 
 

 
Рис. 3. Задание ненулевого начального условия на  
интеграторе при помощи входного сигнала ( )t   
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Зная, что для этого устройства время переходного процесса 

пп 3 0,5 1,5t     с, сдвиг по времени должен быть существенно меньше ппt , 

то есть ( ) 1,5t   с. Выберем, например, ( ) 0,1t   с и 10  . Переходный 

процесс приведен на рис. 4, откуда видно, что погрешность задания начально-
го значения на интеграторе составляет примерно 10 %. На этом же рисунке 
приведен второй вариант выбора сдвига и коэффициента усиления ( ) 0,01t   

с и 100  , для которого погрешность задания начального условия трудно 
заметить по переходному процессу. 

 

 
Рис. 4. Переходный процесс (весовая функция) в системе,  

представленной на рис. 3 

Это можно объяснить тем, что обратная связь «не успевает исказить» 
устанавливаемое начальное условие. 

3. ОБЪЕКТ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Будем рассматривать объект второго порядка, представляющий собой по-
следовательно соединенные два интегратора, охваченные отрицательными 
обратными связями (рис. 5).  

 

 
Рис. 5. Структурная схема системы второго порядка 

( ) ( )h t t   ( ) ( )h t t  ( )h t
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Если на вход подаем сигнал, описываемый функцией Хэвисайда 1( )t , то 

на выходе системы (на выходе второго интегратора, если считать слева 
направо) получим переходную функцию ( )h t ; на выходе первого интеграто-

ра / ( )dh dt t   и, следовательно, на входе первого интегратора 

2 2/ /d h dt d dt  . 

Кратко это можно записать в следующим виде: 

1( ) / ( ) ( )t d dt t h t    . 

Если на вход подаем функцию Дирака ( )t , то она преобразуется цепоч-

кой интеграторов в последовательность 

2 2( ) / / ( )t d dt d dt t      . 

Наконец, при подаче на вход производной функции Дирака /d dt , при-
ближения которой приведены на рис. 1, получим последовательность 

    , 

где точки обозначают производные. Знание вышеприведенных преобра-
зований можно использовать для формирования требуемых начальных 
условий на интеграторах при помощи воздействия на систему сигналами вида 

1( ), ( ), / ,...t t d dt  . 

 

Пример 2.  Возьмем систему (рис. 5) с передаточной функцией 

2
зам 1/ 0.7 1W s s   . 

Поставим задачу сформировать входной воздействие такое, чтобы за 
очень малое время на выходном интеграторе установилось значение ( ) 1y t  . 

Для вышеуказанной системы второго порядка вид упоминаемых процессов 
показан на рис. 6.  

С учетом того, что эта система представляет собой последовательно со-
единенные два интегратора, охваченные пропорциональными обратными от-
рицательными связями, на входе второго интегратора должен сформировать-
ся, например, сигнал вида рис. 1, в с шириной 0,02  с и высотой 100 , т. е. 
площадью единица. Этот сигнал является выходным сигналом первого инте-
гратора. В соответствии с рис. 2, б на вход системы следует подать два пря-
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моугольных импульса противоположной полярности амплитудой 410  и дли-

тельностью каждого импульса 0,01 с (кратко можно записать [ 410 , 0.01]). 
Входной сигнал на втором интеграторе приведен на рис. 7 для нескольких 
вариантов задания приближения дельта-импульса – приведены процессы для  
[ 25 , 0.2], [ 4 , 0.5] и график, соответствующий непосредственному заданию 
начального условия, равного единице, на выходном интеграторе (НУ). 

 

 
Рис. 6. Переходные процессы на выходе системы ( )h t ,  

на выходе первого  интегратора ( )t  (и, соответственно, 
на входе второго интегратора) и на входе первого инте-
гратора ( ) /d t dt  при входном сигнале 1( )t  – функция  
                                         Хэвисайда 

 

       
а      б 

Рис. 7. Сигнал на входе второго интегратора: 

а – для интервала времени [0, 1];  б – для интервала времени [1, 10] 

( ) ( )h t t  
( ) ( )h t t 

( )h t
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Выходной сигнал системы для [ 410 , 0.01] и для непосредственного зада-
ния НУ приведен на рис. 8. Если брать «довольно хорошее приближение» к 
дельта-импульсу, то получаем совпадение графиков близко к моменту пуска, 
а при довольно грубом приближении к дельта-импульсу хорошее совпадение 
графиков получаем для t  более секунды. Если предполагается обработка дан-
ных по переходным процессам, то лучше брать грубые приближения дельта-
импульсов. 

 

 
Рис. 8. Переходные процессы ( )y t  системы рис. 5 при подаче  

на вход сигнала, «аппроксимирующего» /d dt  (рис. 2, б), при  

                                  разных значениях   и    

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе показано, каким образом можно задавать ненулевые начальные 
условия на объекте управления с целью, например, идентифицировать пара-
метры объекта, входящего в систему управления. Для этого на вход системы 
следует подать дельта-импульс, продифференцированный столько раз, сколь-
ко интеграторов находится между входом и выходом системы. Например, для 
системы, состоящей из трех интеграторов, необходимо подать дважды про-
дифференцированный дельта-импульс. Безусловно, под дельта-импульсом и 
его производными понимаем некоторое физически реализуемое приближение. 
Реализация такого типа сигналов показана на примерах первого и второго 
порядка. Как следует из графиков переходных процессов, даже при хорошем 
приближении к требуемым сигналам получаем отличие переходных процес-
сов, вызванных ненулевыми начальными условиями, «выставляемыми» непо-
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средственно на интеграторе, и воздействием дельта-импульсов и их произ-
водными. Очевидно, что нужно обеспечивать не только начальные условия на 
выходном интеграторе, но и значения на предшествующих интеграторах для 
малого интервала времени. Вышеприведенные результаты подсказывают, что, 
например, ( )t  можно получить не только воздействием на систему ( )t  – 

дельта-импульсом, но и задав начальные условия на интеграторах: на первом 
интеграторе – единицу, на втором интеграторе – ноль. Аналогично, установив 
начальные условия 0.75  и 1.0 , получим производную /d dt . 

Несложно определить последовательность импульсов, которые необходи-
мо подать на вход системы с целью получить заданные начальные условия. 
Например, если подать последовательно прямоугольные импульсы амплиту-
дой 400, –400, –60 и длительностью 0.05 с на систему рис. 5, получим через 
0,15 с на первом интеграторе примерно –3, на втором интеграторе 1.  
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The task initial conditions in a linear dynamic system using delta  
function and its derivatives* 
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The dynamic properties of the system are usually examined by feeding the input of the step 
signal system. In some cases it is necessary to analyze the behavior of the system at zero input 
action and zero initial conditions integrators (differential equations), included in the descrip-
tion of the system. It shows how to use the delta function (Dirac function) and its derivatives, 
which are replaced by a short high amplitude pulses of different polarities. It shows how to 
use the delta function (Dirac function) and its derivatives, which are replaced by a short high 
amplitude pulses of different polarities. Under the impulse of the delta and its derivatives, un-
derstand some physically realizable approximation. The implementation of this type of signal 
is shown in the examples of the first and the second-row. Is shown graphs of transients, even 
with a good approximation to the desired signal obtain contrast transients caused by the initial 
conditions are not zero, "exhibited" directly to the integrator, and the impact of delta pulses 
and its derivatives. It is necessary provide to not only initial conditions on the integrator out-
put, but also previous values of the integrators for a small time interval. is solved the inverse 
problem, namely, it is possible to obtain weight function and its derivatives, setting appropri-
ately selected initial conditions on the integrators 
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