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Исследуется точность перехода от непрерывной системы к дискретной системе для раз-
личных вариантов аппроксимации непрерывных звеньев дискретными, а также от вели-
чины шага дискретизации и от степени свернутости структурной схемы системы. Ис-
следования проводятся на примере системы, состоящей из объекта и двух пропорцио-
нально-интегрально-дифференциальных регуляторов. В нашем случае объект неустой-
чивый, представляющий собой перевернутый маятник на тележке с одним входом и 
двумя выходами. Первый регулятор стабилизирует угол отклонения маятника, а второй 
регулятор отрабатывает заданное положение тележки. Данная система рассматривается 
во многих работах, а в нашем случае рассмотрим переход от непрерывной системы к 
дискретной и анализ несовпадения переходных процессов. Для перехода от непрерыв-
ной системы к дискретной можно воспользоваться несколькими методами. Например, 
заменить блок интегратора на дискретный блок при использовании команд «zoh» (zero 
order hold – фиксация нулевого порядка) и «foh» (fast order hold – фиксация первого по-
рядка) при разных шага дискретизации. Приведены переходные процессы непрерывной 
и дискретной системы. Также приведен переходный процесс системы в случае исполь-
зования передаточных функции всей системы «вход – выход» на дискретные. При дис-
кретизации ошибки моделирования незначительные. При сворачивании структурной 
схемы и при уменьшении шага дискретизации ошибки уменьшаются. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При исследовании систем автоматического управления нередко исполь-
зуются параллельно как непрерывные, так и дискретные модели. При этом в 
некоторых случаях качественное и количественное поведение систем может 
существенно отличаться вплоть до того, что устойчивая система превращает-
ся в неустойчивую систему. В настоящее время регуляторы реализуются на 
процессорах и компьютерах, и поэтому нужно уметь переходить от непре-
рывной реализации регулятора к дискретной. Эти вопросы исследуются в 
данной работе на примере системы, состоящей из объекта и двух ПИД-ре-
гуляторов. В нашем случае неустойчивый объект – это объект типа перевер-
нутого маятника на тележке с одним входом и двумя выходами [1–8, 15]. Ис-
следования проводятся для структурных схем – как свернутых, так и развер-
нутых. При этом используются в основном структуры, состоящие из набора 
сумматоров, интеграторов и блоков усиления. Интеграторы заменяются либо 
с использованием команд «zoh» (zero order hold – фиксация нулевого порядка) 
или «foh» (fast order hold – фиксация первого порядка). При идентификации 
как параметров объекта, так и параметров регулятора также часто переходят к 
дискретным моделям. При исследованиях используется пакет моделирования 
Matlab. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Ставится задача исследовать зависимость погрешности аппроксимации: 
– от степени свернутости структурной схемы системы автоматического 

управления; 
– вида аппроксимации непрерывных динамических звеньев; 
– шага аппроксимации. 

2. НЕПРЕРЫВНАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

Система представляет собой неустойчивый объект типа перевернутого 
маятника (inverted pendulum) с одним входом ( )u s , двумя выходами ( )s   

и ( )S s  [1–3] и двумя регуляторами: 
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где / 0,033tM  , 33,3b  , 23,3a  , 1L  ,   – угол отклонения маятника, 

S  – положение тележки, u  – управляющий сигнал. Данная система 
рассматривается в работах [1–3, 7, 8, 15], где вычислены параметры 
регулятора. Регулятор R  стабилизирует угол отклонения маятника, ре-

гулятор SR  отрабатывает заданное положение тележки. Приведем уравнение 

регуляторов: 
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где 9774,7  , 5206,1  , 454,55  , 984,85   , 378,79   , 60,6   [1]. 

Структурная схема системы приведена на рис. 1 [1]. 
 

 
Рис. 1. Система автоматического управления перевернутым маятником,  

включающая два регулятора R  и SR   
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В данном случае предполагается, что нам доступны S  и  , что позволяет 
говорить только о ПИ-регуляторах. Непрерывную структурную схему можно 
преобразовать к виду, содержащему интеграторы, сумматоры и блоки усиле-

ния за счет простого преобразования 
s

s s

   
    (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Представление непрерывной САУ (рис. 1) через интеграторы, сумматоры  

и коэффициенты усиления 

Можно найти передаточные функции «свернутой» системы (рис. 2): 
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4 ( )k b a     , 5 ( )k b a     . 

При выбранных значениях параметров регулятора замкнутая система 
имеет следующие значения полюсов: 

{ 5, 5, 5, 1, 1}     , 

и предыдущие формулы преобразуются: 
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Этими формулами воспользуемся в дальнейшем при преобразовании 
свернутой непрерывной системы к дискретной. 

3. ДИСКРЕТНЫЕ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ 

Преобразуем непрерывную систему (рис. 2) в дискретную. При аппрок-
симации нулевого порядка при использовании команды 2 ( , , ' ')c d w t zoh  про-

порциональные звенья сохраняются, а интегрирующие звенья 1/ s  заменяют-
ся на /1t z  , где t  – шаг дискретизации. В Matlab это действие реализует-
ся следующим образом: 
 

 >>w=tf([1], [1 0]); 
 >>w1=c2d(w, 0.1, 'zoh'), 
 

где 0,1t  . На рис. 3 приведена структурная схема непрерывной САУ (рис. 2), 
преобразованная в дискретную систему для 0,1t   с.  

Переходные процессы (рис. 4) для непрерывной системы (рис. 2) и дис-
кретной системы (рис. 3) отличаются на начальном участке 0…0,6 с, где 
ошибка составляет 18 %. 

Для уменьшения ошибки можно уменьшить шаг дискретизации например, 
возьмем 0,05t   с (рис. 5). Ошибка дискретизации уменьшалась примерно 
до 6 %. Если уменьшить t  до 0,025 с, то ошибка уменьшается до 3 %.  
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Рис. 3. Дискретная структурная схема при аппроксимации «ступеньками» – «zoh» –  

для 0,1t   с 

 
 

 
Рис. 4. Выходные сигналы непрерывной си-
стемы (рис. 2) и дискретной системы (рис. 3)  
                             при 0,1t   с 
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Рис. 5. Выходные сигналы систем, пред-
ставленные на рис. 2 для непрерывного 
случая, и дискретной системы при аппрок- 
 симации «zoh» (рис. 3) при 0, 05t   с 

Далее переходим от непрерывной свернутой передаточной функции си-
стемы по выходному сигналу S  к дискретной системе, для чего используем 
уравнение (5) и выполним следующие действия в Matlab: 
 

>> W1=tf([–32.5 –12.5 325 125],[1 17 106 290 325 125]); 
>> D1=c2d(W1, 0.1, 'zoh') 
 

В результате получили дискретную передаточную функцию 
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Дискретная передаточная функция системы по выходу   вычисляется 
аналогично, т. е. уравнение (6) преобразуется так: 
 

>> W2=tf([32.5 0 12.5 0],[1 17 106 290 325 125]); 
>> D2=c2d(W2, 0.1, 'zoh'), 
 

откуда получим дискретную передаточную функцию по выходному сиг-
налу  : 
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Для того чтобы сравнивать переходные процессы для непрерывной пере-
даточной функции системы с дискретной передаточной функции по двум ка-
налам, выполним следующие действия в Matlab для 0,1t  : 

 

>> W1=tf([–32.5 –12.5 325 125],[1 17 106 290 325 125]); 
>> step(W1) 
hold 
>> W2=tf([32.5 0 12.5 0],[1 17 106 290 325 125]); 
>> step(W2) 
>> D1=c2d(W1,0.1, 'zoh') 
>> step(D1) 
>> D2=c2d(W2,0.1, 'zoh') 
>> step(D2) 

 

Соответствующие переходные процессы показаны на рис. 6. 
 

 
Рис. 6. Выходные сигналы S  и   непрерывной си-
стемы (рис. 2) и дискретной системы (рис. 3) для  
         0,1t  с при использовании команды «zoh»  

Из рис. 6 следует, что при замене непрерывных передаточных функций на 
дискретные ошибки аппроксимации нулевые. Следует отметить, что «ступен-
чатые» сигналы смещены на половину такта (шага дискретизации).  

При использовании вместо команды «zoh» более точной команды аппрок-
симации «foh» смешение устраняется (рис. 7).  

Из рис. 7 можно сделать вывод, что смешение устранено, то есть получи-
ли более точную «аппроксимацию».  

Выполним дискретизацию развернутой структурной схемы рис. 2 с ис-
пользованием команды «foh», что приведет к замене непрерывного интегра-
тора на дискретный блок (0,5 0,5) / ( 1)t z z   . Данные действия в Matlab 
следующие: 
 

>>w=tf([1], [1 0]); 
>>w1=c2d(w, 0.1, 'foh') 
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Рис. 7. Выходные сигналы S  и   свернутой непре-
рывной системы (рис. 2) и дискретной системы при  
  использовании команда «foh» (рис. 3) для 0,1t   с 

В этой программе выбран шаг дискретизации 0,1t  , что дает 

(0,05 0,05) / ( 1)z z  . 

Итак, структурная схема системы принимает вид рис. 8. 
 

 
Рис. 8. Дискретная структурная схема, соответствующая непрерывной структурной 

схеме (рис. 2) при использовании команды «foh» для 0,1t   с 

Переходные процессы дискретной системы, показанной на рис. 8, для 
0,1t  , 0,15t   и 0,2t   приведены на рис. 9. 
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Рис. 9. Выходные сигналы непрерывной системы (рис. 2) и дискретной  

системы (рис. 3) для команды «foh» при 0,1t   с, 0,15t   с, 0,2t   с 

Ошибка дискретизации существенно зависит от шага t . Для данной структу-
ры значение шага дискретизации более 0,1 с приводит к большим погрешностям. 

Приведем переходные процессы свернутой структурной схемы (в виде переда-
точной функции) при использовании команды «foh» в случае 0,2t   с (рис. 10). 

 

 
Рис. 10. Выходные сигналы S  и   свернутой 
непрерывной системы (рис. 2) и дискретной 
системы (рис. 3) для 0,2t   с при использо- 
                      вании команды «foh»  
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Из рис. 10 очевидно, что при использовании команды «foh» ошибка дис-
кретизации отсутствует даже при 0,2t   с, что существенно больше 0,1 с. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На примере системы автоматического управления, состоящей из неустой-
чивого объекта и двух ПИД-регуляторов, проведено исследование погрешно-
сти аппроксимации непрерывной системы дискретной в зависимости:  

– от степени «свернутости» структурной схемы; 
– вида аппроксимации непрерывных динамических звеньев; 
– шага аппроксимации. 
Оказывается, погрешность существенно уменьшается при «сворачивании» 

структурной схемы при более «тонкой» аппроксимации непрерывных дина-
мических звеньев дискретными, а также при уменьшении шага аппроксима-
ции. Интересен тот факт, что в некоторых случаях ошибка отсутствует. При 
неудачной аппроксимации устойчивая непрерывная система может в дискрет-
ном варианте стать неустойчивой. Эти особенности следуют учитывать при 
анализе систем автоматического управления, когда используются переходы 
«непрерывная система   дискретная система». Эти особенности обязательно 
необходимо учитывать при решении задач идентификации, где также типично 
использование переходов «непрерывная система   дискретная система».  
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The research is conducted on the example of a system consisting of an object and two propor-
tional-integral-differential regulators. In our case, the object is unstable, representing an in-
verted pendulum on a trolley with one input and two outputs. The first regulator stabilizes the 
angle of deviation of the pendulum, and the second regulator fulfills the predetermined posi-
tion of the trolley. This system is considered in many works, and in our case we consider the 
transition from a continuous system to a discrete one and is analyzed the discrepancy of tran-
sient processes. To switch from a continuous system to a discrete one, you can use several 
methods. For example, replace the integrator block on a discrete block by using the "zoh" 
commands – zero order hold and "foh" – fast order hold for different sampling steps. Are 
shown transitional processes of a continuous and discrete system are given. Also, is shown 
transition process to the system in the case of use transfer functions of the entire system "in-
put-output" to discrete ones. When sampling, simulation errors are not significant. When the 
folding of the structural scheme, sampling errors decrease. Also, with a decrease in the sam-
pling step, errors are reduced. 

Keywords: unstable object, continuous system, discrete system, approximations foh and zoh, 
transient process, sampling error, sampling step 
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