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Существует множество классов нелинейных систем, для каждого из которых есть опре-
деленный подход к синтезу управления. При недоступности вектора состояния задача 
синтеза существенно усложняется. В линейных системах для вычисления вектора со-
стояния наибольшее распространение получили наблюдатели состояния и так называе-
мые дифференцирующие фильтры. Но к нелинейным системам их применение сильно 
ограничено. В данной работе рассматривается аффинная система с нелинейностью, вы-
раженной умножением, причем в объект оно входит путем интегрирования. Для таких 
систем применима линеаризация обратной связью, но для формирования управления 
этим методом необходима доступность всего вектора состояния. В нашем случае необ-
ходимая производная выходной величины недоступна. Для применения линеаризации 
обратной связью был выполнен переход от интегрирования по времени к интегрирова-
нию по параметру, в качестве параметра выступил выход объекта, что позволило не вы-
числять его производную. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Синтез нелинейных систем, в отличие от линейных, не так однозначен. 
Так, существуют системы, в которых нелинейная часть выражена существен-
ными нелинейностями (реле, реле с гистерезисом и т. д.) и с нелинейностями, 
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выраженными гладкими функциями. В данной работе рассмотрим гладкую 
нелинейность, причем управление аддитивно (так называемые аффинные си-
стемы). Для поиска управления по обратной связи рассмотрен переход от 
интегрирования по времени к интегрированию по параметру. 

Для синтеза такого класса нелинейных систем применима линеаризация 
обратной связью (Linearization by output injection) [1–4], суть которой заклю-
чается в том, что нелинейная система, замкнутая искомым управлением, будет 
вести себя эквивалентно линейной. Система, линеаризованная по обратной 
связи, допускает применение линейных методов синтеза. Но замкнутая систе-
ма может быть эквивалентна линейной не во всей области изменения пере-
менных состояния, что побуждает дополнительные исследования. 

Линеаризация обратной связью путем структурных преобразований была 
рассмотрена в статье [5]. В работе [6] приведен синтез системы на основе 
ЛОС с применением алгебры Ли. В работе [7] приводится синтез регулятора 
для отработки возмущения и входных воздействий, в работе [8] – синтез регу-
лятора с использованием модального метода синтеза. В работе [9] показан 
анализ влияния дифференцирующего фильтра на эвристически рассчитанный 
регулятор. В работе [10] проведен синтез регулятора для отклонения угла 
объекта «перевернутый маятник на тележке», в работе [11] – анализ примене-
ния дифференцирующего звена для управления перевернутым маятником.  
В работе [12] представлен полиномиальный метод синтеза нелинейного регу-
лятора. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Объект моделирования. Рассмотрим аффинную систему, в которой не-
линейная часть выражена произведением компоненты вектора состояния x  на 
возмущение v(t). Причем в уравнение оно входит путем интегрирования.  

 1 ( )x a xv t dt u   . (1) 

Этот пример взят из [13], в котором описан метод обратной задачи ди-
намики. В отличие от него нелинейная часть в нашем объекте интегрируется. 
На рис. 1. представлена структурная схема объекта 

Структурная схема на рис. 1 эквивалентна схеме на рис. 2. 
Будем рассматривать случай, когда возмущение v(t) поддается измерению. 

Из рис. 1 следует, что измерению доступны х(t), u(t), v(t), т. е. вторая компо-
нента вектора состояния ( )x t  недоступна. Для нахождения недоступных ком-
понент вектора состояния применяют наблюдатели и так называемые диффе-
ренцирующие фильтры [14–16].  
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Рис. 1. Структурная схема исходного объекта (1) 
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Рис. 2. Эквивалентная схема объекта (1) 

Наблюдатели состояния обычно используют для определения вектора 
состояния ( )x t . Они бывают двух видов: наблюдатель состояния полного 

порядка и наблюдатель состояния пониженного порядка.  
Наблюдатели полного порядка описываются следующими выражениями, 

для стационарной динамической системы следующего вида 

,

,

x Ax Bu

y Cx

 




 

наблюдателем состояния полного порядка будем называть систему 
ˆ ˆ ˆ( ),x Ax Bu L y Cx     

где x̂  вычисляемый вектор состояния, L некоторая матрица, обеспечивающая 
требуемую скорость убывания ошибки вычисления ˆ ˆy Cx y y   . 

Наблюдатель пониженного порядка имеет следующий вид 

1 2 ˆ,z Fz G y G u x Hz Gy     , 

где вектор состояния наблюдателя z и вектор состояния объекта x связаны 
матрицей Т: z Tx . Поиск наблюдателя сводится к вычислению матриц 



Эквивалентные преобразования определенного класса нелинейных систем… 41

1 2, , , ,F G G H G  и матрицы T . Эти вычисления производятся в исходном ба-

зисе ( , , )A B C . Наблюдатель состояния пониженного порядка, в отличие от 

полного использует для вычисления сокращенный вектор состояния, в кото-
рый не включены выходные величины объекта. Невозможность применения 
наблюдателей для данного примера, обуславливается его нелинейностью. 

Дифференцирующие фильтры применяются для поиска производной 
выходной величины, они имеют, например, такой вид: 

1

s
x x

s

 

 . 

Операция дифференцирования в физических системах подразумевает 
нахождение производной в текущий момент времени. Это означает неизвест-
ность вида самой функции в следующий момент времени, что говорит о том, 
что функция (для динамических систем эта функция описывает изменение 
выходной величины) может быть не дифференцируема в этой точке. В таком 
случае мы можем говорить только об односторонней производной. Поясним 
вышесказанное: 

Пусть функция f(x) гладкая, непрерывная и определена в некоторой 
окрестности точки 0х  и х – некоторая точка из этой окрестности, то соотно-

шение  

0

0

( ) ( )f x f x

x x




, 

имеет предел при 0 0x x   и этот предел называется производной функ-

ции f в точке 0х . Если ввести обозначение 0x x х   , то имеет место  

 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x х f x
x

х 

  



 . (2) 

Следует отметить, что х  может быть, как больше нуля, так и меньше 
нуля. Уравнение (2) описывает производную функции в точке, но такая про-
изводная не всегда существует, тогда вводится понятие односторонней произ-
водной: 

0 0
( )

( )0

( ) ( )
lim

x

f x х f x
x

х 
  

  



 . 

Если существует производная в точке, то согласно определению (2) 

 x x x     .  (3) 
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Это условие имеет место при 0х  . Покажем это на рис. 3. 
 

 
Рис. 3. График операции  
дифференцирования 

Зная поведение функции в моменты времени до текущего, но не зная ее 
поведения в будущем, допускается наличие изломов и точек разрыва, что бу-
дет свидетельствовать о неравенстве односторонней производной и производ-
ной в точке.  

Для данного класса объектов возможно провести замену интегрирования 
по времени на интегрирование по параметру, тогда структурная схема на 
рис. 2 будет эквивалентна схеме на рис. 4. 
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Рис. 4. Эквивалентная схема объекта (1) с заменой интеграла по времени  
на интеграл по параметру 

Полученное преобразование позволяет представить схему без использо-
вания производной выхода х. На рис. 4 наглядно видно, что перейдя к инте-
гралу такого вида, линеаризовать полученную систему не будет затрудни-
тельным.  

Переход к интегрированию по параметру. Для исключения операции 
дифференцирования покажем преобразование определенного интеграла [17] 
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по времени к интегралу по параметру, которым в данном случае выступает 
функция х(t) 

 

0 0 0

( )

1 1 1
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

к к kt t x t

t t x t

dx t
a x t v t dt a v t dt a v t dx t

dt
    , (4) 

где 0 к и t t  – начальный и конечный моменты интегрирования. Поясним 

реали-зацию перехода (4) на основе определения операции интегрирования. 
Определенный интеграл представляет собой сумму площадей прямо-

угольников над или под кривой, описываемой функцией, при стремлении ко-
личества этих прямоугольников к бесконечности. Запишем это определение в 
виде формулы 

 
1

( ) lim ( )
b n

v v
n va

f x dx f x x
 

  .  (5) 

Длина отрезков vx  может быть различна при условии, что наибольший 

стремится к нулю, тогда в пределе прямоугольники над и под кривой будут 
равны. 

На основе вышеизложенного понятия определенного интеграла предло-
жим реализацию интегрирования в среде Matlab Simulink одной функции по 
другой, обе функции зависят от времени: 

 

0

( )

1 1 1
1 1( )

( ) ( ) lim ( ) lim ( )
kx t n n

i i i
n ni ix t

a v t dx t a v t x a v t x
  

     .  (6) 

Будем считать, что количество интервалов n достаточно большое, чтобы 
допустить предельный переход (6). Заметим, что приращение по х постоян-
ное.  

Алгоритм вычисления интеграла по параметру должен выполнять следу-
ющие операции: в моменты изменения функции х(t) на  

1( ) ( ) consti iх x t x t     , где , 1,it i n , 

момент приращения х(t), происходит умножение ( )iv t  на х . Ниже представ-

лена структурная схема алгоритма. 
На рис. 5 иллюстрирован блок интегрирования по параметру, который  

является частью эквивалентного преобразования, представленного на рис. 4. 
Ниже представлены графики реализации предложенного алгоритма. 
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Рис. 5. Блок интегрирования по параметру 

 

 
Рис. 6. Описание предложенного алгоритма  

интегрирования по параметру 

При изменении функции х(t) на х  происходит срабатывание блока 
Quantizer, который описывается функцией ( ) ( ( ) )xd t x fix x t x    . На выходе 

этого блока получаем квантованный по уровню сигнал с высотой ступень-
ки х . Далее сигнал проходит на сумматор и блок Memory, который запоми-
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нает значение входного сигнала на предыдущей итерации. На выходе сумма-
тора получаем ступеньки высотой х  в зависимости от возрастания или 
убывания функции. Нормировав полученные ступеньки путем деления на х , 

получаем единичные импульсы xdi , которые отмечают моменты времени 
перехода функции ( )xd t  на новый уровень. 

Данная процедура необходима для согласования времени между измене-
нием функции х(t) на приращение х  и функцией ( )v t . Далее происходит 

умножение единичных импульсов dix  на функцию ( )v t , что позволяет полу-

чить сигнал ( )vi t . Полученный сигнал необходим для определения значения 

функции ( )v ti  в моменты времени перехода функции ( )xd t  на новый уровень. 

Для реализации суммирования воспользуемся блоком Memory. В соответ-
ствии с алгоритмом, описываемым уравнением (6), умножим полученную 
сумму на приращение х .  

Для проверки предложенного алгоритма вычислим интеграл  

0

( ) ( )
kt

t

u x t v t dt    

двумя способами: в первом случае возьмем функции  

 
2

( ) 1( )
0,5 1

s
x t t

s s


 
 , ( ) sin(2 )v t t ,  (7) 

а во втором случае по аналогии с алгоритмом (6) возьмем первообразную  
от ( )x t  

 
2

1( )
( )

0,5 1

t
x t

s s


 
, ( ) sin(2 )v t t .  (8) 

 

На рис. 7 представлены графики переходных процессов интегрирования 
по времени функций (7) и интегрирования по параметру по алгоритму (5) 
функций (8) с различными приращениями .х  
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Рис. 7. Переходные процессы интеграла по време-
ни и интеграла по параметру при различном шаге  
                           интегрирования 

Как видим, при уменьшении шага интегрирования х  интегрирование по 
параметру приближается к интегрированию по времени, что после определен-
но малого х  позволяет применять данный алгоритм. 

Линеаризация нелинейной системы обратной связью. Так как струк-
турные схемы на рис. 1 и 3 эквивалентны, применима компенсация посред-
ством введения контура интегрирования по параметру с противоположным 
знаком, т. е. 

 

0
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1
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c
x t

u a v t dx t u   ,     (9) 

где cu  – задающий сигнал замкнутой системы. Управление (9) приведет 

систему (1) к линейному виду 

 сx u ,  (10) 

которую можно представить в виде последовательного соединения двух 
интеграторов рис. 8. 
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Рис. 8. Структурная схема замкнутой  

системы (10) 

Управление, приводящее исходную модель объекта (1) к линейному ви-
ду (10), следующее 

0

1 ( ) ( )
kt

c
t

u a v t x t dt u    . 

В отличие от управления по алгоритму (9), оно требует доступности про-
изводной выходной величины ( )x t , что при нашей постановке задачи невоз-

можно. Ниже представлена структурная схема системы «объект–компенса-
ция» рис. 9, поведение которой аналогично двум последовательным интегра-
торам (10). 
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Рис. 9. Структурная схема синтезированной системы 

На рис. 9 показана структурная схема полученной системы, которая экви-
валентна структурной схеме на рис. 8. Жирными линиями обозначены сигна-
лы, компенсирующие друг друга.  
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Рис. 10. Переходные процессы ( ),  ( )x t x t  

 в замкнутой системе (1), (9) 

Из рис. 10 видно, что сигнал ( )x t  является интегралом от задающего воз-

действия 1( )cu t , т. е. 1( ) 1( )cx u t x t dt t c       , так как были заданы 

нулевые начальные условия, то c = 0, а выходной сигнал соответственно равен 
2

0
2

t
x tdt   , что показано на переходных процессах замкнутой системы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Эквивалентные преобразования определенного класса нелинейных систем 
позволяют найти взаимосвязь между нелинейностью и управлением для по-
следующей ее компенсации. Структурная схема на рис. 1 эквивалентна струк-
турной схеме на рис. 4, которая получена путем перехода от интегрирования 
по времени в объекте (1) к интегрированию по параметру (6). Данный переход 
позволяет исключить операцию дифференцирования для вычисления недо-
ступной производной выходной величины х. На рис. 7 показано сравнение 
переходных процессов при различной форме интегрирования. Интегрирова-
ние по параметру при уменьшении х  начинает совпадать с изначальным 
интегралом по времени, в котором используется производная, это объясняется 
тем, что шаг интегрирования при интегрировании по времени меньше, чем 
при интегрировании по параметру. Введение подобного преобразования в 
обратную связь позволило компенсировать нелинейность исходного объекта и 
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привести его к виду двух интеграторов, что видно из рис. 9, без использова-
ния производной выходной величины. 
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