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Рассмотрена линейная модель объекта, имеющая два канала по входному воздействию и 
один канал по выходному. Проблема состояла в том, что необходимо добиться опреде-
ленных показателей качества выходного скалярного процесса при управлении двумя 
входными воздействиями. Такая задача является необычной, примером таких объектов 
может быть манипулятор с двумя органами управления или, например, двигатель пере-
менного тока, где одним входным воздействием является ток по оси d, а вторым – ток по 
оси q. Для решения поставленной задачи был использован полиномиальный метод синте-
за. Объект был представлен в виде левого полиномиального разложения, а регулятор –  
в виде правого. При решении поставленной задачи могут появиться свободные параметры 
регулятора, которые позволяют понять, какие возможности нам представляет регулятор. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Распространенным методом синтеза для одноканальных и многоканаль-
ных систем является полиномиальный метод синтеза. В диссертационной 
работе [1] рассмотрен этот метод синтеза пониженного порядка для многока-
нальных систем. В работе [2] используется повышенный порядок, а в рабо-
те [3] – полный. В этих работах рассмотрены объекты, имеющие количество 
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входов, равное количеству выходов, такие объекты будем называть квадрат-
ными. Интересен вопрос, можно ли методы синтеза квадратных объектов пе-
ренести на неквадратные, где число входов не равно числу выходов. В дан-
ной работе приводится пример синтеза регулятора полного порядка для моде-
ли объекта с одним выходом и с двумя входами, что подтверждает возмож-
ность использования полиномиального метода синтеза для такого класса объ-
ектов. Для синтеза нелинейных систем возможно применение линеаризации 
обратной связью [7–9], которая может быть распространена на многоканаль-
ные объекты [10–13]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В одноканальных системах управления не имеет значение порядок следо-
вания звеньев. В многоканальных САУ можно выделить два эквивалентных 
вида записи передаточной функции. 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r l lW s N s D s D s N s   , 

где ( )rN s  и ( )rD s  – «числитель» и «знаменатель» матричной передаточной 

функции при правом матричном полиномиальном представлении, ( )lN s  и 

( )lD s  – при левом представлении [4–6]. Если полином с отрицательной сте-

пенью стоит справа, то это правое полиномиальное разложение, если слева, то 
левое полиномиальное разложение. 

Исследуем объект, представленный на рис. 1, с двумя входами и одним 
выходом, где 1 2( ), ( )u s u s  – входы и ( )y s  выход объекта управления. 

 

       
а б 

Рис. 1. Структурная схема объекта: 

а – свернутая; б – развернутая 
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Запишем уравнение входа-выхода объекта: 

1

2

3 1 2
( )

3 1 ( 1) (2 1)

u
y s

us s s

         
. 

Применим эквивалентные преобразования: 

1

2

3 6
( )

( 1)(3 1) (2 1)(3 1)

u
y s

us s s s

          
. 

Найдем левое разложение объекта. Для этого получим полином, наимень-
ший общей кратности (НОК): 

13 2

2
( 6 11 6) ( ) (3 6   6 6)

u
s s s y s s s

u
        
 

, 

 13 2 1 1

2
( ) ( 6 11 6) (3 6   6 6) ( ) ( )l l

u
y s s s s s s D s N s U

u
         

 
, (1) 

где  0 0

1 1 2 2
1 1lN n s n n s n   , 3 2

3 2 1 0lD d s d s d s d    . 

2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА 

Знаменатель объекта, записанный в виде левого полиномиального разло-

жения (1), имеет размерность 1 1x
lD R , в то время как числитель имеет раз-

мерность 1 2x
lN R . Порядок регулятора m = 2 выбираем на единицу меньше, 

чем порядок объекта n = 3. Запишем регулятор полного порядка в виде право-
го полиномиального разложения: 

 1( ) ( ) ( )reg r rW s Y s X s , (2) 

где 
1 2 1 1
2 1 0
2 2 2 2
2 1 0

r
x s x s x

X
x s x s x

  
     

, 2
2 1 0rY y s y s y   . 
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Выбор правого разложения регулятора (2) объясняется удобством расчета 
при левом разложении объекта.  

Структурная схема системы управления приведена на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Структурная схема САУ 

Запишем передаточную функцию замкнутой системы (ПФЗС): 

 1( ) ( )cl l r l r l rW s N X D Y N X  . (3) 

Знаменатель уравнения (3) – это характеристический полином замкнутой 
системы (ХПЗС), который приравнивается к желаемому характеристиче-
скому полиному замкнутой системы (ЖХПЗС) c(s): 

 ( )l r l rN X D Y c s  , (4) 

где  1 1 2 2
1 0 1 0lN n s n n s n   , 3 2

3 2 1 0lD d s d s d s d    , а ( )rX s  и ( )rY s  

приведены выше под уравнением (2). Степень ЖХПЗС выбирается по форму-
ле 5f m n   , тогда  

 5 4 3 2 1
5 4 3 2 1 0( )c s c s c s c s c s c s c      . (5) 

От полиномиального уравнения (5) перейдем к числовым матрицам 

   , (6) 

где  

 
 1 2 1 2 1 2

2 1 0 2 2 1 1 0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9

,y y y x x x x x x 
 

(7)
 

 5 4 3 2 1 0c c c c c c , 
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Матрица Сильвестра   имеет размерность 9×6. При этом ранг  = 6, что 
говорит о том, что она включает в себя три линейно зависимые строки.  
Из этого можно сделать вывод о регуляторе, имеющем больше параметров, 
чем необходимо. Такие лишние параметры будем называть свободными пара-
метрами. Выбор этих трех строк неоднозначен, что означает различный вид 
конечного регулятора: 

 

1 6 11 6 0 0 1

0 1 6 11 6 0 2

0 0 1 6 11 6 3

0 0 3 6 0 0 4

0 0 6 6 0 0 5

0 0 0 3 6 0 6

0 0 0 6 6 0 7

0 0 0 0 3 6 8

0 0 0 0 6 6 9

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 . (8) 

Рассмотрим несколько вариантов набора свободных параметров. Если 

убрать строки 4, 5, 7, что соответствует параметрам регулятора 1
2x  2

2x  2
1x  

(свободные параметры), то ранг матрицы   не изменится, что говорит о пра-
вильном выборе комбинации. Перенесем направо свободные параметры регуля-
тора, тогда уравнение (6) примет вид r r r   . Вектор r  получен путем 

исключения элементов регулятора из (7) с индексами зачеркнутых строк;  

r  составлена из зачеркнутых строк матрицы Сильвестра, тогда получим 

 1 2 2
1 2 2 1

0 0 3 6 0 0

0 0 6 6 0 0

0 0 0 6 6 0
r x x x

 
     
 

,  

после умножения 

    1 2 2 1 1 1
1 5 4 3 2 2 2 2 2 1 1 1 03 6 6 6 3 6r c c c x x c x x x c x c        , 
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1

1 6 11 6 0 0 1

0 1 6 11 6 0 2

0 0 1 6 11 6 3

0 0 0 6 3 0 6

0 0 0 0 3 6 8

0 0 0 0 6 6 9

r

 
 
 
 

   
 
 
 
 

. 

Проверим степень обусловленности полученной матрицы Сильвестра, для 
этого введем команду в пакете MatLab 1cond ( ) 1230r  . Вектор неизвестных 

коэффициентов регулятора примет вид 

  1 1 2
1 2 1 0 1 0 0y y y x x x  . (9) 

Тогда регулятор примет вид 
1 1
1 0 2

1 2 1 02
0

, .r r
x s x

X Y y s y s y
x

 
     
 

  

Выбрав корни ЖХПЗС, например, равными –1, получим 

5 4 3 2 1( ) 5 10 10 5 1c s s s s s s      , 

    1 2 2 1 1 1
1 2 2 2 2 1 11 5 10 3 6 10 6 6 3 5 6 1r x x x x x x        . 

Вычислим вектор неизвестных коэффициентов (9) следующим образом: 

 1
r r r

   , (10) 

тогда    2 2 2 2 1
1 2 1 1 2 21 1 5 6 3 5 4 10 2x x x x x          

2 2 2 2 2
1 1 2 1 23 2 10 5 0.167 2 4x x x x x     . 
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На данном этапе примем все свободные параметры равными нулю: 
2 2 2
1 2 1 0x x x   , тогда  1 1 1 5 5 5 0.167     , а искомый регуля-

тор примет вид 

2
1 1

5 5
, 5.

0.167r r
s

X Y s s
      
 

 

Повторим вышеизложенные вычисления, исключая строки 4, 5, 6. При 
этом ранг матрицы сохраняется. Ниже представлена матрица Сильвестра для 
второго случая: 

1

2

3

2 7

8

9

1 6 11 6 0 0

0 1 6 11 6 0

0 0 1 6 11 6

0 0 0 6 6 0

0 0 0 0 3 6

0 0 0 0 6 6

 
 
 
 

   
 
 
 
 

. 

Проверим степень обусловленности полученной матрицы Сильвестра, для 
этого введем команду в пакете MatLab 2cond ( ) 885r  . 

Также приравняв свободные параметры к нулю, получим новый регулятор 
следующего вида: 

 2
2 2

0
, 5

2.5 4.83r rX Y s s
s

       
. (11) 

Передаточная функция замкнутой системы для первого и второго случая в 
соответствии с уравнением (3) примет вид 

2

1 2 5 4 3 2 1

15 44 29
( ) ( )

5 10 10 5 1
cl cl

s s
W s W s

s s s s s

 
  

    
. 
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Как видно из (11), произошел разрыв управления по первому каналу, что 
недопустимо. Заметим, что уравнения решены правильно, но это не дает га-
рантий существования регулятора, удовлетворяющего как физические, так и 
качественные оценки синтезируемой системы управления.  

Этот разрыв является следствием общих сомножителей желаемого поли-
нома и объекта. Нули числителя передаточной функции равняются  
(–1, –1,932). Промоделируем первый и второй случай.  

Как видим, несмотря на различие регуляторов, задание отрабатывается 
одинаково для первого и второго случая (рис. 3). Но качество регулирования в 
статическом режиме неудовлетворительно, в то время как в динамическом – 
удовлетворительно. 
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Рис. 3. Переходный процесс выходного сигнала 
первого и второго случая при v = 1 и корнях  
                            ХПЗС, равных –1 

Для исключения сокращения сомножителей выберем корни ХПЗС равны-
ми –4, тогда получим следующие переходные процессы выходной величины и 
управляющих сигналов (рис. 4). 
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Рис. 4. Переходные процессы выходного  
сигнала при корнях ХПЗС, равных –4 
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Как видно из рис. 4, переходные процессы выходного сигнала равны меж-
ду собой для первого и второго случая. Время переходного процесса равно 
2.2 секунды, перерегулирование 5 %. При этом статическая ошибка достаточ-
но большая, около 38 %. Для исключения статической ошибки требуется до-
бавить в систему астатизм за счет интегрирующего звена в контур регулятора. 
Для этого свободный член знаменателя приравняем к нулю, также уберем еще 
два свободных параметра, сохраняя ранг матрицы  = 6. Таким образом ис-
ключим, например, строки 3, 5 и 6: 

3

1 6 11 6 0 0 1

0 1 6 11 6 0 2

0 0 3 6 0 0 4

0 0 0 6 6 0 7

0 0 0 0 3 6 8

0 0 0 0 6 6 9

 
 
 
 

   
 
 
 
 

, 

тогда регулятор примет вид 

1

1 2 1
2 0 2

3 3 2 12 2
0

, .r r

x s x
X Y y s y s

x s x

 
   
 
 

 

Выберем корни замкнутой системы равными –1. Решив уравнение (10), 
получим 

   1 2 1 2
3 2 1 2 1 0 0 1 1 1.67 0.83 1.67 1.83y y x x x x     , 

а регулятор примет вид 
2

2
3 3

1.67 1.67
, .

0.83 1.83
r r

s
X Y s s

s

    
 

 

Теперь исключим строки 3, 4, 7, тогда  

2
4 42

3.33 3.33
, .

0.83 3.67
r r

s
X Y s s

s
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Ниже представлены графики переходных процессов для третьего и чет-
вертого случая: 

3 2

3 4 5 4 3 2 1

5 15 8 2
( ) ( )

5 10 10 5 1
cl cl

s s s
W s W s

s s s s s

  
  

    
. 
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Рис. 5. Переходные процессы выходного сигнала 
при корнях ХПЗС, равных –1, для астатической  
                                     САУ 
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Рис. 6. Переходные процессы управляющих сиг-
налов при корнях ХПЗС, равных –1, для астати- 
                               ческой САУ 

Для того чтобы выявить причину сильного перерегулирования синтезиро-
ванной САУ, вычислим нули замкнутой системы: 

3 2
1,2,35 15 8 2 0 1, 2.183, 0.183.s s s s         

Вследствие положительного нуля замкнутая система для 3-го и 4-го слу-
чая имеет большое перерегулирование, тем не менее из-за интегрирующего 
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звена в регуляторе статическая ошибка равна нулю. По графикам управляю-
щих сигналов (рис. 5) видно, что два канала управления имеют разные знаки, 
как бы противодействуя друг другу.  

Ниже приведены графики переходных процессов для астатической САУ с 
корнями ХПЗС, равными –4 (рис. 7 и 8).  
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Рис. 7. Переходные процессы выходного сигнала 
при корнях ХПЗС, равных –4, для астатической  
                                   САУ 
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Рис. 8. Переходные процессы управляющих сиг-
налов при корнях ХПЗС, равных –4, для астати- 
                              ческой САУ 

Возможность выбора различных комбинаций свободных параметров поз-
воляет синтезировать различные по виду регуляторы. В первом и втором слу-
чае знаменатель объекта содержал свободный член 0y , а числитель содержал 

полиномы первого порядка в первом случае в первом канале, а во втором слу-
чае – во втором канале. Из за не правильного выбора корней замкнутой си-
стемы может произойти сокращение сомножителей, что скажется на динами-
ке процессов, а также в частных случаях разрыва одного из управляющих  
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каналов. Для наличия астатизма замкнутой системы в регуляторе должен со-
держаться интегратор. Для этой цели свободный член знаменателя 0y  прирав-

ниваем к нулю, что показано в случаях 3 и 4, где удалось добиться астатизма.  
Из за положительных нулей замкнутой системы динамические характеристи-
ки могут оказаться неудовлетворительными, как на рис. 6. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Синтез управляющего воздействия для объектов, имеющих неквадратную 
структуру, возможен благодаря полиномиальному методу синтеза. Появление 
свободных параметров делает неоднозначным выбор регулятора. Выбор сво-
бодных параметров основывается на сохранении ранга матрицы Сильвестра 
(8). При детальном анализе модели объекта и планируемого регулятора мож-
но не рассматривать все варианты комбинаций свободных параметров, а огра-
ничиться необходимым набором. Это также дает возможность разработки 
методики синтеза регуляторов для неквадратных объектов.  
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A linear model of the object is considered having 2 channels for input and 1 channel for out-
put. The problem was that it was necessary to achieve certain quality indicators of the output 
scalar process when controlling two input influences. Such a task is not ordinary, an example 
of such objects can be a manipulator with two controls or for example an AC motor, where 
one input is the current along the d axis, and the second along the q axis. To solve the prob-
lem, a polynomial synthesis method was used. The object was presented in the form of a left 
polynomial decomposition, and the regulator of the right. When solving this problem, free 
regulator parameters may appear that allow us to understand what possibilities the regulator 
presents to us. 

Keywords: polynomial synthesis, multi channel regulator, non square object, polynomial ma-
trix decomposition 
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