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В данной статье рассмотрена задача классификации и некоторые инструменты для ее 
решения на примере моделей дискретного выбора. Среди предложенных моделей пред-

почтение отдаётся логит- и пробит-моделям в связи с их «неприхотливостью» к вход-

ным факторам. При этом возникает закономерный вопрос о возможности введения но-
вой модели, в основе которой будет лежать некоторая функция, отличная от логистиче-

ской – для логит-модели и нормальной – для пробит-модели соответственно.  В разделе 

«Постановка задачи и методы решения» подробно описывается математическая форму-
лировка и приводятся пояснения, касающиеся возможности введения новой модели, а 

также обозначены существующие для этого ограничения. Кроме того, описывается раз-

работанный новый метод оценивания параметров классифицирующей функции, осно-
ванный на применении нового распределения. В качестве нового распределения вво-

дится закон Лапласа с неизвестными параметрами. Новая процедура классификации за-

ключается в решении двойной задачи оптимизации: минимизации функции правдопо-
добия при подборе оптимальных коэффициентов для классифицирующей функции и 

минимизации значения величины ошибки классификации путем варьирования парамет-

ров выбранного распределения. Чтобы сделать исследования более полными, вычисли-
тельные эксперименты проводились при различных объемах выборок и переменных для 

факторов, распределенных согласно стандартному нормальному закону, несимметрич-

ному закону на примере экспоненциального распределения, а также распределениям с 
тяжелыми и легкими хвостами на примере двустороннего экспоненциального закона 

при различных значениях параметра формы. Полученные результаты свидетельствуют 
об эффективности предложенной процедуры. Особенно хорошо это иллюстрируют те-

сты на расширенной модели (с большим количеством переменных). В заключении ука-

заны возможные перспективы развития работы: в связи с тем, что предложенный метод 
оказался «жизнеспособным», в дальнейшем можно исследовать величину ошибки клас-

сификации, выбирая для построения модели любые другие распределения при соблю-

дении некоторых условий. Немаловажно, что усовершенствованный метод решения за-
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дач классификации дает значительное улучшение качества классификации существую-

щих процедур, а соответственно, может успешно применяться на практике. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Задача классификации (или задача принятия решения) встречается прак-

тически во всех сферах человеческой деятельности. В настоящее время для ее 

решения применяются математические модели дискретного выбора: логит- и 

пробит-модели, частным случаем которых выступает модель дискриминант-

ного анализа [3, 5–13]. Вполне логично, что в какой-то момент перед исследо-

вателем встанет закономерный вопрос: какую из моделей предпочесть для 

решения задачи? Главным критерием отбора модели будем считать «непри-

хотливость» модели к входным данным. 

Модель дискриминантного анализа в этом случае, очевидно, проигрывает 

[6–10]. Требование выполнения основных предположений дискриминантного 

анализа, таких как непрерывность, независимость и нормальное распределе-

ние факторов, делает модель «нежизненной» в  реальных условиях [1, 2]. 

Логит- и пробит-модели менее требовательны к входным данным, а сле-

довательно, более гибкие [1, 2]. Кроме того, зная, что в основе рассматривае-

мых моделей лежат логистическое и нормальное распределения соответ-

ственно, разумно задуматься над возможностью построения модели с каким-

либо другим распределением в основе. В данной работе проводится исследо-

вание новой модели с точки зрения качества классификации и сравнение по-

лученных результатов с работой уже известных моделей. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Пусть 1 1 ...T
i i i n inz x x x       – модель линейной регрессии, описыва-

ющая i -е наблюдение из m , где ix  – вектор значений входных факторов для 

i -го наблюдения, ijx R  – значение j-го фактора для i-го наблюдения; 

1,i m , 1,j n ,  1 2,  ,  ...,  n      – коэффициенты регрессии. 

Зависимая переменная y  принимает одно из двух значений: 0 или 1 в за-

висимости наступления / ненаступления некоторого события. 
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Основное уравнение модели записывается в виде 

 1| ( )iP y x F z  , 

где ( )F z  – некоторая функция распределения, описывающая вероятность 

возникновения указанного события от входных факторов. 

Оценивание параметров 1 2,  ,...,  n    проводится по набору значений не-

зависимых переменных и соответствующих им значений зависимой перемен-

ной y . Обычно для этого используется метод максимального правдоподобия, 

согласно которому оцениваются параметры  , максимизирующие значение 

функции правдоподобия. Однако на практике принято использовать эквива-

лентное логарифмированное выражение для функции правдоподобия: 

    
1

ln ( ) ln (1 ) ln 1
m

T T
i i i i

i

L y F x y F x


       . 

Несложно заметить, что теоретически в качестве функции ( )F z  может 

быть взята любая функция распределения, принимающая ненулевые и нееди-

ничные значения на всей области определения аргумента. Традиционно в ка-

честве ( )F z  выбирается логистическое или нормальное распределение для 

логит- и пробит-моделей соответственно. В данной работе предлагается аль-

тернативный вариант –  распределение Лапласа [4]: 
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где 0  ,      будем считать неизвестными. 

Пусть Err  – величина ошибки классификации (доля неверно классифи-

цированных наблюдений) в результате применения какой-либо модели. Так 

как функция распределения зависит от параметров, их можно подобрать осо-

бым образом, минимизируя данную ошибку: 

 
 ,

arg min arg max(ln ( ))Err L
  

 
  

 
.  (1) 
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Следует отметить, что возможны случаи, когда рассмотренные в статье 

модели не будут работать вовсе в связи с тем, что при определенных значе-

ниях факторов и коэффициентов аргумент функции ( )F z  может оказаться 

«слишком большим» или наоборот. Функция примет свои экстремальные 

значения, которые просто «сломают» функцию правдоподобия. В этом  

случае рекомендуется провести предварительную нормировку входных фак-

торов.  

Далее рассмотрим точность классификации в различных условиях. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Проведенные вычислительные эксперименты выполнялись при следую-

щих условиях: факторы – независимые переменные и распределены по непре-

рывным законам (нормальный – N, экспоненциальный – Exp, двусторонний 

экспоненциальный с тяжелыми и легкими хвостами: DE(0.5), DE(8)). Выход-

ная переменная – бинарная величина. Количество наблюдений, соответству-

ющее значению 0,y   равно 1n , 1y   – соответственно 2n  ( 1 2n n ). Общее 

количество наблюдений m = 50, 100, 200, 500. 

В табл. 1 и 2 приведены значения показателя Err при решении задачи 

классификации по оцененным значениям параметров   и параметров распре-

деления Лапласа. Обозначения, принятые в таблицах: Logit – при построении 

модели использована логит-функция; Probit – при построении модели исполь-

зована функция нормального распределения; Laplas1 – при построении моде-

ли использована функция распределения Лапласа при фиксированных значе-

ниях параметров 1  , 0;   Laplas2 – решение задачи (1). 

Таблица 1  

Значения показателя Err для модели с одной переменной 

Закон m Logit Probit Laplas 1 Laplas 2 
Laplas 1– 

Laplas 2 

Laplas 2– 

Logit 

N 

50 0.00232 0.00892 0.00056 0.00048 1.16667 0.00008 

100 0.00388 0.00858 0.00158 0.00158 1.00000 0.00000 

200 0.00353 0.00889 0.00179 0.00169 1.05917 0.00010 

500 0.00308 0.00710 0.00188 0.00176 1.06576 0.00012 
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Окончание табл. 1 

Закон m Logit Probit Laplas 1 Laplas 2 
Laplas 1– 

Laplas 2 

Laplas 2– 

Logit 

Exp 

50 0.01160 0.05412 0.00428 0.00420 1.01905 0.00008 

100 0.01570 0.06584 0.00656 0.00638 1.02821 0.00018 

200 0.01811 0.07546 0.00716 0.00711 1.00703 0.00005 

500 0.02647 0.08789 0.01058 0.01009 1.04917 0.00050 

DE(0.5) 

50 0.01676 0.12796 0.00856 0.00712 1.20225 0.00144 

100 0.02894 0.16866 0.01428 0.01306 1.09342 0.00122 

200 0.04441 0.19095 0.02049 0.01960 1.04541 0.00089 

500 0.07328 0.22577 0.04029 0.03739 1.07767 0.00290 

DE(8) 

50 0.00228 0.00732 0.00048 0.00024 2.00000 0.00024 

100 0.00374 0.00810 0.00128 0.00096 1.33333 0.00032 

200 0.00305 0.00699 0.00152 0.00144 1.05556 0.00008 

500 0.00270 0.00618 0.00165 0.00144 1.14444 0.00021 

 
 

Таблица 2 

Значения показателя Err для модели с пятью переменными 

Закон m Logit Probit Laplas 1 Laplas 2 
Laplas 1– 

Laplas 2 

Laplas 2– 

Logit 

N 

50 0.00848 0.02480 0.00372 0.00128 2.90625 0.00244 

100 0.01362 0.03116 0.00728 0.00394 1.84772 0.00334 
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Окончание табл. 2 

Закон m Logit Probit Laplas 1 Laplas 2 
Laplas 1– 
Laplas 2 

Laplas 2– 
Logit 

 

200 0.01789 0.03817 0.01114 0.00414 2.69082 0.00700 

500 0.01931 0.04104 0.01429 0.00338 4.22840 0.01091 

Exp 

50 0.01904 0.04724 0.00752 0.00332 2.26506 0.00420 

100 0.02378 0.05626 0.01452 0.00674 2.15430 0.00778 

200 0.02751 0.06323 0.01700 0.00612 2.77778 0.01088 

500 0.03171 0.07398 0.02371 0.00579 4.09323 0.01792 

DE(0.5) 

50 0.20836 0.22132 0.18424 0.07524 2.44870 0.10900 

100 0.24240 0.26514 0.23080 0.09408 2.45323 0.13672 

200 0.26507 0.28687 0.24737 0.10793 2.29195 0.13944 

500 0.28299 0.31162 0.26536 0.12878 2.06060 0.13658 

DE(8) 

50 0.09716 0.09456 0.07984 0.02008 3.97610 0.05976 

100 0.11168 0.10968 0.09786 0.01608 6.08582 0.08178 

200 0.11165 0.11100 0.10889 0.01711 6.36411 0.09178 

500 0.11548 0.11564 0.11378 0.01696 6.70738 0.09682 

 

Из обеих таблиц видно, что с точки зрения качества классификации на 

всех наборах тестов худший результат показывает пробит-модель. При срав-

нении логит-модели и модели со стандартным распределением Лапласа не-

сложно заметить, что предложенная модель оказывается стабильно лучше. 

Дополнительная процедура подбора параметров семейства распределения 

улучшает и без того неплохие значения показателя Err до семи раз. Особенно 

хорошо это видно в случае распределения данных по закону с тяжелыми и 

легкими хвостами. В процентном соотношении это составляет до 14 %. 
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При «расширении модели» (увеличении количества независимых пере-

менных с одной до пяти) преимущество новой процедуры (1) становится еще 

более очевидным, о чем свидетельствуют значения показателя Err в табл. 2. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенные исследования показали, что предложенный в статье метод 

является «жизнеспособным», поэтому для построения модели допускается 

использование любого распределения при соблюдении некоторых условий, 

что дает возможность расширять исследования в этом направлении. 

Следует также отметить, что усовершенствованный метод решения задач 

классификации, заключающийся в варьировании параметров распределения 

модели, дает значительное улучшение качества классификации существую-

щих процедур и может успешно применяться на практике. 
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In this article we consider a classification problem and some methods for its solving based on 

the discrete choice models. Logit and Probit Models have been preferred to Discriminant 
Function Model because they less depend on the input factors. So, the question arises is it pos-

sible to introduce a new model based on a function which differs from the logit function for 

the Logit Model and the normal function for Probit Model respectively.  In the "Problem 
Statement and Solution Methods" section it is described the mathematical model and also il-

lustrated the possibility of introduction of a new model as it is presented existing restrictions 

preventing this action. Moreover, it is also written about a new method for parameters estima-
tion for the classification function. The method is based on applying a new statistical distribu-

tion. The Laplace Law is introduced as a new distribution with unknown parameters. The new 

classification procedure is to solve the dual optimization problem. They are minimization of 
the likelihood function with the optimal coefficients fitting for a classification function and 
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minimization of the classification error magnitude by varying the parameters value of the se-

lected distribution. In order to make the study more comprehensive the computational experi-
ments were performed with different sample sizes and varied number of income variables and 

the factors were distributed according to the standard normal law, asymmetric law based on 

the exponential distribution, as well as the distributions with heavy and light tails based on the 
double exponential law with the varied shape parameter value. The obtained results show the 

effectiveness of the proposed procedure. This is particularly well seen from the tests with the 

extended model (i.e., the model with many income variables). In "Conclusion" section, possi-
ble ways of further development the work have been noted. Due to the fact that the proposed 

method works well it is possible to study the magnitude of the classification error by choosing 

any other statistical distribution for creating the models with the certain conditions in the fu-
ture. It should be noted, that the new method for solving the classification problem significant-

ly improves the classification quality of existing procedures, so it can be successfully applied 

in practice. 

Keywords: Discriminant Function Analysis, Logit model, Probit Model, likelihood function, 

classification problem, factors, two-valued dependent variable, optimization procedure 
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