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В данной статье рассматривается вопрос разработки модели объектов типа переверну-

тый маятник. Приведены нелинейные и линеаризованные модели перевернутого маят-

ника, опирающегося на цилиндр, соответствующие различным случаям, а именно при 

нулевой массе цилиндра с учетом и без учета момента инерции маятника. Для получе-

ния модели исследуемого объекта были составлены уравнения баланса сил по горизон-

тали и по вертикали для маятника и цилиндра (колеса, на которое опирается маятник). 

Кроме того, для маятника составляем уравнение моментов. В итоге система описывает-

ся пятью уравнениями, из которых четыре дифференциальные. Эти уравнения легко 

преобразуются в два нелинейных дифференциальных уравнения второго порядка, каж-

дое из которых содержит по две старшие производные. Проанализированы структурные 

схемы модели, одна из которых включает так называемое «алгебраическое кольцо». 

В частном случае, когда масса цилиндра и момент инерции равны нулю, при линеари-

зации возникали сложности, вызванные тем, что дифференциальные уравнения вы-

рождались в алгебраические и, следовательно, не отражали динамические свойства си-

стемы. Рассмотрены различные виды существующих линейных и нелинейных диффе-

ренциальных уравнений, описывающих объект исследования с целью дальнейшего изу-

чения системы уже как объект управления. Поэтому в данном частном случае (когда 

момент инерции и масса цилиндра равны нулю) учитываем нелинейные члены разло-

жения. В результате были получены два нелинейных дифференциальных уравнения, 

которые при помощи моделирования в MATLAB следует исследовать. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Современные методы управления производственными процессами на ос-

нове компьютерных технологий получили распространение на большинстве 

промышленных предприятий. Период с 80-х годов ХХ века до настоящего 

времени характеризуется широким использованием в различных областях 

науки и техники интеллектуальных систем управления. 

Перевернутый маятник представляет собой маятник, который имеет центр 

массы выше своей точки опоры. Часто точка опоры, которая может переме-

щаться по горизонтали, закрепляется на цилиндре (колесо). В качестве одного 

из распространенных примеров анализа и синтеза систем управления берут 

перевернутый маятник на цилиндре, на тележке и т. д. В данной статье мы 

рассмотрим перевернутый маятник на цилиндре малого радиуса. Во-первых, 

дифференциальные уравнения, содержащие вторые производные положения и 

угла наклона маятника; во вторых, в каждом уравнении остается по одной 

«старшей производной», и, как следствие, эти уравнения удобны в расчетах и 

моделировании. Особый интерес представляет случай, когда масса цилиндра 

и/или момент инерции перевернутого маятника принимаем равными нулю. 

Радиус цилиндра предполагается достаточно малым. Эти вопросы рассмотре-

ны в данной статье. 

1. МОДЕЛЬ ПЕРЕВЕРНУТОГО МАЯТНИКА: ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 

Рассмотрим перевернутый маятник на цилиндре (рис. 1):  M – масса ци-

линдра;  m – масса маятника;  s – координата центра тяжести цилиндра (по 

горизонтальной оси – расстояние от центра тяжести; sins l   – координата 

центра тяжести маятника (по горизонтальной оси);   – отклонение маятника 

от вертикали; u  – сила, приложенная к цилиндру; ,N  P  – силы, вызванные 

воздействием маятника на цилиндр (рис. 1, б) и воздействием цилиндра на 

маятник (рис. 1, в); R  – реакция опоры на цилиндр; mg  – вес маятника;  

I  – момент инерции маятника относительно центра тяжести.  

Составляем уравнения действующих сил. 

Цилиндр: действующие силы по горизонтали 

 Ms u N   (1) 

и действующие силы по вертикали 

 0P Mg R   . (2) 
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Рис. 1. Маятник на цилиндре (а), цилиндр – баланс сил (б), маятник –  

баланс сил (в) 

Маятник – действующие силы по горизонтали 

2

2
( sin )

d
m s l N

dt
   . 

В последнем уравнении выполним дифференцирование и получим 

 2( sin cos )m s l l N     . (3) 

Маятник – действующие силы по вертикали 

2

2
( cos )

d
m l P mg

dt
   . 

Это уравнение тоже два раза продифференцируем и получим 

 2( cos sin )     m l l P mg . (4) 

Кручение маятника 

 sin cosI Pl Nl    . (5) 

Система «цилиндр – маятник» описывается уравнениями (1–5).  

Исключим N  из уравнения (3) и подставим в уравнение (1): 

2( sin cos )u Ms N Ms m s l l        . 
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Перегруппируем 

 2( ) ( cos sin )u s M m m l l     . (6) 

Исключим N  и P  из выражения (5) – возьмем их из (3) и (4) и подставим 

в (5): 

2( cos sin )     P m l l mg , 

и далее 

2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

[ ( cos sin ) ] sin

( sin cos ) cos

cos sin sin sin

cos sin cos cos .

       

      

     

    

I m l l mg l

m s l l l

ml ml mgl

msl ml ml

 

Сократив первый и предпоследний члены, а также сгруппировав второй и 

последний, получим 

2 2 2 2cos sin sin cos 0,     ml ml  

2 2 2 2 2 2 2 2sin cos (sin cos )ml ml ml ml           . 

Зная, что 2 2sin cos 1   , 

2 sin cosI ml mgl mls      2 sin cosI ml mgl mls     , 

получим 

 2( ) sin cosI ml mgl mls     . (7) 

Теперь система в общем случае описывается уравнениями (6) и (7) – в них 

входят три переменные: управляющая переменная u , положение цилиндра s  

и наклон маятника  . Эти уравнения не очень удобны для исследования, 

например для моделирования, так как старшие производные второго порядка 

входят в оба уравнения. Поэтому из этих уравнений трудно определить про-

изводные второго порядка. Для того чтобы избавиться от этого недостатка, 

преобразуем уравнения (6) и (7). 
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Эти уравнения можно написать в следующем виде: 

 2 2 1
1 cos sin cos sin
 
       

 t t t t

ml ml ml
s g u

M L M L M M
, (8) 

т. е. уравнение (6) преобразовано в (8), а уравнение (7) преобразовано в (9): 

 2 2 1
1 cos sin sin cos cos
 
         

 t t t

ml g ml
u

M L L M L M L
. (9) 

При этом предполагалось, что 0M   и 0I  . Система «перевернутый 

маятник на цилиндре» после преобразований описана уравнениями (8) и (9), 

где 2( ) /L I ml ml  , tM m M  . Эти уравнения удобны для моделирова-

ния, так как в каждое из них входит по одной старшей производной.  

2. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

Ниже рассматриваем случаи, когда 0M   и/или 0I  , которые пред-

ставляют особый интерес. 

2.1. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ = 0M , 0I   

Составляем уравнения действующих сил. 

Цилиндр: действующие силы по горизонтали 

 0 u N   (1а) 

и действующие силы по вертикали 

 
0

.

P R

P R

 


 (2а) 

Маятник – действующие силы по горизонтали 

2

2
( sin ) .

d
m s l N

dt
    

Продифференцируем два раза и получим 

 2( sin cos ) .m s l l N      (3а) 
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Маятник – действующие силы по вертикали 

2

2
( cos )

d
m l P mg

dt
   . 

Продифференцируем два раза и получим 

 2( cos sin )     m l l P mg . (4а) 

Кручение маятника 

 sin cosI Pl Nl    . (5а) 

Берем u N  из (1а) и подставляем в (3): 

 2( cos sin )   ms m l l u . (6а) 

Аналогично общему случаю исключим N  и P  из (5а) – возьмем их из 
(3а) и (4а) и подставим в (5а), получим уравнение 

 2( ) sin cosI ml mgl mls     , (7а) 

полностью совпадающее с (7). Итак, при 0M   система описывается уравне-
ниями (6а) и (7а). Преобразуем их аналогично преобразованиям (6) и (7):  

(7а) делим на ml : 

2

sin cos
I ml ml ml

g s
ml ml ml

 
    

 
 

;  
2I ml

L
ml


  

и получим 

sin cosL g s    . 

Значение L  подставим в (6а), которое перепишем виде 

1 2( cos ) sin    ms ml L L ml u . 

Следовательно, 

1 2( cos )( sin cos ) sin      ms ml L g s ml u , 

1 2 1 2cos sin cos sin        ms mlg L mls L ml u . 

Перегруппируем 

2 1 2 1( cos ) sin sin cos        m ml L s ml mlgL u  
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и поделим на m : 

 
2 2 1

1 cos sin cos sin
 
       

 

l l
s g l u

L L m
, (8а) 

т. е. уравнение (6а) преобразовано в (8а). 

Преобразуем уравнение (7а), для чего возьмем s  из (6а): 

2cos sin   ms u ml ml  

и подставим в (7а): 

2 2( ) sin cos ( cos sin )       I ml mgl l u ml ml , 

2 2 2 2 2( ) sin cos cos cos sin        I ml mgl l u ml ml . 

Полученное выражение поделим на ml : 

2 2 2
2 2sin cos cos cos sin


       

I ml ml l ml ml
g u

ml ml ml ml ml
, 

2
2 2cos

sin cos cos sin
 

      
I ml

g u l l
ml m

. 

После деления на 2( ) /I ml ml  и переноса всех членов, кроме второго, в 

левую часть и деления на L  получим 

 
2 2 1

1 cos sin sin cos cos
 
         

 

l g l
u

L L L mL
. (9а) 

Система «перевернутый маятник на цилиндре» в случае 0M  , 0I   

описана уравнениями (8а) и (9а), где 2( ) /L I ml ml  . Формально (8а) и (9а) 

можно было получить из (8) и (9) заменой tM  на m . 

2.2. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I   

Составляем уравнения действующих сил.  

Цилиндр: действующие силы по горизонтали 

 Ms u N    (1б) 
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и действующие силы по вертикали 

 
0 ,

.

P R

P R

 


 (2б) 

Маятник – действующие силы по горизонтали 

2

2
( sin )

d
m s l N

dt
   . 

Продифференцируем два раза и получим 

 2( sin cos )m s l l N     . (3б) 

Маятник – действующие силы по вертикали 

2

2
( cos )

d
m l P mg

dt
   . 

Продифференцируем два раза и получим 

 2( cos sin )     m l l P mg . (4б) 

Кручение маятника 

 0 sin cosPl Nl   . (5б) 

Выразим N  из (1б) и подставим в (3б): 

u Ms N  , 

2

2

( sin cos )

( ) ( cos sin ),

u Ms N Ms m s l l

s M m m l l

        

    
 

 2( ) ( cos sin )    m M s m l l u . (6б) 

Возьмем N  и P  из (3б) и (4б) и подставим в (5б): 

2( cos ( ) sin )m l l mg P       , 

2

2

0 [ ( cos ( ) sin ) ] sin

( sin cos ) cos ,

m l l mg l

m s l l l
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2 2 2 2

2 2 2 2

0 cos sin sin sin cos

sin cos cos .

      

   

ml ml mgl mls

ml ml
. 

Сократив первый и предпоследний члены, а также сгруппировав второй и 

последний, получим 

2 2 2 2cos sin sin cos 0     ml ml , 

2 2 2 2 2 2 2 2sin cos (sin cos )          ml ml ml ml . 

Зная, что 2 2sin cos 1   , 

20 sin cos    ml mgl mls . 

После преобразований получили частный случай: 

 2 sin cos   ml mgl mls . (7б) 

Теперь система описывается уравнениями (6б) и (7б). Преобразуем урав-

нения (6б) и (7б). Вначале поделим уравнение (7б) на ml : 

2

sin cos
ml ml ml

g s
ml ml ml

    , 

sin cosl g s    . 

Формально 2( ) /L I ml ml l   . Значение l  подставим в (6б) и учтем, 

что tM m M  : 

2cos ( sin cos ) sin      tM s m g s ml u . 

Перегруппируем 

 2 2cos sin sin cos       tM m s ml mg u  

и делим на tM : 

2 2 1
cos sin cos sin

 
       

 

t

t t t t t

M m m m
s g l u

M M M M M
, 



К.М. Бобобеков 30 

 2 2 1
1 cos sin cos sin
 
       

 t t t t

m m m
s g l u

M M M M
. (8б) 

Уравнение (8б) можно формально получить из (8), если учесть, что L l . 

Нужно вывести (9) но с условием, что 0I  . Преобразуем уравнение (7б), 

для чего возьмем s  из (6б): 

2cos sin   tM s u ml ml  

и подставим в (7б): 

2 1 2sin cos ( cos sin )      tml mgl ml M u ml ml . 

Полученное выражение делим на 2ml : 

2
1 2

2 2 2
sin cos ( cos sin )      t

ml ml ml
g M u ml ml

ml ml ml
, 

1 1 2 2cos cos
sin cos sin  

     
t t t

m
gl l u m

M M M
. 

После переноса всех членов, кроме второго, в левую часть получим 

 2 2 1
1 cos sin sin cos cos
 
         

 t t t

m g m
u

M l M M l
. (9б) 

Уравнение (9б) можно формально получить из (9) заменой L l . 

Система «перевернутый маятник на цилиндре» в случае 0M  , 0I   

описывается уравнениями (8б) и (9б), где tM m M  . 

2.3. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I   

Составляем уравнения действующих сил. 

Цилиндр: действующие силы по горизонтали 

 0 u N   (1в) 

и действующие силы по вертикали 

 
0 ,

.

P R

P R

 


 (2в) 
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Маятник – действующие силы по горизонтали 

2

2
( sin )

d
m s l N

dt
   . 

Продифференцируем два раза и получим 

 2( sin cos )m s l l N     . (3в) 

Маятник – действующие силы по вертикали 

2

2
( cos )

d
m l P mg

dt
   . 

Продифференцируем два раза и получим 

 2( cos sin )     m l l P mg . (4в) 

Кручение маятника 

 0 sin cosPl Nl   . (5в) 

Берем u N  из (1в) и подставляем в (3в): 

2( sin cos )m s l l u     , 

 2( cos sin )   ms m l l u . (6в) 

Аналогично общему случаю исключим N  и P  из (5в) – возьмем их из 

(3в) и (4в) и подставим в (5в): 

2( cos sin )     m l l mg P , 

2

2

0 [ ( cos ( ) sin ) ] sin

( sin cos ) cos ,

m l l mg l

m s l l l

       

     
 

2 2 2 2

2 2 2 2

0 cos sin sin sin cos

sin cos cos .

      

   

ml ml mgl mls

ml ml
 

Сократив первый и предпоследний члены, а также сгруппировав второй и 
последний, получим 

2 2 2 2cos sin sin cos 0     ml ml , 
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2 2 2 2 2 2 2 2sin cos (sin cos )          ml ml ml ml . 

Зная, что 2 2sin cos 1   , 

20 sin cosml mgl mls     , 

получим 

 2 sin cos   ml mgl mls . (7в) 

Поделим уравнение (7в) на ml : 

2

sin cos
ml ml ml

g s
ml ml ml

    , 

получим 

sin cosl g s    . 

Значение l  подставим в (6в): 

2cos ( sin cos ) sin      ms m g s ml u . 

Открывая скобки, получим 

2 2sin cos cos sin     ms mg ms ml u . 

Перегруппируем 

2 2( cos ) sin sin cos       m m s ml mg u  

и делим на m : 

2 2 1
cos sin sin cos

 
        

 

m m m m
s l g u

m m m m m
. 

Зная, что 2 21 cos sin    , запишем 

2 2 1
(1 cos ) sin sin cos       s l g u

m
, 

 2 2 1
sin sin cos sin     s g l u

m
. (8в) 
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Аналогично выводу в общем случае из (6в) определяем ms : 

2( cos sin )    m s u m l l , 

подставляем в (7в): 

2 2

2 2 2 2

sin cos [ ( cos sin )]

sin cos cos sin cos ,

       

      

ml mgl l u m l l

mgl l u ml ml
 

2 2 2 2 2sin cos sin cos cos       ml mgl ml ml l u , 

2 2 2 2(1 cos ) sin sin cos cos         ml mgl ml l u . 

Известно, что 
2 21 cos sin    .  Обе части уравнения делим на 2ml : 

2 2
2 2

2 2 2 2
sin sin sin cos cos       

ml ml ml l
g u

ml ml ml ml
, 

получим 

 2 2 1
sin sin sin cos cos      

g
u

l ml
. (9в) 

Получили описание системы в виде (8в) и (9в). Частный случай 0M  , 

0I   можно было получить из выражений (8) и (9) формальным приравнива-

нием нулю, т. е. 0M  , 0I  . 

3. ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ МОДЕЛЬ 

3.1. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I   

Линеаризацию осуществляем в окрестности точки 0   и 0  . В урав-

нениях (8) и (9) полагаем sin   , cos 1  , 2sin 0  : 

 
1

1
t t t

ml ml
s g u

M L M L M

 
    

 
, (10) 

 
1

1
t t

ml g
u

M L L M L

 
     

 
. (11) 
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3.2. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I  , ( L l , tM M m  ) 

Линеаризацию осуществляем в окрестности точки 0   и 0  . В урав-

нениях (8а) и (9а) полагаем sin   , cos 1  , 2sin 0  : 

 
1

1
l l

s g u
L L m

 
    

 
, (10а) 

 
1

1
l g

u
L L mL

 
     

 
. (11а) 

3.3. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I   

Линеаризацию осуществляем в окрестности точки 0   и 0  . В урав-

нениях (8б) и (9б) полагаем sin   , cos 1  , 2sin 0  : 

 
1

1
t t t

m m
s g u

M M M

 
    

 
, (10б) 

 
1

1
t t

m g
u

M l M l

 
     

 
. (11б) 

3.4. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I   

Линеаризацию осуществляем в окрестности точки 0   и 0  . В урав-

нениях (8в) и (9в) полагаем sin   , cos 1  , 2sin 0  : 

из уравнения (8в) 

 
1

g u
m

  , (10в) 

из уравнения (9в) 

 
1g

u
l ml

    . (11в) 
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Уравнения (10в) и (11в) нелинейные и алгебраические, поэтому они не-

пригодны для моделирования. Эти уравнения рассмотрим в следующем раз-

деле. 

4. ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ 0M  , 0I  : УЧЕТ НЕЛИНЕЙНЫХ ЧЛЕНОВ 

Вернемся к уравнениям (8в) и (9в). Вспомним степенные ряды и формулу 

двойного угла для синуса: 

2 1
sin (1 cos2 )

2
x x  , 

2 4

cos 1
2! 4!

x x
x    ,  sin2 2sin cosx x x . 

Отсюда определяем 
sin2

sin cos
2

x
x x   и 

3 5

sin
3! 5!

x x
x x   . Для уравне-

ния (8в) используем степенные ряды. 

Для определения степенного ряда 2sin   необходимо вспомнить формулы 

двойных углов: 
2 1

sin (1 cos2 )
2

x x  . Степенной ряд для косинуса 

2 4

cos 1
2! 4!

x x
x     .  

Поэтому 

2
2 1 1 (2 )

sin (1 cos2 ) 1 1
2 2 2!

x
x x

  
       

  
    

2 2
21 4 1 4

1 1
2 2 2 2

x x
x

 
     

 
 

. 

Вместо x подставим  , получим 

2 2sin   s s . 

Известно, что 

sin2 2sin cosx x x , 
sin 2

sin cos
2

x
x x  , 

3

sin
3!

x
x x  . 
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С учетом вышеприведенных соотношений 

3 3 3sin 2 (2 ) 8 4
sin cos 2 2

2 2 3! 2 6 6

g g
g g g

        
             

     
     

, 

3 3
2 2 2sin

3! 6

    
         

   
   

l l l . 

Из уравнения (8в) получим 

 
3 3

2 24 1

6 6

    
         

   


   

s g l u
m

. (12) 

Для уравнения (9в) 

2 2 1
sin sin sin cos cos      

g
u

l ml
, где 

а) 

2 2
2 21 1 4 1 4

sin (1 cos2 ) 1 1
2 2 2 2 2

  
          

 
 

, 

2

cos 1
2!


   ,  2 2sin     ; 

б) 
3 3

sin
3! 6

g g g

l l l

    
       

   
   

; 

в) 
3 3 3sin 2 (2 ) 8 4

sin cos 2 2
2 2 3! 2 6 6

g g
g g

        
             

     
     

, 

2
2 2

3

32
2

3

sin 2 (2 )
sin cos 2

2 2 3!

8 4
2 ;

2 6 6
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г) рассмотрим степенной ряд cos : 

2

cos 1
2!


    

и получим основное уравнение из (9в): 

 
3 3

2
2

2 4

6 6

1

2

    
       

   


 
   

 
   

u
ml ml

g

l
. (13) 

4.1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ В СЛУЧАЕ 0M  , 0I   

Зададим параметры объекта для случая, когда 0M  , 0I  : m = 70 кг,  

M = 30 кг,  l = 1 м,  g = 10 м/с
2
. 

а) Для (10в): 

2 3 3 24 1
10 1

6

1

6 70

   
            

   
s u , 

или 

2 3 2 3 210 6,66 0,166 0,014        s u , 

откуда 

 3 2 3 2

2

1
(0,014 10 6,66 0,166 )       


s u . (12*) 

б) Для (11в) аналогично: 

2 3 2 3
21

70 2 7

1 1 4

1 6 6 0 1

0    
         



 
   

      

u , 

2 2 23 3 210 1,66 0,6 0,0071 0,01( 46 )          u , 

 3 22 3 2

2

1
[10 1,66 0,66 (0,0071 0,01 ]4)       


   u . (13*) 
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Схема моделирования уравнений (12*) и (13*) приведена на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Схема моделирования для частного случая 0M  , 0I   

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В литературе часто встречаются модели перевернутого маятника на ци-

линдре (тележке), существенно отличающиеся друг от друга. При этом выво-

ды даются неполно и с опечатками. В данной работе подробно рассмотрен 

вывод модели перевернутого маятника в двух вариантах: один вариант удобен 

для моделирования и анализа, а другой легче получить, но труднее использо-

вать, так как при его моделировании в структуре появляется алгебраическое 

кольцо. Приведены модели для частных случаев при равенстве нулю массы 

цилиндра (тележки) и (или) момента инерции маятника. 
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The model of the inverted pendulum: special cases
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This article discusses the question development model of objects of type inverted pendulum. 
Presents nonlinear and linearized model of the inverted pendulum, based on the cylinder cor-

responding to the different cases, namely, the zero mass of the cylinder with and without con-

sideration of the moment of inertia of the pendulum. To obtain a model of the object were 
composed of the equations of balance of forces horizontally and vertically for a pendulum and 

a cylinder (wheel on which the pendulum). In addition to a pendulum make up the equation of 

moments. As a result, the system is described by five equations, four of which are differential. 
These equations easily converted into two nonlinear differential equations of the second order, 

each of which contains the two highest derivatives. Analyzed the structural scheme of the 

model, one of which includes the so-called "algebraic ring". In the particular case when the 
mass of the cylinder and the moment of inertia equal to zero, when the linearization was diffi-

cult, due to the fact that differential equations degenerated to algebraic and, therefore, did not 

reflect the dynamic properties of the system. Examines various typesof existing linear and 
nonlinear differential equations describing the research object for further study of the system 

already as a control object. Therefore, in this particular case (when the moment of inertia and 

the mass of the cylinder equal to zero) take into account the nonlinear terms of the expansion 
As a result,  obtained two nonlinear differential equations that using simulation  MATLAB be 

investigated. 

Keywords: the inverted pendulum, object model, moment of inertia, linearization, simula-

tions, stabilization of the position of the pendulum, torsion pendulum 
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