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Рассматривается проблема планирования траекторий движения группы подвижных объ-
ектов, функционирующей в двумерной среде с неподвижными препятствиями. Актуальность 
этой проблемы многократно подчеркивалась в работах отечественных и зарубежных ученых. 
Метод основан на уравнениях кинематики подвижных объектов на плоскости. Каждый по-
движный объект имеет целевую точку, куда ему нужно прийти, уклонившись от препятствий, 
встречающихся на пути. Предлагаемый метод планирования траекторий движения  основан на 
интерпретации всех соседних объектов как репеллеров. Метод позволяет на основе простых 
алгоритмов, реализуемых подвижными объектами, без использования централизованного ал-
горитма, организовать групповое движение. Предлагается новый способ введения репеллеров, 
основанный на формировании неустойчивых состояний в фазовом пространстве подвижных 
объектов. Отталкивающие силы формируются в виде выходов динамических звеньев, интегри-
рующих нелинейные функции, зависящие от расстояний до препятствий. В результате получе-
ны законы изменения скоростей и направлений движения подвижных объектов. С помощью 
метода функций Ляпунова проведен анализ полученных траекторий движения на устойчи-
вость. Проведено численное моделирование группы, состоящей из трех подвижных объектов в 
среде с неподвижными препятствиями. На основании проведенного анализа и результатов 
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дается дальнейшее развитие предлагаемого метода планирования траекторий движения, вклю-
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ВВЕДЕНИЕ 

Идея использования отталкивающих и притягивающих множеств в систе-
мах управления подвижными объектами впервые реализована в работах 
А.К. Платонова в 1970 году [1, 2], в которых представлен метод потенциалов 
(потенциальных полей) в задаче выбора пути для мобильного робота. За рубе-
жом основные ссылки делаются на работы Брукса и Хатиба, которые вышли в 
свет в 1985 и 1896 годах [3–5]. Вместе с тем работа фирмы «Хитачи» по управ-
лению МР, в которой использованы идеи «силового поля», выпущена в 1984 
году [6]. В настоящее время метод потенциальных полей получил широкое 
распространение. Обзор и анализ методов, использующих потенциальные по-
ля, можно найти в работе [7]. В работах [8, 9] изложена идея преобразования 
точечных препятствий в репеллеры, используя теорему Ляпунова о неустойчи-
вости. Такой подход позволяет реализовать движение в средах с препятствия-
ми без картографирования. В исследовании [10] этот подход распространен на 
трехмерное пространство, а в [7] рассматривается задача движения в среде с 
препятствиями, которые могут образовывать различные конфигурации. 

Идея представления препятствий репеллерами также может быть востре-
бована при решении задач группового управления [11]. При этом могут рас-
сматриваться однотипные или разнотипные группы [12, 13]. Группы зачастую 
состоят из интеллектуальных роботов, к которым принято относить либо си-
стемы, снабженные мощным вычислительным комплексом, либо системы, по-
строенные на основе интеллектуальных методов, таких как аппарат нечеткой 
логики Л. Заде, искусственные нейронные сети и экспертные системы [14, 15]. 

Когда для решения конкретной задачи не требуются все роботы группы 
или когда перед группой ставится несколько задач, формируются кластеры 
(подгруппы) [16, 17]. 

В системах группового управления роботами могут реализовываться ме-
тоды централизованной, децентрализованной или гибридной стратегии 
управления. При централизованной стратегии система управления каждого 
робота получает алгоритм действий по информационным каналам и реализу-
ет его. В этом случае системы управления роботов-исполнителей фактически 
решают локальные задачи управления исполнительными механизмами, по-
этому основная часть роботов группы может иметь несложные вычислитель-
ные комплексы. 

Более перспективной представляется децентрализованная стратегия 
управления, которая приводит к распределенным системам группового управ-
ления. В этой связи в данной статье рассматривается задача распределенного 
управления группой подвижных объектов в двумерной среде с препятствиями 
с использованием идеологии репеллеров. При этом каждый подвижный объект 
имеет цель, куда ему необходимо прибыть, обходя препятствия на пути. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим подвижные объекты, уравнения кинематики которых имеют 
вид (см. рис. 1) 
 1 2cos , sin ,i i i i i iy V y V      (1) 

где  1 2,i iy y  – координаты подвижного объекта;  
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iV – скорость подвижного объекта;  

i – угол курса подвижного объекта, 1,i n . 
 

 
Рис. 1. Переменные состояния подвижных объектов  

и система координат  

Положение подвижного объекта характеризуется координатами 1 2,i iy y  

во внешней системе 1 2Oy y . Скорость iV  и курсовой угол i  являются управ-
лениями. Каждый подвижный объект измеряет координаты соседних объек-
тов и имеет информацию о координатах ,L Ry y  области L , в которой функ-

ционирует группа. Число n  подвижных объектов в группе неизвестно. Каж-
дому подвижному объекту ставится в соответствие целевая точка, в которую 
он должен прибыть. Это осуществляется путем изначального вычисления уг-
ла курса подвижного объекта. Ставится задача достижения всеми подвижны-
ми объектами в группе соответствующих целевых точек.  

2. АЛГОРИТМ ПЛАНИРОВАНИЯ ТРАЕКТОРИИ  

Пусть 2 0iy  , а 1 1 , , , 1,i jy y i i i j n    . Пронумеруем подвижные 

объекты таким образом, чтобы индекс 1,j n  возрастал с увеличением коор-

динаты 1iy . В этом случае локальный алгоритм управления для i-го подвиж-
ного объекта можно синтезировать следующим образом. 

Представим для i-го подвижного объекта соседние объекты в виде ре-
пеллеров. При этом соседний слева объект должен формировать силу, вытал-
кивающую i-й подвижный объект вправо, а соседний справа объект – влево. 
Функции, на основе которых формируются репеллеры для i-го подвижного 
объекта, представлены на рис. 2. 

В данной работе предлагается формировать отталкивающие силы в виде 
динамической переменной, являющейся результатом интегрирования функ-
ций, представленных на рис. 2. 
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Рис. 2. Формирование репеллеров  

Пусть функции, представленные на рис. 2, являются степенными функ-
циями. Тогда указанная идея реализуется путем расширения системы (2) сле-
дующими уравнениями: 

 
1 1 1 1 1 1

1 1
i

i i i i
z

y y y y 
 

 
 , (2) 

где 10 Ly y , 1 1n Ry y  . 

Как следует из уравнения (2), переменные iz  зависят от величин, обрат-

ных расстояниям между роботами 1iR  , iR  и 1iR  . 

Пусть исходные требования к траектории движения i -го подвижного 
объекта представлены в виде вектора 

 1 0

2

i i
i

i k

y y

y V

 
    

,  

где 0 ,  i ky V  – произвольные числа, не равные нулю. 
Чтобы учесть влияние репеллеров, сформируем цель системы управле-

ния i -го подвижного объекта в виде 

 1 0

2

i i
i

i k

y y

y V

 
    

. (3) 

Таким образом, при появлении репеллера слева от i -го подвижного объ-
екта переменная iz  увеличивается, следовательно, составляющая 0(1 )i iy z  
также увеличивается. При появлении репеллера справа, как следует из выра-
жения (2), переменная iz  уменьшается, следовательно, выражение 0(1 )i iy z  
также уменьшается. 

Производная по времени от первого элемента вектора (3) в силу уравне-
ний (1), (2) описывается выражением 

   0
1 1 1 1 1 1

1 1
1 cosi i i i

i i i i
V y

y y y y 

 
       
 . (4) 
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Потребуем, чтобы замкнутая система управления i-м подвижным объек-
том удовлетворяла следующим дифференциальным уравнениям: 

 
   

 
01 1 0,

2 0,

i i i

i

T   

 


 (5) 

где 0iT  – постоянные положительные числа. 

Подставив в уравнение (5) выражения (3) и (4), получим 

 
 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1

1 1
(1 )ix i i i i i

i i i i
iy

k

u y T y y z
y y y y

u
V

 

  
             

   
 

, (6) 

 

2 2

arctan

ix iy
i

iyi

ix

u u
V

u

u

                

. (7) 

Проведем анализ поведения замкнутой системы управления, которая 
имеет следующий вид: 

 

 0 0 1 0
1 1 1 1 1 11

2

1 1 1 1 1 1

1 1
(1 )

1 1

i i i i i
i i i ii

i k

i

i i i i

y T y y z
y y y yy

y V

z

y y y y

 

 

  
          

      
         





. (8) 

Из выражения (8) следует, что замкнутая система управления декомпо-
зирована на две независимые подсистемы, первая из которых описывается 
вторым уравнением, а вторая – первым и третьим. 

Проведем анализ замкнутой системы управления относительно пере-
менных 1iy  и iz , используя уравнения 

 
 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
(1 )

1 1

i i i i i
i i i i i

i

i i i i

y T y y z
y y y y y

z

y y y y

 

 

  
                
   




. (9) 

Полагая в уравнениях (9) производные по времени равными нулю, 
найдем уравнения установившегося режима: 

 

 

1 1 1 1 1 1

0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

1 1
0 ,

1 1
0 (1 ) .

i i i i

i i i i
i i i i

y y y y

y T y y z
y y y y

 

 

    


          

 (10) 
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Выразим из уравнений (10) переменные  1iy  и iz : 

 

1 1 1 1
1

1 1 1 1

0

,
2

1.
2

i i
i

i i
i

i

y y
y

y y
z

y

 

 

 



  

 (11) 

Выразим рекуррентные соотношения (11) через параметры ,  L Ry y . За-

пишем первое уравнение из (11) для 1i  : 

 12
11 2

Ly y
y


 . (12) 

Аналогично для 2i   имеем 

 

12
13

11 13 1312
12 12

13 13
12 12

2
2 2 4 4 2

23
.

4 4 2 3

L

L
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y y
yy y yy y

y y
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y y




      


    

 (13) 

Для 3i   получаем 

 

13
14

1312 14 14
13 13

14 14
13 13

2
22

2 2 6 6 2

32
.

3 6 2 4

L

L

L L

y y
y yy y y y

y y

y y y y
y y




      


    

 (14) 

Анализируя последовательность (12)–(14), приходим к выражению 

 1 1
1 1

L i
i

y iy
y

i





. (15) 

Теперь запишем выражение (15) для i n : 

 1 1
L R

n
y ny

y
n





. (16) 

Далее для 1i n   из (15) с учетом (16) получаем  

1
1 1

( 1)( 1) 1
L R

L
L n

n

y ny
y ny n y ny

n n


       

 
( 1) ( 1) ( 1) 2 ( 1)

( 1) 1
L L R L Rn y n y n ny y n y

n n n

      
 

 
. (17) 
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Аналогично для 2i n   из (15) с учетом (17) получаем 

 1 2
3 ( 2)

1
L R

n
y n y

y
n
 




. (18) 

Проводя анализ последовательности (16)–(18), с учетом второго уравне-
ния (11) получаем следующие выражения для уравнений установившего ре-
жима замкнутой системы управления: 

 

1

0

( 1)
,

1

( 1)
1.

( 1)

L R
i

L R
i

i

n i y iy
y

n

n i y iy
z

n y

    


     

 (19) 

Выражения (19) определяют значения переменных 1iy  и iz , 1,i n , в 
установившемся режиме движения. Из (19) видно, что установившиеся зна-
чения координат 1iy  зависят только от числа роботов n  и границ области 

функционирования ,  L Ry y . 
Проанализируем устойчивость замкнутой системы (1), (2), (6), (7) отно-

сительно установившегося режима (19). 
Для этого запишем следующую квадратичную форму в качестве функ-

ции Ляпунова: 

 
22

1
01

( 1) ( 1)1
1

2 1 ( 1)

n
L R L R

i i
ii

n i y iy n i y iy
V y z

n n y

                      
 . (20) 

Как видно из выражения (20), в качестве функции Ляпунова выбрана 
сумма квадратичных функций отклонений от установившегося режима, опи-
сываемого соотношениями (19). 

Производная по времени от функции (20) с учетом уравнений замкнутой 
системы (1), (2), (6), (7) равна 

  1 0 0 1 0
1

( 1)
(1 )

1

n
L R

i i i i i i
i

n i y iy
V y y z T y y z

n

           
   

 
0

( 1)
1 .

( 1)
L R

i i
i

n i y iy
z z

n y

           
  (21) 

Преобразуем выражение (21) к виду 

1 0 1
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0 1 0

( 1) ( 1)

1 1

( 1) ( 1)
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n
L R L R
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1 0
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T y z z z

n n y

                     
  (22) 

Выделим полные квадраты в выражении (22), используя его второе и 
третье слагаемые: 
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1 0
1

.
1
L R
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  (23) 

Снова выделим полные квадраты, используя второе и третье слагаемые 
выражения (23): 
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   (24) 

Применяя еще раз операцию выделения полных квадратов, из выраже-
ния (24) с учетом уравнения (2) получаем 
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 (25) 

Таким образом, из (25) следует, что положение равновесия (19) является 
асимптотически устойчивым в замкнутой системе (1), (2), (6), (7). При этом 
полагается, что  

 1 1 1, 1,i iy y i n   .  

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Пусть модель подвижного объекта описывается уравнениями (1), а па-
раметры системы управления следующие: начальные координаты соответ-
ственно (0; 0), (2; 0), (4; 0); координаты целевых точек (8; 45), (8; 40), (8; 30); 
число подвижных объектов n = 3; уставки по скорости  0 1iV   м/с; постоян-

ные времени 1 1iT   с–1; координаты центра препятствия (6; 30). 
 

 

Рис. 3. Результаты моделирования  

В целях обеспечения безопасности маневры объектов начинаются за  
один метр до достижения препятствия. Первым маневр начинает подвижный 
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объект, наиболее близкий к обнаруженному препятствию. На рис. 3 приведе-
ны результаты моделирования. Из рис. 3 следует, что система управления 
позволяет каждому подвижному объекту достигнуть целевой точки и обеспе-
чивает обход препятствий. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В статье предложен и проанализирован алгоритм распределенного 
управления группой неоднородных подвижных объектов, функционирующих 
в среде с препятствиями. Алгоритм строится на принципе управления, кото-
рый позволяет интерпретировать все соседние объекты как репеллеры. Пред-
ложен метод введения репеллеров, отличающийся тем, что силы отталкива-
ния формируются динамическим звеном, интегрирующим расстояния до со-
седних препятствий.  

Каждому объекту в группе указана цель, к которой он движется, при 
этом избегая столкновения с препятствиями и другими подвижными объек-
тами. В дальнейшем планируется разработать метод динамического целерас-
пределения. 

Проведенный анализ и результаты моделирования позволяют говорить 
об эффективности предложенных методов в средах с препятствиями. При 
этом предложенный подход может применяться и для нестационарных сред, 
так как препятствия представляются формально как подвижные объекты. 

Предлагаемые алгоритмы могут использоваться в системах планирова-
ния движения различных объектов, примеры которых приведены в работах 
[18–20]. Метод планирования обеспечивает устойчивость движения на 
уровне уравнений кинематики объекта. 
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The method is based on the vehicle kinematics on the plane. Each vehicle has a target point 
where it needs to come having evaded the obstacles which are found on the way. The proposed 
method of scheduling trajectories of driving is based on the interpretation of all next objects as 
repellers. The method allows organizing group driving on the basis of the prime algorithms re-
alized by vehicles without using the centralized algorithm. A new way of repeller introduction 
based on forming unstable states in the phase space of vehicles is proposed. Repellent forces 
are formed as outputs of dynamic links integrating the non-linear functions depending on the 
distances to the obstacles. As a result laws of changing speeds and the vehicle driving direc-
tions are obtained. By means of the Lyapunov function method the analysis of the obtained 
driving trajectories for stability is carried out. Numerical simulation of the group consisting of 
three vehicles in the environment with fixed obstacles is carried out. On the basis of the analy-
sis and simulation results conclusions about the applicability of the proposed method in practice 
are drawn. Further development of the proposed method of scheduling trajectories of driving 
including dynamical equations and the adaptation of the method to three-dimensional environ-
ment is discussed. In perspective a possibility of refusing setting rigid tasks and beginning to 
develop a method of dynamic target distribution in a vehicle group is also discussed.  

Keywords: Group control, vehicle, decentralized control, repeller, unstable mode, Lya-
punov function, target distribution, movement control 
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