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Приведены результаты экспериментального определения собственных частот и форм ко-
лебаний тонкостенной цилиндрической оболочки методом удара. Для проведения исследова-
ния оболочка вывешивалась на упругих подвесах. Виброускорения оболочки измерялись с 
помощью однокомпонентных акселерометров. Проведена серия экспериментов с различной 
установкой датчиков по образующим оболочки. Сигналы с акселерометров регистрировались в 
системе сбора данных LMS Scadas. Частоты и формы собственных колебаний оболочки опре-
делялись на основе взаимного спектрального анализа переходных процессов входного сигнала 
возбуждения и выходных сигналов с помощью программного обеспечения LMS Test Lab. Пер-
вичная оценка частот собственных колебаний оболочки выполнялась по максимумам АЧХ и 
точек смены фаз на 90˚ на ФЧХ. Последующее уточнение этих частот проводилось по усред-
ненным АЧХ и ФЧХ. Для выбранных частот выполнена оценка форм собственных колебаний 
по критерию модальной достоверности. Проведена вероятностная оценка значений собствен-
ных частот, модальной массы и жесткости, коэффициентов затухания цилиндрической обо-
лочки. В исследуемом диапазоне из восьми зарегистрированных максимумов идентифициро-
вано три частоты и соответствующие формы собственных колебаний. Так, максимумам соот-
ветствовали частоты 423,3 Гц, 425,4 Гц, 700,9 Гц, 715,6 Гц, 971,8 Гц, 977,5 Гц, 983,7 Гц и 
985,4 Гц, из которых 425,4 Гц, 977,5 Гц и 985,4 Гц идентифицированы как собственные. Вы-
полненный экспериментальный модальный анализ показал, что предложенная последователь-
ность процедур обработки результатов виброиспытаний является вполне удовлетворительной 
при идентификации частот и форм собственных колебаний конструкций отсеков летательных 
аппаратов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При проектировании и отработке летательных аппаратов возникает ши-
рокий спектр задач, связанных с анализом их динамического поведения. Так, 
на этапе проектирования предварительная оценка этих характеристик требу-
ется для определения нагрузок, действующих на ЛА, для установки и под-
тверждения требований по динамической точности стабилизации, в качестве 
исходных данных для разработки систем ориентации и стабилизации. 

Для определения динамических характеристик броскового макета раке-
ты исследуются динамические характеристики его отсеков. Макет представ-
ляет собой составную конструкцию, состоящую из нескольких тонкостенных 
отсеков и грузов. Конструктивно отсеки включают цилиндрическую или ко-
ническую оболочку и торцевые шпангоуты. Оболочки свернуты из листа из 
алюминиевого сплава с продольным сварным швом. К торцам цилиндра при-
варены кольца-шпангоуты, полученные механической обработкой. Таким 
образом, в оболочке присутствуют один продольный и два кольцевых свар-
ных шва. В рамках настоящей работы проводится отработка методики экспе-
риментального определения частот и форм собственных колебаний нижнего 
цилиндрического отсека ракеты. На рис. 1 показаны общий вид оболочки и 
схема расположения точек. 

 

       
а      б 

Рис. 1. Общий вид оболочки:  

а – оболочка на упругом подвесе; б – расположения точек измерения и ударов 

Длина оболочки 732 мм, диаметр 152 мм, толщина 3 мм. Оболочка изго-
товлена из алюминиевого сплава Е = 70 000 МПа, p = 2700 кг/м3. На основе 
геометрической модели отсека сформирована конечноэлементная модель. 
На основе модального анализа этой модели в исследуемом диапазоне до 
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1000 Гц выявлено три парных частотных собственных колебания: 458,1 Гц, 
761,6 Гц, 1044,5 Гц. Подтверждение расчетных динамических характеристик 
отсека  проводится с помощью эксперимента [5]. 

1. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА 

Оболочка вывешена вертикально на упругом подвесе. Для измерения 
виброускорений использовались однокомпонентные акселерометры модели 
T333B32. Чувствительность акселерометров 100 мВ/g, частотный диапазон от 
0,5 до 3000 Гц. При испытаниях удары наносились по оболочке модальным 
молотком модели 086С02, в котором установлен датчик силы. Чувствитель-
ность датчика силы 11,2 мВ/Н, резонансная частота ≥ 22 кГц и нелинейность 
≤ 1 %. Сигналы датчиков подавались в систему сбора данных LMS SCADAS 
Mobile CSMO5, а затем обрабатывались с помощью программы LMS TEST 
Lab. Схема экспериментального стенда показана на рис. 2.  

 

 

Рис. 2. Схема экспериментального стенда при задании возбужда- 
       ющего воздействия с помощью модального молотка:  

1 – оболочка; 2 – упругие подвесы; 3 – однокомпонентные акселеромет-
ры; 4 – система измерения LMS Scadas; 5 – компьютер с программой  
                           LMS Test Lab; 6 – модальный молоток 

Примеры использования аппаратно-программного комплекса фирмы 
LMS для модальных испытаний и верификации математических моделей из-
делий космической и авиационной техники рассмотрены в статьях [1–4].  

Экспериментальный анализ мод колебаний основан на определении ди-
намических характеристик конструкции по результатам измерений характе-
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ристик вынужденных механических колебаний. При этом одновременно из-
меряются вынуждающие динамические силы и результирующие ускорения 
механических колебаний (отклик) в выбранных точках конструкции. 

Проведены эксперименты при разном расположении трех акселеромет-
ров на внешней поверхности оболочки. На рис. 1, б цифрами обозначены 
точки возбуждения, в которых в экспериментах закреплялись акселерометры 
и наносились удары. Номера этих точек и направления ударов приведены в 
табл. 1. Два направления удара необходимы для возбуждения колебаний в 
двух координатных плоскостях zOx и zOy. В экспериментах 1Э–4Э акселеро-
метры располагались на одной образующей: два на торцевых шпангоутах 
оболочки и один – в середине образующей. В эксперименте 5Э акселеромет-
ры располагались в точках 11, 14 и 15 между шпангоутами. 

Таблица 1 

Расположение точек измерения и направление ударов в испытаниях 

Обозначение 
эксперимента 

Точки расположе-
ния акселеромет-

ров 

Точки и направления ударов 

Ох Оy 

1Э 1, 3, 5 

1–5, 11–15 6–10, 16–20 

2Э 6, 8, 10 

3Э 11, 13,15 

4Э 16, 18, 20 

5Э 11, 14, 15 

 
Определение модальных характеристик оболочки проводилось в диапа-

зоне от 400 до 1000 Гц. Колебания, создаваемые при ударе, представляют со-
бой переходный кратковременный процесс передачи энергии. Спектр удар-
ной силы является непрерывным с максимальной амплитудой при 0 Гц и по-
следующим уменьшением с ростом частоты. Продолжительность удара и, 
следовательно, форма спектра при ударном возбуждении определяются мас-
сой и жесткостью ударного молотка и самой конструкции. При применении 
молотка на жесткой оболочке жесткость головки молотка практически опре-
деляет спектр. Головка молотка действует как механический фильтр. Таким 
образом, выбирая головку молотка, можно выбирать частоты среза. В соот-
ветствии с рекомендациями руководства по эксплуатации модального молот-
ка [6] для проведения эксперимента выбран тип наконечника со средней 
жесткостью, обеспечивающий требуемый спектр частот колебаний. 

Во всех экспериментах в каждую измерительную точку выполнялось пять 
ударов. Амплитудно-частотные (АЧХ) и фазочастотные (ФЧХ) характеристики 
определялись с помощью программного обеспечения LMS Test Lab путем мно-
гократного усреднения энергетических спектров входного и выходного про-
цессов. При этом использовались известные связи между ними: 
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( ) ( )ABW H A    , 

( ) ( ) ( )B H A     , 

где  A() – энергетический автоспектр возбуждения;  
B() – энергетический автоспектр отклика; 
WAB() – взаимный энергетический спектр возбуждения и отклика – 

функция когерентности; 
H() – частотная характеристика. 
При всех измерениях проводился контроль характера функции коге-

рентности. Удовлетворительными считались данные, для которых вид функ-
ции когерентности не изменялся в рамках серии из пяти измерений.  

Функция когерентности является средством для оценки степени линей-
ности связи входных и выходных сигналов. Если соответствующие собствен-
ные спектры содержат некогерентные шумы, то квадрат амплитуды взаимно-
го спектра меньше произведения собственных спектров. Это объясняется тем, 
что некогерентные шумы удалены из взаимного спектра в процессе усредне-
ния. Граничным значением функции когерентности является «1» в отсутствие 
шума и «0» при наличии чистых шумов [7–9]. 

2. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 

На рис. 3 изображена усредненная АЧХ, на ней можно выделить три об-
ласти резонанса при разных частотах (в областях 400, 700 и 1000 Гц). Для вы-
деленных областей частот далее выполняется уточнение АЧХ и ФЧХ колеба-
ний  оболочки для каждой измерительной точки [8, 9]. Графики этих функций 
по измерениям во всех точках показаны на рис. 4. На рис. 4, а показана область 
АЧХ около первого резонанса с единственным максимумом 423,3 Гц (верхний 
график). Функции ФЧХ точек возбуждения на нижнем графике рис. 4, а объ-
единяются в две группы в соответствии с двумя направлениями удара. Каждая 
группа функций имеет общую точку перегиба. Обе точки перегиба соответ-
ствуют одной частоте, которая может быть идентифицирована как частота соб-
ственных колебаний оболочки. Таким образом, собственным частотам соответ-
ствуют максимум H() и значения ФЧХ, близкие к 90°.  

На рис. 4, б и в показаны значения функции АЧХ и ФЧХ в области вто-
рого и третьего резонанса соответственно. Особенностью этих областей явля-
ется то, что функция АЧХ для каждой измерительной точки, кроме строгого 
локального максимума при 700,9 и 971,8 Гц, имеет один или несколько не-
строгих максимумов при 715,6 и 983,7 Гц. Строгие максимумы связаны с ре-
зонансными явлениями, и соответствующие им частоты идентифицируются 
как частоты собственных колебаний оболочки. Нестрогие локальные макси-
мумы могут быть связаны с тональными сигналами, которые наводятся на 
измерительных трактах, и соответствующие частоты должны быть отсеяны. 
К тому же и на ФЧХ при этих частотах «классическое» изменение фазы на 
90° отсутствует. На рис. 4 плохо видны пики локальных максимумов и они 
размыты по частотам и по фазам. Для того чтобы уточнить их, потребовались 
усредненные данные, представленные на рис. 5. 
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Рис. 3. Усредненная АЧХ и характеристики полюсов 

 
а        б         в 

Рис. 4. АЧХ и ФЧХ для всех измерительных точек:  

а – диапазон от 410 до 440 Гц; б – диапазон от 695 до 720 Гц; в – диапазон от 965 до 990 Гц 
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Дополнительная проверка нестрогих максимумов выполняется по функ-
циям усредненных АЧХ и ФЧХ. На рис. 5, а, б и в показаны усредненные для 
всех измерительных точек функции АЧХ и ФЧХ. В диапазоне до 1000 Гц 
экстремумы обозначены цифрами (1–8) рядом с соответствующими значени-
ями частот. Для идентификации частот собственных колебаний в качестве 
критерия принят максимум усредненной фазы при первой низшей резонанс-
ной частоте. С этим максимумом сравнивались все остальные максимумы 
ФЧХ. Максимумы функции ФЧХ, оказавшиеся ниже этого значения, следует 
отсеять – они не соответствуют собственным колебаниям оболочки. С учетом 
этого признака из восьми частот, соответствующих экстремумам функции 
ФЧХ и обозначенных на рис. 5, а–в, отсеяно три частоты 425,4 Гц (2), 
977,5 Гц (6) и 985,4 Гц (8). 

 

 
а         б         в 

Рис. 5. Усредненные АЧХ и ФЧХ:  

а – диапазон от 400 до 440 Гц; б – диапазон от 690 до 720 Гц; в – диапазон от 960 до 990 Гц 

Такое предварительное отсеивание «подозрительных» максимумов АЧХ 
существенно облегчает дальнейшее уточнение частот и соответствующих им 
форм собственных колебаний. 

Для оставшихся пяти максимумов АЧХ идентификация частот и форм 
собственных колебаний проводится с помощью утилиты PolyMAX програм-
мы LMS TEST Lab. Алгоритм PolyMAX основан на технологии оценки по-
люсов по методу наименьших квадратов в комплексной частотной области 
(LSCF  Least-Squares Complex Frequency-domain). Метод LSCF рассматри-
вался в работах [10–12] для обнаружения «начальных» значений полюсов. 
Важное преимущество оценки полюсов по методу LSCF заключается в том, 
что этот метод обеспечивает получение наглядной стабилизационной диа-
граммы [13, 14]. Такая диаграмма, полученная по результатам испытаний 
оболочки, представлена на рис. 3. Здесь в рассматриваемом частотном диапа-
зоне на графике АЧХ нанесены столбчатые диаграммы символьных обозна-
чений качественной характеристики полюсов. Расшифровка этих символьных 
обозначений приведена в табл. 2. Для тех частот, которые были выбраны вы-
ше, для дальнейшего анализа выделяются «устойчивые» полюса (s). 
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Таблица 2 

Качественные характеристики полюсов и их символьное обозначение 

Символ Качественные характеристика полюсов 

0 Неустойчивый полюс 

f Частота идентифицируется нестабильно 

d Форма идентифицируется надежно, частота и демпфирование  нет 

v Частота и демпфирование идентифицируются надежно, форма  нет 

s 
Устойчивый полюс: частота, демпфирование и форма идентифициру-
ются надежно 

 
На основе выбранных устойчивых полюсов и определяются динамиче-

ские характеристики оболочки, представленные в табл. 3. 

Таблица 3 

Динамические характеристики оболочки 

Динамическая 
характеристика 

оболочки 
Эксп. 

Номер частоты 

1 2 3 4 5 

Частота, Гц 

1Э 423,3 702,1 715,1 971,9 986,9 

2Э 423,3 700,7 715,5 971,3 983,8 

3Э 423,5 700,7 715,4 970,6 986,9 

4Э 423,3 701,2 715,7 971,1 983,8 

5Э 423,9 699,8 714,8 971,4 987,9 

Модальная  
жесткость, Вт/м 

1Э 0,2 0,2 0,1 0,4 0,2 

2Э 0,3 0,3 0,02 0,4 0,2 

3Э 0,3 0,5 0,03 0,4 0,3 

4Э 0,2 0,3 0,02 0,4 0,2 

5Э 0,1 0,3 0,03 0,4 0,2 

Модальная  
масса, кг  10–9 

1Э 3,65 0,98 0,75 0,11 0,64 

2Э 38,23 17,31 1,22 9,92 5,89 

3Э 38,41 28,00 1,42 11,03 7,38 

4Э 34,78 15,07 0,79 10,27 5,82 

5Э 19,33 15,76 1,57 9,73 4,34 

Коэффициент 
затухания, % 

1Э 0,07 0,06 0,04 0,17 0,03 

2Э 0,04 0,10 0,04 0,16 0,05 

3Э 0,10 0,29 0,07 0,15 0,04 

4Э 0,04 0,06 0,04 0,15 0,04 

5Э 0,09 0,06 0,09 0,14 0,04 
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В табл. 4 представлены статистические оценки этих динамических ха-
рактеристик оболочки. Для каждой характеристики подсчитаны математиче-
ское ожидание, дисперсия и доверительный интервал. 

Таблица 4  

Результаты статистической оценки модальных параметров 

Номер частоты 1 2 3 4 5 

Частота, Гц 

Математическое 
ожидание a 423.45 700.92 715.31 971.28 985.85 

Дисперсия D 0.06 0.55 0.09 0.20 2.97 

Доверительный 
интервал (423,1…423,7) (700…701,8) (715...715,7) (970,7...971,8) (984...988) 

Модальная жесткость, Вт/м 

Математическое 
ожидание a 0,24 0,33 0,05 0,388 0,226 

Дисперсия D 0,0024 0,0131 0,0025 0,0005 0,0012 

Доверительный 
интервал (0,2...0,3) (0,2...0,5) (0...0,1) (0,4...0,4) (0,2...0,3) 

Модальная масса, кг  10–9 

Математическое 
ожидание a 26,9 15,4 1,15 8,2 4,8 

Дисперсия D 184,2 74,1 0,1 16,6 5,3 

Доверительный 
интервал (10,...43,7) (4,7...26,1) (0,7...1,6) (3,1...13, 2) (2...7,7) 

Коэффициент затухания, % 

Математическое 
ожидание a 0,07 0,11 0,06 0,15 0,04 

Дисперсия D 0,0006 0,008 0,0004 0,0001 0,00004 

Доверительный 
интервал (0...0,2) (0...0,2) (0,03...0,08) (0,1...0,1) (0,03...0,1) 

 
Для сравнения форм собственных колебаний оболочки, измеренных в 

разных экспериментах (1Э–5Э), используется критерий модальной достовер-
ности Modal Assurance Criterion (МАС) [15]. По этому критерию определяет-
ся соответствие между двумя векторами форм, полученных по измерениям 

виброперемещений в разных экспериментах  n
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где  i,  j – номер мод;   
n – номер эксперимента. 

Если векторы  n
i  и   1n

i
  являются оценками одной и той же формы 

колебаний в разных экспериментах, то критерий модальной достоверности 
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MAC стремится к 100 %, если же векторы являются оценками различных 
форм колебаний, то значение критерия стремится к нулю. На рис. 6 представ-
лены диаграммы МАС при сравнении форм собственных колебаний, полу-
ченных в разных экспериментах и отобранных после анализа АЧХ и ФЧХ. 
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Рис. 6. Значения МАС при сравнении форм колебаний, 
полученных в разных экспериментах 
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Рис. 6. Продолжение (см. также с. 53) 

Например, на рис. 6 сравниваются формы колебаний, полученные в пер-
вом эксперименте (1Э), с формами, измеренными во втором (2Э) и третьем 
(3Э) экспериментах. По известным рекомендациям [12], признаком удовле-
творительного совпадения измеренных форм колебаний являются значения 
МАС больше 75 %. В пустых ячейках значения МАС меньше 1 % и поэтому 
не указываются. На рис. 6 видно, что формы колебаний, соответствующие 
частотам 423,5 Гц, 700,9 Гц и 971,3 Гц, во всех экспериментах по этому кри-
терию совпадают. 

При сравнении форм колебаний при частотах 715,3 Гц и 985,8 Гц значе-
ние МАС изменяется в диапазоне (0,5…0,7). И это является поводом для до-
полнительной проверки этих частот, например, в испытаниях при гармониче-
ском воздействии. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, представлен экспериментальный анализ собственных 
форм и частот колебаний цилиндрического отсека при ударном возбуждении с 
использованием взаимного спектрального анализа переходных процессов сиг-
нала возбуждения и выходного сигнала с пьезоакселерометров. Входной сиг-
нал регистрировался пьезоакселерометром модального молотка. Выходной 
сигнал (сигнал откликов) определялся по показаниям вибродатчиков, закреп-
ленных на стенке оболочки. Регистрация и обработка сигналов выполнялась с 
помощью программно-аппаратного комплекса LMS Scadas и LMS Test Lab.  

Программные средства контроля функции когерентности при всех из-
мерениях позволяют непосредственно при проверке испытаний оперативно 
отсеять неудовлетворительные эксперименты, содержащие некогерентные 
шумы. 

По полученным функциям частотной характеристики (АЧХ и ФЧХ) вы-
деляются экстремумы, связанные с резонансными или с тональными сигна-
лами, наведенными на измерительный тракт. Дополнительную  проверку не-
строгих экстремумов в исследуемом диапазоне частот удобно провести по 
функциям усредненных АЧХ и ФЧХ, а также по функции модуля взаимного 
спектра процессов ударного воздействия и измерений виброускорений. При 
этом из восьми частот, соответствующих максимумам АЧХ, отсеяно три ча-
стоты. Для дальнейшей оценки остальных пяти частот с помощью алгоритма 
PolyMAX выбраны «устойчивые» полюса и определены модальные парамет-
ры оболочки: частота, модальная жесткость, модальная масса, коэффициент 
затухания. Идентификация форм собственных колебаний выполнена на осно-
ве критерия модальной достоверности МАС.  

Выполненный экспериментальный модальный анализ показал, что пред-
ложенная последовательность процедур обработки результатов виброиспы-
таний является вполне удовлетворительной при идентификации частот и 
форм собственных колебаний конструкций отсеков. 
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The results of the experimental determination of eigenfrequencies and modes of cylindri-
cal shell oscillations by the impact method are given. The shell was hung on elastic suspen-
sions. Vibration accelerations of the shell were measured by single-component accelerometers. 
A series of experiments with different settings of sensors on the generatrix of the shell was car-
ried out. Accelerometer signals were detected by the LMS Scadas data collection system. Ei-
genfrequencies and modes of oscillation of the shell were determined on the basis of mutual 
spectral analysis of transient input drive signals and output signals by using the LMS Test Lab 
software. Eigenfrequencies of the shell were visually determined by the maximum of frequency 
response and phase change points at 90˚ PFC. The subsequent elaboration of these frequencies 
was carried out by average frequencies and phase responses. The estimation of oscillations 
modes by the modal assurance criterion was made for selected frequencies. Probabilistic esti-
mation of the values of eigenfrequencies, modal mass and stiffness, damping coefficient of the 
cylindrical shell was made. In the investigated range among the eight registered maximums 
there were three eigenfrequencies and modes of shell oscillations were identified. Thus, the fre-
quency maximums are 423.3 Hz; 425.4 Hz; 700.9 Hz; 715.6 Hz; 971.8 Hz; 977.5 Hz; 983.7 Hz; 
985.4 Hz, of which 425.4 Hz, 977.5 Hz and 985.4 Hz were identified as eigenfrequencies. The 
experimental modal analysis showed that the proposed sequence of procedures of processing 
the vibration testing results was entirely satisfactory in the identification of frequencies and 
modes of structural section vibrations. 

Keywords: Impact metho, eigenfrequencies of oscillation, mode of oscillation, experi-
mental investigation, LMS Test Lab, cylindrical shell, mutual spectral analysis, least square 
method 
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