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В работе рассматривается циклическая система массового обслуживания с одним обслу-
живающим прибором, на вход которой поступает два независимых пуассоновских потока за-
явок c обслуживанием до полного исчерпания заявок, при котором прибор, подключенный к 
первой очереди, обслуживает все заявки этой очереди до полного исчерпания, затем переклю-
чается на вторую очередь. После исчерпания заявок второй очереди прибор вновь переключа-
ется на первую очередь. Для переключения прибора с одной очереди на другую требуется за-
тратить время на переналадку прибора, в течение которого прибор недоступен для обслужива-
ния заявок. Ставится задача исследования времени ожидания заявок в каждой очереди. Мето-
дом исследования циклической системы до полного исчерпания является метод системы с 
«прогулками» прибора. Прибор, подключенный к этой очереди, обслуживает все ее заявки до 
полного исчерпания. В момент окончания обслуживания последней из заявок прибор уходит 
на «прогулку». Во время «прогулки» заявки в систему поступают, накапливаются, но не об-
служиваются. Если в момент возвращения с «прогулки» в системе нет заявок, то прибор по-
вторно уходит на «прогулку». В том случае, когда в момент возвращения прибора с «прогул-
ки» в системе накоплены заявки, прибор приступает к их обслуживанию. Применение метода 
«прогулки» прибора для исследования циклических систем реализуется в два этапа, первым из 
которых является исследование системы с «прогулками» прибора, заданной параметром вхо-
дящего потока, функцией распределения времени обслуживания заявок и функцией распреде-
ления продолжительности «прогулок» прибора. Второй этап метода заключается в нахождении 
функции распределения времени «прогулки» для каждой очереди либо их основных характе-
ристик. А далее результаты, полученные на первом этапе, применяются к каждой из очередей 
системы с двумя входящими потоками. 

                                                      
* Статья получена 30 августа 2016 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время важным направлением развития телекоммуникаци-
онных систем становятся беспроводные сети передачи информации [1]. Ши-
рокополосные беспроводные решения позволяют экономично и оперативно 
создавать телекоммуникационную инфраструктуру. Применение беспровод-
ной технологии позволяет объединить локальные сети и рабочие станции в 
единую сеть передачи данных, экономя при этом средства и время. 

Для адекватной оценки характеристик беспроводных сетей широко при-
меняются стохастические модели поллинга (циклические системы). Результа-
ты в данной области до 1985 года были систематизированы и обобщены 
Х. Такаги [2]. Далее исследования в этой области проводились такими уче-
ными как Borst S. [3], Boxma O. [4], Levy H. [5], Вишневский В.М. [6]. Клас-
сификация систем поллинга представлена в работах [1, 3, 5]. Основные мето-
ды анализа поллинг-систем изложены в [7].  

Стремительное развитие телекоммуникационных систем и сетей [8–10] 
стимулирует разработку новых методов анализа и синтеза циклических си-
стем. В связи с этим в последнее десятилетие появилось достаточное количе-
ство работ в этом направлении.  

Системы упорядоченного опроса, или циклические системы, являются 
разновидностью систем массового обслуживания с несколькими очередями 
и общим обслуживающим прибором или несколькими приборами. В каж-
дую очередь поступает свой поток заявок. Обслуживающий прибор по 
определенному правилу посещает очереди и обслуживает находящиеся в 
них заявки. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Рассмотрим систему массового обслуживания с одним обслуживающим 
прибором, на вход которой поступает два независимых пуассоновских потока 
заявок с интенсивностью k  для k-го потока (k = 1, 2). 

Продолжительность обслуживания заявок k-й очереди случайная с функ-
цией распределения ),(kB x  k = 1, 2. Рассматривается циклическая система с 
обслуживанием до полного исчерпания заявок, при котором прибор, подклю-
ченный к первой очереди, обслуживает все заявки этой очереди до полного 
исчерпания, затем переключается на вторую очередь. После исчерпания заявок 
второй очереди прибор вновь переключается на первую очередь.  

Для переключения прибора с одной очереди на другую требуется затра-
тить время ,k  k = 1, 2, на переналадку прибора, в течение которого прибор 
недоступен для обслуживания заявок. 

Ставится задача исследования времени ожидания заявок в каждой оче-
реди. 
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МЕТОД «ПРОГУЛКИ» ПРИБОРА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ЦИКЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Методом исследования циклической системы до полного исчерпания 
является метод системы с «прогулками» прибора [11–13], заключающийся в 
том, что рассматривается выделенная очередь, например, первая с интенсив-
ностью 1  поступления заявок и функцией распределения 1( )B x  их времени 

обслуживания. 
Прибор, подключенный к этой очереди, обслуживает все ее заявки до 

полного исчерпания. В момент окончания обслуживания последней из за-
явок прибор уходит на «прогулку», продолжительность которой определя-
ется функцией распределения ( ),kT x  здесь k указывает номер очереди, от 

которой прибор ушел на «прогулку». Во время «прогулки» заявки в систему 
поступают, накапливаются, но не обслуживаются. Если в момент возвраще-
ния с «прогулки» в системе нет заявок, то прибор повторно уходит на «про-
гулку». В том случае, когда в момент возвращения прибора с «прогулки» в 
системе накоплены заявки, прибор приступает к их обслуживанию, а также 
обслуживает все заявки, которые поступают в течение всего текущего ре-
жима доступности до полного исчерпания всех заявок. Естественно, что 
продолжительность «прогулки» для исходной циклической системы с двумя 
входящими потоками определяется временем обслуживания заявок очереди 
системы, кроме выделенной, и суммарным временем переключения прибора 
между очередями. 

Применение метода «прогулки» прибора для исследования цикличе-
ских систем реализуется в два этапа, первым из которых является исследо-
вание системы с «прогулками» прибора, заданной параметром λ входящего 
потока, функцией распределения B(x) времени обслуживания заявок и 
функцией распределения T(x) продолжительности «прогулок» прибора. За-
метим, что здесь рассматривается система с обслуживанием до полного ис-
черпания очереди.  

Второй этап метода заключается в нахождении функции распределе-
ния ( )kT x  для каждой очереди либо их основных характеристик. А далее ре-

зультаты, полученные на первом этапе, применяются к каждой из очередей 
системы с двумя входящими потоками. 

Недостатком метода прогулок является предположение о независимости 
продолжительностей «прогулок» прибора в циклах обслуживания, что требу-
ет дополнительных исследований для установления области значений исход-
ных параметров и распределений в циклической системе, при которых по-
грешность метода считается приемлемой. Эти исследования можно выпол-
нить, например, имитационным моделированием. 

Рассмотрим заявку, поступившую в систему с «прогулками» прибора в 
некоторый момент времени t. Обозначим W(t) – ее время ожидания в системе 
до начала обслуживания и обозначим характеристическую функцию этого 
времени ожидания  

 ( )( ) W tF Me  . (1) 
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Можно показать, что ( )F   имеет вид 
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где ( ),  ( )     – преобразования Лапласа–Стилтьеса функций T(x), B(x) соот-
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   – среднее значение продолжительности «прогулки» прибора; 
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   – среднее время обслуживания. Из вида (1) характеристической 

функции F(α) следует, что время W(t) ожидания заявки в системе с «прогул-
ками» прибора и обслуживанием до полного исчерпания заявок является 
суммой двух независимых случайных величин, первая из которых является 

остаточным временем «прогулки» с характеристической функцией 
1

1 ( )
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,  

а вторая – виртуальным временем ожидания заявки с характеристической 

функцией 11

1 ( ( ) 1)

b

u
u

 


  
 в классической системе M|GI|1|∞. 

Найдем первые два момента W1, W2 времени W(t) ожидания в системе с 
«прогулками» прибора. Продифференцируем равенство (2), учитывая, что 

2 3
0 0 0{ } ( ) ,  { } ( ) ,    { } ( )M x M x M x  

            . 

Имеем 

    1 1(1 ( )) ( ) 1 ( ) 1T F b             , 

     1 1 1( ) 1 ( ) (1 ( )) ( ) 1 ( )T F T F b                   , 

     1 1 1( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) (1 ( )) ( )T F T F T u u F u                  

 11 ( )b u    . 

В последнем равенстве положим 0,   получим 
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     1 1 1( ) ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) 1 ( )T F T F T F                  

   1 1(1 ( )) ( ) 1 ( )T F b              . 

В последнем равенстве положим 0,   получим 
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Здесь bm и Tm при  m = 1, 2, 3 – это первые три момента времени обслуживания 

заявки и продолжительности «прогулки» прибора в рассматриваемой системе.  
При исследовании циклической системы с двумя входящими потоками 

определяющее значение будет иметь продолжительность η периода занятости 
прибора для каждой очереди в системе с «прогулками» прибора и обслужи-
ванием до полного исчерпания заявок. Найдем характеристическую функцию  

( ) exp{ }M     

величины η продолжительности периода занятости. Так как в системе с об-
служиванием до полного исчерпания «прогулка» начинается в тот момент 
времени, когда в системе нет заявок, то в момент окончания «прогулки» в 
системе накапливается такое количество заявок  n(t),  производящая функция 
которых имеет вид  

( )
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0 0
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           , 

т. е.  

( ) ( )n tMy y     . 

Достаточно очевидно, что продолжительность η периода занятости в си-
стеме с «прогулками» прибора, когда в начале периода занятости накоплено n 
заявок, равна сумме n независимых продолжительностей k  периодов заня-

тости в классической системе M|GI|1|∞ с характеристической функцией ( ),   
которая является корнем уравнения [14]  

( ) ( ( )),     0 ( ) 1.            
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Применяя формулу полной вероятности для математических ожиданий, 
получим равенство 

   
0

( ) ( ) ( )
n

Me Me n t n P n t n
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( ) ( ) ( ( ))n

n
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         . 

Таким образом, характеристическая функция ( )   продолжительно-
сти η периода занятости в системе с «прогулками» прибора определяется ра-
венствами  

 ( ) ( ( ))       , (3) 

 ( ) ( ( )),     0 ( ) 1,            (4) 

второе из которых является нелинейным уравнением относительно неизвест-
ной характеристической функции ( )   и, как правило, аналитически не ре-
шается, за исключением экспоненциального времени обслуживания. 

Найдем первые три момента m  при 1,3m  , определяемые характери-

стической функцией ( )   из (4). Применяя равенство (4), нетрудно показать, 

что значения моментов m определяются равенствами 

1
1

11

b

b
 

 
,   

2
1 2

2
1

(1 )

1

b

b

 
 

 
, 

3
1 3 1 2 2

3
1

(1 ) 3(1 )

1

b b

b
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где mb  при 1,3m   – моменты m-го порядка времени обслуживания. 

ЦИКЛИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 

В циклических системах время прогулки прибора от каждой одной оче-

реди складывается из суммы 
2

1
v

v
v


    всех времен k  переналадки прибора 

от первой ко второй очереди и от второй к первой и суммы продолжительно-
стей периодов занятости прибора обслуживанием заявок всех очередей, кро-
ме заявок выделенной очереди, поэтому характеристическая функция )(k   
продолжительности прогулки прибора от выделенной очереди (в предполо-
жении независимости длительностей занятости прибора заявками разных по-
токов) имеет вид произведения 

 1 2 2 1( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( )A A            , (5) 
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где аналогично (3) и (4) характеристическая функция ( ),  1, 2v v    продол-
жительности периода занятости определяется равенствами 

( ) ( ( ))k k k k k         ,         ( ) ( ( )),k k k k k            

а функция ( )A   является характеристической функцией величины γ. Из этих 

равенств следует, что функции ( )k   являются решением системы 

 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ( )),  ( ) ( ) ( ( )),A A                     (6) 

 ( ) ( ( )),v v v v v            (7) 

а характеристическая функция ( )kF   времени W(t) ожидания заявки в выде-
ленной очереди в силу (2) определяется равенством  
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k k

bu
F u

uT u
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, (8) 

где (1)
kT  – среднее значение продолжительности «прогулки» от выделенной 

очереди. Так как решение системы (6) вызывает определенные затруднения, 
то применяя полученные равенства (6) и (7) найдем первые два момента 

(1) (2),  ,  1,2k kW W k  . 

В силу указанных равенств для этих моментов можно записать 
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 (9) 

где ( )m
kb  при 1,3,  1,2m k   – первые три момента времени обслуживания 

заявок выделенного потока, которые определяются заданием либо функцией 
распределения ( )kB x  либо их характеристической функцией Лапласа ).(k    

Моменты ( ) ,   1,2,   1,3m
kT k m   найдем из системы (6), (7), записав си-

стему (6) для кумулятивных функций  

( ) ln ( ),    l ( ) ln ( )k ka A        

в виде  

 ( ) ( ) ( ( )),k v v v vl a l v k           (10) 



Исследование циклической системы с обслуживанием до полного исчерпания методом «прогулок» 75

Так как производные от кумулятивных функций определяют семиинва-

рианты ( ) ,   1,2,   1,3m
kl k m  , которые определяют моменты ( )m

kT , то не 

трудно показать, что значения семиинвариантов ( )m
kl  являются решением 

следующих трех систем уравнений: 

    

      

(1) (1) (1) (1)

2(2) (2) (1) (2) (1) (2)

3(3) (3) (1) (3) (1) (3) (1) (2) (2)

,

,

3 ,

v v vk

v v v v v vk

v v v v v v v v v v vk

l l a

l l a l

l l a l l

   

      

           

  (11) 

где ( )ma  при  1,3m   – первые три семиинварианта суммарного времени γ 
переналадок прибора, их значения заданной кумулятивной функцией a(α), а 

значения величин ( )m
k  определяются аналогично  

(1)
(1)
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k k

b

b
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k k

b b

b

        
 

 
, 

В силу известных выражений начальных моментов через семиинва-
рианты можно записать следующие равенства, определяющие моменты 

( ) ,  1,2,   1,3m
kT k m  : 

 (1) (1)
k kT l ,    2(2) (2) (1)

k k kT l l  ,    3(3) (3) (1) (2) (1)3k k k k kT l l l l   , (12) 

где значения ( )m
kl  являются решениями систем (11). Получив значения (12) 

для моментов ( )m
kT , в силу равенств (9) найдем значения первых двух момен-

тов (1) (2),  k kW W  времени ( )kW t  ожидания заявок в каждой очереди из 1,2k   

очередей в рассматриваемой циклической системе. 



Д.М. СОНЬКИН, А.А. НАЗАРОВ и др. 76

АППРОКСИМАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ 
ОЖИДАНИЯ ПО ДВУМ МОМЕНТАМ 

Для аппроксимации распределения вероятностей ( ) { ( ) }F x P W t x   
времени W(t) ожидания заявки в любой очереди циклической системы при-
меним гамма-аппроксимацию [15] с параметрами формы sk и масштаба μk для 
каждой очереди 

 
 

 

2(1)

2(2) (1)

k
k

k k

W
s

W W




,      

 
(1)

2(2) (1)

k
k

k k

W

W W

 


.  (13) 

Таким образом, можно получить аппроксимацию распределения време-
ни ожидания в циклической системе. 

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР 

Рассмотрим систему, на вход которой поступает два простейших потока 
с интенсивностью 1 20,3  и 0,5.     Функция распределения времени об-
служивания заявок каждого потока является гамма-функцией распределения 
с параметрами формы αk и масштаба 0.5,k k    1,2.k   Для данных 
функций распределения времени обслуживания заявок каждого потока 

найдены значения начальных моментов ( ) ,  1,3m
kb m  , семиинварианты 

( ) ,  1,3ma m  , суммарного времени переключения прибора.  

Находим значения моментов ( )m
k  продолжительности периодов занято-

сти прибора обслуживанием заявок выделенного потока и решаем четыре си-

стемы уравнений (10) относительно ( ) ,  1,2,   1,3m
kl k m  . По формулам (12) 

находим значения ( ) ,  1,2,   1,3m
kT k m  . Получаем значения первого и вто-

рого моментов (1) (2),  k kW W  времени ( )kW t  ожидания заявок в k-й очереди, 

1, 2k  . Далее строим гамма-аппроксимацию времени ожидания в цикличе-
ской системе с параметрами формы ks  и масштаба k  для каждой очереди, 

полученными по моментам (1) (2),  k kW W . 

Таблица 1                                         Таблица 2 

Номер очереди W1 W2 
 Гамма-

аппроксимация 

1 11.350 447.991  s = 0.369  и  μ = 0.033 

2 7.980 322.509  s = 0.239  и  μ = 0.030 

 



Исследование циклической системы с обслуживанием до полного исчерпания методом «прогулок» 77

Графики функции распределения полученной аппроксимации для двух 
очередей при заданных параметрах представлены на рисунке.  

 

       
 

На графиках функции FG(x) – функция распределения гамма-аппрокси-
мации для первой и второй очередей соответственно. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе полученных формул для нахождения начальных моментов про-
должительности времени ожидания 1 2,  W W  в циклической системе распреде-
ление вероятностей времени ожидания аппроксимируется гамма-распреде-
лением с параметрами формы ks  и масштаба k  для каждой очереди. 

В случае циклической системы с K > 2 входящими потоками примене-
ние данного метода для исследования времени ожидания в очередях возмож-
но, но стандартное предположение о независимости периодов занятости для 
каждой очереди в этом случае дает большую погрешность. 
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This paper considers the cyclic queuing system with one server to whose input two inde-
pendent Poisson flows of requests are supplied. We consider a cyclic system with service to the 
complete exhaustion of requests in which the device after connecting to the first queue serves 
all requests in that queue until complete exhaustion, and then switches to the second queue. Af-
ter the exhaustion of the second queue of requests, the device switches back to the first queue. 
To switch the device from one line to another some time is required to changeover the unit dur-
ing which the unit is unavailable for servicing requests. The task is to study the waiting time of 
requests in each queue. The device ‘vacation’ method is used to investigate a cyclic system to 
complete exhaustion. After connecting to the queue, the device serves all requests to complete 
exhaustion. At the end of servicing the last request the device goes to "vacation" During vaca-
tions requests come into the system and are accumulated, but not served. If at the time of the 
device return from ‘vacation’ there are no requests in the system, the unit go to vacation again. 
However if at the time of the device return from ‘vacation’ requests have been accumulated in 
the system, the device starts to service them, with due regard to all requests that are received 
during the operation. The ‘vacations’ method to study cyclic systems is implemented in two 
phases. The first phase is to study the system with the device ‘vacation’ set by the input inflow 
parameter, the distribution function of the request servicing and the distribution function of the 
length of the device ‘vacation’. The second stage of the method is to find the distribution func-
tion time for each queue ‘vacation’ or their essential characteristics. And then the results ob-
tained in the first stage are applied to each of the system queue with two input flows. 

Keywords: cyclic system, service to complete exhaustion, system with device walking, 
waiting time, the Kolmogorov equation, the characteristic function, Laplace-Stieltjes transform 
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