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В работе рассматривается задача восстановления регрессионной зависимости по методу 
опорных векторов с квадратичной функцией потерь. Данный метод относится к классу ядер-
ных методов. Для настройки ряда внутренних параметров алгоритма LS–SVM обсуждается 
проблема получения тестовой выборки. Приведены различные критерии селекции моделей, 
которые основываются на разбиении выборки на обучающую и тестовую части. Проблема 
разбиения выборки на тестовую и обучающую части с использованием метода D-оптималь-
ного планирования эксперимента подробно рассмотрена для случая линейных параметриче-
ских регрессионных моделей. Данный метод получения тестовой выборки предложено исполь-
зовать для метода LS–SVM. Приводится последовательный алгоритм получения обучающей и 
тестовой частей выборки наблюдений применительно к методу LS–SVM. Для проверки рабо-
тоспособности предлагаемого метода разбиения выборки проведен вычислительный экспери-
мент. В нем повышение точности решений по LS–SVM проводилось посредством подбора 
масштаба гауссовой ядерной функции. Данный параметр ядерной функции подбирался по ми-
нимуму ошибки прогноза на тестовой части выборки. Окончательно точность получаемых 
решений проверялась по среднеквадратичной ошибке. Вычислительный эксперимент прово-
дился на модельных данных. В качестве модели, порождающей данные, была выбрана нели-
нейная зависимость от входного фактора. Дисперсия помехи (уровень шума) определялась в 
процентах от мощности сигнала. Сравнивались два способа разбиения выборки на обучающую 
и тестовую: случайное разбиение и разбиение по методу D-оптимального планирования экспе-
римента. Для выбора параметров алгоритма LS–SVM использовался также критерий пере-
крестной проверки. Результаты проведенных вычислительных экспериментов приведены в 
отдельных таблицах и рисунках. По результатам проведенных вычислительных экспериментов 
делаются выводы о том, что эффективность использования случайной тестовой выборки не-
стабильна и во много определяется конкретным вариантом разбиения. При этом стабильность 
результатов использования тестовой выборки, полученной при D-оптимальном разбиении вы-
борки, значительно выше. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Метод опорных векторов с квадратичной функцией потерь (LS–SVM) 
как с линейными, так и с нелинейными ядерными функциями – один из 
наиболее перспективных алгоритмов построения регрессии. Он является мо-
дификацией алгоритма опорных векторов (SVM) с функцией нечувствитель-
ности Вапника. Одним из важных этапов построения регрессии с использова-
нием метода опорных векторов является настройка ряда его внутренних па-
раметров. При использовании произвольных значений параметров алгоритма 
опорных векторов качество работы алгоритма может существенно варьиро-
ваться. 

Ключевым моментом в решении задачи настройки параметров алгорит-
ма опорных векторов является выбор критерия качества получаемых реше-
ний. Известным и активно развиваемым подходом для выбора линейных па-
раметрических моделей оптимальной сложности является использование так 
называемых внешних критериев. В нашем случае в качестве таковых могут 
быть использованы различные варианты критериев, связанных с точностью 
прогноза на тестовой выборке. В данной работе исследуется возможность 
разбиения выборки на обучающую и тестовую части с привлечением методов 
оптимального планирования эксперимента. 

ВНЕШНИЕ КРИТЕРИИ СЕЛЕКЦИИ МОДЕЛЕЙ 

При построении моделей, описывающих поведение отклика от действу-
ющих факторов, главной задачей является определение структуры модели, 
поскольку, как правило, она априори неизвестна. Исследователь сталкивается 
с проблемой выбора структуры модели. Для решения этой задачи назначают-
ся определенные критерии «качества», которым должна удовлетворять иско-
мая модель. Будем в дальнейшем называть их критериями селекции моделей. 
Перечень используемых критериев селекции достаточно широк и подробно 
представлен в обзорах [1–4]. 

Критерии селекции моделей можно поделить на две группы: критерии, 
использующие всю выборку данных, и критерии, основанные на разбиении 
выборки на части. 

Критерии, основанные на разбиении выборки на части 

Пусть модель объекта подчиняется следующему уравнению наблю-
дения: 

 Y Y X      
 

, (1) 

где ( 1)Y n 


 – вектор ненаблюдаемого незашумленного выхода объекта; 

( )X n m 


 – расширенная матрица плана, соответствующая истинному 
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набору регрессоров 1,..., mx x
  ; ( 1)n    – вектор ненаблюдаемых случайных 

ошибок измерения, относительно которых выполнены предположения 

( ) 0nE   , 2( )T
nE I   , где 0n  – вектор, состоящий из нулей; 2  – неиз-

вестная дисперсия наблюдения; nI  – единичная матрица размера n . Hабор 

регрессоров 1,..., mx x
   образует множество X


, о котором известно, что 

,X 


 где   – некоторое расширенное множество регрессоров. Пусть в 
результате наблюдения объекта получена ( )Z n p   – расширенная матрица 

плана из n  наблюдений над p  регрессорами из  , и требуется определить 

множество X


 и получить оценку параметров 


. Для поиска наилучшей ап-
проксимации для (1) воспользуемся каким-либо переборным алгоритмом. 
Пусть ( )X n s   – расширенная матрица наблюдений для текущей модели из 

s  регрессоров, образующих множество L . Регрессия отклика y  по L  
будет определяться по уравнению наблюдения 

 y X e  , (2) 

где ( 1)e n   – вектор ненаблюдаемых случайных ошибок измерения, отно-

сительно которых выполнены предположения ( ) 0nE e  , 2( )T
nE ee I  . 

Предположим, что выборка наблюдений W  разбита на две части А и В. 
В методах структурной оптимизации активно используются следующие так 
называемые внешние критерии селекции моделей [4–6]: 

 критерий регулярности 

 22 2( ) ( / ) AB BB B A y X      , 

где запись 2( / )B A  означает «ошибка» на выборке В модели, коэффициен-
ты которой получены с использованием выборки А; 

 критерий симметричной регулярности 

 2 22 2 2( / ) ( / ) A BB B A Ad B A A B y X y X          ; 

 критерий стабильности 

 2 22 2 2( / ) ( / ) A BW W W WS A B A A B B y X y X            ; 

 критерий непротиворечивости 

  22
A BCM W Wn X X    ; 

 критерий несмещенности по коэффициентам 

  22
A BCn     ; 
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 критерий вариативности 

     2 T
A W W BW W W WV X X X X       . 

К рассматриваемой группе критериев относится также критерий «сколь-
зящего контроля» (CV – cross validation) 

2 2
( )( ( ) )T
ick i i

i
y f x    , 

где  ( )i  – оценка параметров по выборке W  с исключенным  i-м наблюде-

нием.  
Теоретическое обоснование внешних критериев проведено в рабо- 

тах [5–9]. Анализ этих работ показывает, что в отношении методов структур-
ной идентификации складывается теория, в основу которой положен принцип 
J-оптимальности модели. Рассмотрим его. 

J-оптимальная модель определяется решением задачи 

  * min
ff

f Arg J f


 , (3) 

где f  – множество всех возможных моделей, формируемых на основе 

наблюдаемой матрицы  Z.  Теоретическая (идеальная) модель ( )J f  опреде-
ляет собой среднеквадратичную ошибку предсказания истинного отклика 
либо на всей выборке, либо на прогнозной части  В: 

 21
( )J f E y X

n
  

,    21
( ) AB B B

B
J f E y X

n
  

. 

При решении задачи (3) минимуму ( )J f  соответствует оптимальная 

сглаживающая модель, а минимуму ( )BJ f  – оптимальная прогнозирующая. 

Теоретическое исследование критериев ( )J f  и ( )BJ f  показало, что в усло-
виях шума с нулевой дисперсией минимумы этих критериев приходятся на 

модель сложности 0s m . При дисперсии наблюдения 2 0   функции ( )J f  

и ( )BJ f  имеют единственный минимум в точке * 0s s . С ростом 2  слож-

ность *s  уменьшается, т. е.  J-оптимальной становится все более простая мо-
дель. В пределе при относительно сильной зашумленности данных в качестве 
модели оптимальной сложности будет выбираться модель среднего. В каче-
стве оценок для идеальных критериев ( )J f  и ( )BJ f  могут выступать внеш-

ние критерии 2 ( )B , 2d , 2S , 2
CMn , 2

ck . Исследования [5–9] показывают, 

что внешние критерии 2 ( )B , 2d , 2S , 2
ck  несмещенно оценивают J-опти-

мальную модель. Критерий 2
CMn  при определенных условиях также не-

смещенно оценивает  J-оптимальную модель. В то же время критерий в виде 
остаточной суммы квадратов RSS , как и его скорректированная величина 

/ ( )RSS n s , не обладает необходимыми свойствами помехоустойчивости, 
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поскольку минимум этих критериев при 2 0   не находится в области 
0.s s  
Предлагаемые к использованию внешние критерии допускают достаточ-

но простую статистическую интерпретацию с позиций проверки линейных 
гипотез [10]. Предположим, что ошибки наблюдения распределены по нор-

мальному закону  20,  NN I . Пусть априорные данные о параметрах моде-

ли определены информацией из выборки А и состоят в выполнении 
T T
A A A AX X X y  . Поступают новые данные в виде выборки  В. По выборке  В 

производится оценивание параметров и осуществляется проверка гипо- 

тезы :  T T
A A A AH X X X y  . Обозначим ˆ ˆ( ) ( )T

B B B B B BRSS y X y X     , 

ˆ ˆ( ) ( )T
H B B H B B HRSS y X y X     , где ˆ

H  – оценки, полученные при огра-

ничениях T T
A A A AX X X y  . В нашем случае при условии полного ранга мат-

рицы T
A AX X  имеем, что 1ˆ ˆ ( )T T

H A A A A AX X X y    ; F-статистика для про-
верки гипотезы будет иметь вид 

2 2

2

( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( )
H

B B

RSS RSS s B B s
F

RSS n s B n s

   
 

  
. 

С учетом взаимосвязи критериев числитель  F-статистики можно запи-

сать в виде    2 ˆ ˆ ˆ ˆ( )
T T

H CM B A B B B ARSS RSS n B X X         . Принятие 

гипотезы зависит, таким образом, от нормированных 2 2( ),  ( ).CMn B B  Изменим 
теперь постановку задачи. Пусть теперь параметры оцениваются на всей вы-

борке W A B  , и по-прежнему проверяется гипотеза :  T T
A A A AH X X X y  . 

Тогда 2ˆ ˆ( ) ( )TRSS y X y X       ,    ˆ ˆ .
T

H A ARSS y X y X      Числи-

тель F-статистики будет определяться величиной 

   2 2 2 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
T T

H A ARSS RSS A B X X              , 

а полностью  F-статистика запишется как 

2 2 2

2

( ( ) ( ) )

( )

A B s
F

N s

    


 
. 

Можно рассмотреть также и проверку гипотезы о равенстве регрессий на 
выборках  A  и  B.  Гипотеза записывается как :  ,A BH     а F   статистика 
как 

2

2 2( ( ) ( )) ( 2 )

V s
F

A B N s


   
. 
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Таким образом, дополнительно к рассмотренным выше в качестве кри-
териев селекции можно использовать функции в виде соответствующих  
F-статистик проверки гипотез. 

Завершая обзор внешних критериев, отметим, что в практике регресси-
онного моделирования получило распространение использование повторных 
выборок. В этом случае удается предложить к использованию так называе-
мый субидеальный критерий стабильности [11]. Для многомерных моделей, 
имеющих векторный отклик, в работах [12–16] предложены и исследованы 
матричные аналоги критериев селекции, использующие тестовые выборки. 

РАЗБИЕНИЕ ВЫБОРКИ ДЛЯ ВНЕШНИХ КРИТЕРИЕВ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДОВ ПЛАНИРОВАНИЯ 
ЭКСПЕРИМЕНТА 

Использование внешних критериев селекции при решении задачи выбо-
ра модели оптимальной сложности предполагает разбиение выборки наблю-
дения на две части: обучающую и проверочную. На обучающей выборке 
производится оценивание параметров тестируемых моделей, а на провероч-
ной – проверка их прогнозируемых свойств или свойств согласованности ре-
шений с обучающей частью выборки. 

В данном разделе основное внимание будет уделено критериям качества 
моделей, связанным с точностью прогнозирования, в частности – критерию 
регулярности. В силу этого неизбежно встает задача управления разбиением 
выборки. Некоторые подходы к решению задачи разбиения с использованием 
методов оптимального планирования эксперимента предложены в работах 
[17, 18]. 

Записывая критерий 2 ( )B  в канонической форме, легко получить его 
математическое ожидание [19]: 

   2( ( ))
T

B BA A B BA AE B X P X X P X      
    

 

    12 tr ,T T
B A A B Bn X X X X

 
   

 
 (4) 

где 

  1T T
BA B A A AP X X X X


 . 

В работе [7] рассмотрены условия, при которых оптимальная структура, 
соответствующая минимуму (4), совпадает с истиной структурой s m . Эти 
условия диктуют «квадратично зависимое» разбиение матрицы X : 

 2 T T
A A B BX X X X  , (5) 

где 2  – некоторое произвольное число. Точное квадратичное разбиение (5) 
может иметь место лишь в специально подобранной матрице  X,  что на прак-
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тике маловероятно. Кроме того, рекомендации типа (5) не учитывают пове-
дение второго слагаемого в (4). С учетом (5) его можно записать как 

  2 2( ,  ) /BJ s n s      . (6) 

Скорость возрастания ( ,  )J s   в зависимости от   определяет помехо-
устойчивость критерия селекции моделей. Ясно, что необходимо выбирать 

разбиение с возможно большим значением 2  при малой величине Bn . 

В общем случае разбиения  X  на AX  и BX  величина J  в соответствии 
с (4) равна 

   12( ,  ) tr T T
B A A B BJ s n X X X X




 
    

 
. (7) 

Исследуем возможность минимизации J  (7) путем выбора того или 

иного варианта разбиения  X  на AX , BX  при условии, что Bn  зафиксиро-
вано. 

Введем следующие обозначения. Пусть   есть непрерывный нор-

мированный план, а ( )M   – информационная матрица, равная 

1

n
T T
A A A i i i

i
X X n p x x


  . Далее, пусть  X  определяет собой множество точек, 

среди которых необходимо выбрать An  точек, присвоив им веса́, 

равные 1 / An , а остальным точкам присвоить веса, равные нулю. Оптималь-

ный план *  будем находить как решение следующей экстремальной задачи: 

 *

p
max [ ( )]Arg M    . (8) 

В качестве функционала [ ( )]M   будем рассматривать определитель 
информационной матрицы, что соответствует D-оптимальному плани-
рованию эксперимента [20]. Для решения задачи (8) воспользуемся  
методом проекции градиента функционала [ ( )]M   на активные гиперплос-

кости. Пусть вектор 1( ,..., )Tnp p p  соответствует такому состоянию, что 

первые его An  компонентов равны 1 / An , а остальные Bn  компонентов рав-
ны нулю. В этом случае линейное многообразие, на которое проектируется 
вектор-градиент, будет образовано гиперплоскостями активных ограничений 

1 0,..., 0
A A Bn n np p   , 

1
1

n

i
i

p


 . В соответствии с теоремой Куна–Таккера 

для того, чтобы точка *p  была решением задачи (8), необходимо и достаточ-

но выполнение условий [18]: 

 
* *[ ( )] [ ( )]

, , 1,...,  A
j i

M M
i j n n

p p

   
  

 
; (9) 
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* *

1

[ ( )] 1 [ ( )]
0, 1,...,  

A

A

n

B
j A n ij

M M
i n

p n p 

   
  

 
 . (10) 

Для рассматриваемого функционала [ ( )]M   компоненты вектора гра-
диента имеют вид 

 1 1[ ( )]
( , ) ( ) tr ( )T T

j j j j j
j

M
d x x M x M x x

p
  

     


, (11) 

где ( , )jd x   – дисперсия оценки математического ожидания отклика в 

точке jx . 

По теореме оптимальности [20] в точках  D-оптимального плана *  зна-

чения  *,  jd x   равны s , где s  – размерность матрицы ( )M  . С учетом это-

го (10) можно записать как 

    * *

1

1
,  ,  , 1,...,  

An

i j A
A j

d x d x s i n n
n 

      . (12) 

Если некоторый план   не является D-оптимальным, и для него 

1 0,..., 0
A A Bn n np p   , то 

 ( ,  ) , 1,...,  i Ad x s i n n    . (13) 

Утверждение 1 [18]. Если на X  существует D-оптимальный план * , 

такой что * * *
1 ... 1 / , 0, 1,...,

A Bn n A j Ap p n p j n n      , то для него 

1 * 1tr ( ) tr ( )T T
B B B BM X X M X X    , 

где   – не D-оптимальный план. 

Проведенный анализ задачи разбиения  X  на AX , BX  позволяет пред-
ложить достаточно простую схему действий: для заданного полного плана 
эксперимента в виде имеющейся выборки решается задача построения  

D-оптимального плана *  с An  точками из  X.  Отметим, что к такому выво-

ду мы приходим и при рассмотрении критерия непротиворечивости [21]. 

LS–SVM  РЕГРЕССИЯ 

Рассмотрим задачу восстановления зависимости по зашумленным дан-
ным. Дана обучающая выборка  ( , : ,   ;  1,  ,)  n k k k kD x y x X y Y k n      

объема n  наблюдений вида 

 ( , 1  , ) ,k k ky m x e k n    , (14) 

где ke R  будем считать независимо и одинаково распределенной ошибкой  

с  | 0k kE e x x   и   2
kVar e     , ( )m x  – неизвестная действительная 



А.А. ПОПОВ, Ш.А. БОБОЕВ 88

гладкая функция и   ( )|k k kE y x x m x  . Вместо неизвестной функции ( )m x  

будем использовать ее аппроксимацию в виде ( ) ( )Tf x x b    . Функционал 
эмпирического риска использования такой аппроксимации 

   2emp
1

1
,  )( )(

n
T

k k
k

R b x b y
n 

      . (15) 

Задачу нахождения вектора   и b R  можно свести к решению следу-
ющей задачи оптимизации [22]: 

 2

, , 1

1 1
min ( ,  )

2 2

n
T

k
b e k

J e e
 

      (16) 

в предположении, что ( , 1,  ) ,  T
k k ky x b e k n       . В (16) параметр регу-

ляризации   отвечает за сложность модели, которая в данном случае опреде-

ляется нормой вектора  . 
Решение задачи (16) обычно проводят в двойственном пространстве с 

использованием функционала Лагранжа 

  
1

( ,  ,  ,  ) ( ,  ) ( )
n

T
k k k k

k
L b e J e x b e y


            (17) 

с лагранжевыми множителями k R  . 
Условия оптимальности задаются следующим образом: 

 

1

1

0 ( ), 1,..., ;

0 0, 1,..., ;

0 , 1,..., ;

0 ( ) , 1,..., .

n

k k
k

n

k
k

k k
k

T
k k k

k

dL
x k n

d

dL
k n

db

dL
e k n

de

dL
x b e y k n

d






    




     



     



        




 (18) 

После исключения   и e  получаем решение: 

 
0 1 ˆ 0

1
ˆ1 Ω

T
n

n n

b
yI

 
               

, (19) 
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где  1 1ˆ ˆ ˆ( , , ,  1 (1, ,1 ) ,  ,  ) ,T T
n n ny y y          и )Ω ( )(T

kl k lx x    для 

, 1, ,  k l n  . Результирующая LS–SVM модель имеет вид 

  
1

( )) ( ,  
n

k kn
k

y x K x x b


    , (20) 

где )( ,  kK x x  – ядро скалярного произведения, 

   

1

1

1

1
1 Ω

1
,   Ω 1

1
1 Ω 1

T
n n

n n
T
n n n

I y

b I

I

by







 
           
  

  . (21) 

В случае выборок большого размера для получения оценок всех пара-
метров вместо обращения матриц в (21) решают систему уравнений (19). 
Точность получаемого решения (20) во многом определяется настройкой 
внутренних параметров алгоритма LS–SVM, к числу которых относят пара-
метр регуляризации и параметры ядерных функций. Настройка этих парамет-
ров идет, как правило, с использованием внешних критериев качества моде-
лей [22, 23]. 

РАЗБИЕНИЕ ВЫБОРКИ НА ОБУЧАЮЩУЮ  
И ТЕСТОВУЮ ЧАСТИ ДЛЯ МЕТОДА LS–SVM 

При рассмотрении точности оценивания модели (20) основное внимание 
будем уделять точности оценивания параметров  , убирая из рассмотрение 

параметр b  через центрирование отклика по схеме *y y b   , как это сдела-
но в (21). 

Обозначим оценки параметров  , полученные на обучающей выборке, 
как 

  
1

*1
 Ω

AA A n BI y


 
    

, 

где  , ,  , 1, ,i AjA K x x i j n    . 

Для удобства различения точек обучающей и тестовой выборок будем 
обозначать координаты точек обучающей выборки через x , а координаты 
точек тестовой выборки через z . С учетом этого элементы ядерной 
матрицы B  для вычисления прогноза в точке тестовой выборки будем обо-
значать как 

( ) ( , ), 1, , , 1, ,B ij i j B AK z x i n j n     . 
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Прогнозные значения по модели, полученной на выборке  A,  рассчиты-
ваются так: 

 
A ABBy b     . 

Ковариационная матрица ошибок прогноза на выборку  B  имеет вид 

      
2

2 ˆ ˆˆcov cov co
1

Ω v
A

T
B A A nB B AIy b b






 
      

 
, 

где 

 

2

2

1 2

1
1 Ω

ˆcov

1
1

1

Ω 1

AAA

A AA

n
T

nn

A

T
n nn

I

b

I





 
  

 
 
 


 

  

. 

Средняя дисперсия прогноза вычисляется так: 

      
2

2 2 ˆ ˆˆ c Ωov / cov
1

A
T

B AA B B An By b Itr n b


 
      



 


. 

Опираясь на утверждение 1, минимизировать среднюю дисперсию 

 2 ˆBy  будем опосредовано через минимизацию определителя дисперсион-

ной матрицы оценок параметров  . В нашем случае эта дисперсионная мат-
рица имеет вид 

     
2

2 1
Ωˆˆcov cov

AA nA A Ib



 

     


. (22) 

Поведение  ˆcov Ab  можно рассмотреть на следующем примере. В каче-

стве ядерной функции возьмем гауссову (RBF-ядро). В матрице   все диа-
гональные элементы ( ,  ) 1i ik x x  . Недиагональные элементы неотрицатель-

ны. Сумма всех элементов матрицы 
1

1
Ω

AnI


 
  

 достигает минимального 

значения в том числе, когда ее недиагональные элементы близки к нулю. Это 
возможно, когда параметр масштаба гауссовой ядерной функции выбран до-
статочно большим или когда точки выборки расположены на достаточно 
большом расстоянии друг от друга. Будем считать, что это так, тогда 

 
2 2

2
2 2

( / (1 ))ˆcov
( / (1 ))

A
A

AA

n
b

nn

   
  

  
. Именно такой дисперсией обладает  

оценка параметра b  в виде среднего 1 /T
Ab y n . Учитывая, что 
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2 1 1
1 1 1

Ω Ω Ω*
A A AA n A n A nI I I

  
     

     
  

  
    

 и то, что матрица 

1
1

Ω
AA nI


 
 
 




 положительно определена, будем рассматривать минимиза-

цию определителя 
1

1
Ω

AA nI


 
 
 




 или, что намного проще, – максимизацию 

определителя 
1

Ω
AA nI






 
 

. Для определителя положительно определенной 

матрицы известно свойство, что он меньше либо равен произведению диаго-
нальных ее элементов. Поскольку все диагональные элементы матрицы 

1
Ω

AA nI


 равны ( 1) /   , можно заключить, что максимум определителя 

достигается при диагональной матрице A . При этом  
2

ˆcov A
A

b
n


 . Таким 

образом, в целях упрощения задачи минимизации определителя матрицы ко-
вариации (22) будем решать задачу максимизации определителя 

1
Ω

AA nI






 
 

. Тем самым мы будем строить дискретный D-оптимальный 

план объемом в An  наблюдений, используя все точки имеющейся выборки. 
В нашем случае для построения дискретного D-оптимального плана 

удобно воспользоваться хорошо себя зарекомендовавшими последователь-
ными алгоритмами [24, 25]. 

Обозначим через sG  матрицу размером s s  для обучающей вы- 

борки объемом в s  наблюдений и состоящую из элементов 
1

( ) ( ,  ) ,  ,  1, ,s ij i j sG K x x I i j s  


 . 

Тогда на шаге 1s   матрица 1sG   будет иметь вид 

1

1
1 1 1

( )

1
( ) ( , )

s s

Ts
s s s

G F x

G
F x K x x




  

 
     

, 

где 1 1 1 2 1 1( ) ( ( , ),  ( , ), ,  ( , ))T
s s s s sF x K x x K x x K x x     . 

Определитель окаймленной матрицы легко вычисляется: 

1 1* ( )s s sG G x   , 

где 1
1 1 1 1 1

1
( ) ( ,  ) ( ) ( )T

s s s s s sx K x x F x G F x
    

 
     

. 
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Таким образом, очередная точка, включаемая в обучающую выборку, 
отыскивается по следующей схеме: 1 Arg max ( )s

x
x x   , где аргумент x  при-

нимает значения координат точек исходной выборки, еще не включенных в 
обучающую часть. 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Разбиение выборки на обучающую и тестовую части, как мы уже отме-
чали, можно использовать для настройки параметров ядерных функций с це-
лью получения решения с хорошей обобщающей способностью. Целью вы-
числительного эксперимента являлось сравнение полученных решений с раз-
биением выборки на тестовую и обучающую части случайным образом и с 
помощью  D-оптимального планирования. В качестве критериев точности 
моделей использовался критерий регулярности и критерий скользящего про-
гноза (CV). 

Для проведения исследования использовалась тестовая функция: 
2( 0.75)( ) 7 / 3xm x e x  , заданная на отрезке [1; 1]. В качестве ядерной 

функции использовалось RBF-ядро. В качестве помехи использовались 
нормально распределенные величины. Уровень помехи (дисперсия случай-
ной величины) выбирался как 5 % и 20 % от мощности незашумленного 
сигнала. Количество наблюдений выбиралось равным 10, 20 и 30. При про-
ведении вычислительных экспериментов параметр регуляризации   прини-

мал фиксированное значение 10. Подбор лучшего решения осуществлялся 

по параметру масштаба RBF-ядра, который варьировался от 110  до 110   
с шагом 0,1. 

В табл. 1–3 приведены усредненные по 30 реализациям шума значения 
среднеквадратичной ошибки (MSE) для метода LS–SVM с RBF-ядром. В таб-

лицах в столбцах, озаглавленных как CV, 2
reg ( )S , 2

reg ( )D , представлены 

соответственно средние значения MSE, полученные при использовании кри-
терия скользящего контроля, критерия регулярности на случайной тестовой 
выборке и критерия регулярности на тестовой выборке при  D-опти-мальном 
разбиении. Условия экспериментов по строкам различались тем, что исполь-
зовались различные варианты случайного разбиения выборки на обучающую 
и тестовую части. При этом реализации шума также различались. Разбиение 
выборки на обучающую и тестовую части с использованием  
D-оптимального планирования эксперимента фиксировалось одним и тем же. 

Различие результатов по какому-либо столбцу 2
reg ( )D  обусловлено исполь-

зованием различных наборов реализаций шума. Это замечание справедливо и 
к результатам, отраженным в столбце CV. 
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Таблица 1 

Средние значения критерия MSE для выборки объемом 10 наблюдений  
при уровне шума 20 %  

Номер 
вариан-
та раз-
биения 

CV 

Количество наблюдений в тестовой части в % 
10 15 20 25 

2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D  

1 0,024 0,014 0,041 0,019 0,019 0,019 0,019 0,013 0,019 
2 0,028 0,165 0,032 0,020 0,016 0,020 0,016 0,019 0,016 
3 0,024 0,012 0,026 0,021 0,018 0,021 0,018 0,013 0,017 
4 0,027 0,015 0,040 0,015 0,023 0,015 0,023 0,016 0,025 
5 0,025 0,039 0,014 0,022 0,024 0,022 0,024 0,017 0,021 
6 0,023 0,013 0,045 0,021 0,033 0,021 0,033 0,115 0,021 
7 0,022 0,051 0,023 0,014 0,014 0,014 0,014 0,014 0,015 
8 0,024 0,028 0,028 0,018 0,028 0,018 0,028 0,015 0,026 
9 0,022 0,164 0,031 0,035 0,024 0,035 0,024 0,013 0,022 
10 0,022 0,088 0,034 0,060 0,030 0,060 0,030 0,016 0,021 
11 0,024 0,137 0,036 0,038 0,022 0,038 0,022 0,033 0,021 
12 0,025 0,059 0,031 0,018 0,027 0,018 0,027 0,014 0,028 
13 0,024 0,168 0,013 0,028 0,019 0,028 0,019 0,013 0,020 
14 0,023 0,141 0,045 0,030 0,025 0,030 0,025 0,014 0,017 
15 0,026 0,118 0,034 0,168 0,022 0,168 0,022 0,030 0,020 
16 0,024 0,206 0,040 0,013 0,020 0,013 0,020 0,023 0,020 
17 0,024 0,182 0,034 0,055 0,018 0,055 0,018 0,024 0,017 
18 0,024 0,019 0,037 0,045 0,019 0,045 0,019 0,014 0,019 
19 0,025 0,013 0,047 0,014 0,018 0,014 0,018 0,038 0,020 
20 0,022 0,103 0,049 0,019 0,029 0,019 0,029 0,025 0,021 

 
 

Таблица 2 

Средние значения MSE для выборки объемом 20 наблюдений  
при уровне шума 20 %  

Номер 
вариан-
та раз-
биения 

CV 

Количество наблюдений в тестовой части в % 
10 15 20 25 

2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D  

1 0,009 0,017 0,010 0,011 0,011 0,011 0,008 0,015 0,009 
2 0,009 0,037 0,015 0,007 0,010 0,007 0,008 0,011 0,008 
3 0,009 0,016 0,010 0,009 0,011 0,008 0,009 0,009 0,008 
4 0,008 0,013 0,009 0,006 0,009 0,014 0,006 0,012 0,006 
5 0,009 0,007 0,014 0,009 0,010 0,009 0,009 0,007 0,008 
6 0,009 0,010 0,013 0,006 0,011 0,006 0,008 0,012 0,008 
7 0,009 0,009 0,011 0,007 0,009 0,007 0,008 0,009 0,008 
8 0,010 0,007 0,020 0,011 0,011 0,007 0,009 0,011 0,010 
9 0,008 0,023 0,015 0,006 0,010 0,012 0,008 0,009 0,009 
10 0,008 0,012 0,012 0,009 0,009 0,016 0,008 0,009 0,008 
11 0,009 0,033 0,013 0,018 0,013 0,010 0,009 0,007 0,009 
12 0,008 0,014 0,010 0,016 0,009 0,006 0,008 0,011 0,008 
13 0,010 0,015 0,014 0,013 0,011 0,010 0,009 0,007 0,007 
14 0,009 0,014 0,012 0,008 0,010 0,007 0,009 0,009 0,007 
15 0,010 0,011 0,013 0,008 0,009 0,014 0,009 0,009 0,009 
16 0,009 0,007 0,010 0,008 0,009 0,007 0,009 0,009 0,007 
17 0,008 0,018 0,010 0,011 0,010 0,013 0,008 0,007 0,008 
18 0,009 0,085 0,020 0,008 0,011 0,011 0,008 0,007 0,008 
19 0,009 0,012 0,009 0,037 0,010 0,011 0,008 0,007 0,009 
20 0,009 0,013 0,010 0,014 0,010 0,008 0,008 0,011 0,008 
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Таблица 3 

Средние значения MSE для выборки объемом 30 наблюдений  
при уровне шума 20 % 

Номер 
вариан-
та раз-
биения 

CV 

Количество наблюдений в тестовой части в %
10 15 20 25 

2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D 2
reg ( )S  2

reg ( )D  

1 0,005 0,011 0,008 0,004 0,007 0,004 0,005 0,006 0,006 
2 0,006 0,012 0,008 0,007 0,008 0,005 0,006 0,009 0,006 
3 0,006 0,006 0,008 0,005 0,006 0,007 0,007 0,005 0,006 
4 0,006 0,014 0,006 0,006 0,007 0,008 0,007 0,007 0,005 
5 0,005 0,005 0,006 0,005 0,006 0,005 0,005 0,007 0,006 
6 0,005 0,011 0,007 0,006 0,006 0,005 0,006 0,007 0,006 
7 0,005 0,005 0,007 0,005 0,006 0,005 0,007 0,006 0,006 
8 0,006 0,007 0,008 0,008 0,008 0,007 0,007 0,005 0,006 
9 0,005 0,005 0,008 0,006 0,007 0,005 0,007 0,004 0,006 
10 0,006 0,007 0,007 0,008 0,006 0,008 0,007 0,005 0,007 
11 0,006 0,006 0,005 0,007 0,006 0,005 0,006 0,007 0,006 
12 0,006 0,008 0,007 0,009 0,007 0,005 0,006 0,005 0,006 
13 0,005 0,004 0,007 0,007 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 
14 0,005 0,011 0,009 0,005 0,006 0,004 0,005 0,006 0,006 
15 0,005 0,010 0,007 0,005 0,007 0,006 0,005 0,006 0,006 
16 0,005 0,008 0,007 0,007 0,006 0,005 0,005 0,006 0,006 
17 0,006 0,005 0,007 0,006 0,007 0,005 0,006 0,005 0,006 
18 0,005 0,005 0,006 0,005 0,006 0,004 0,006 0,004 0,005 
19 0,006 0,007 0,009 0,006 0,007 0,010 0,007 0,005 0,007 
20 0,005 0,006 0,007 0,005 0,006 0,008 0,006 0,005 0,006 

 
По представленным в табл. 1–3 средним значениям MSE можно судить 

об устойчивости получаемых решений при использовании того или иного 
критерия качества. Как и следовало ожидать, качество решений при исполь-
зовании критерия регулярности при случайном разбиении выборки на обу-
чающую и тестовую части во многом зависит от самого варианта разбиения. 
Это наглядно представлено на рис. 1–2, на которых ось абсцисс – номер ва-
рианта случайного разбиения. 

 

 

Рис. 1. График средних значений MSE по 30 реализациям для выборки объемом 20 
с количеством наблюдений 20 % в тестовой части (уровень шума 20 %) 
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Рис. 2. График средних значений MSE по 30 реализациям для выборки объемом 20 
с количеством наблюдений 25 % в тестовой части (уровень шума 20 %) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе для получения модели оптимальной сложности на основе LS–
SVM предложен способ разбиения выборки на тестовую и обучающую части 
с использованием метода планирования эксперимента. Для получения   
D-оптимального разбиения предложен последовательный алгоритм. 

По результатам проведенных вычислительных экспериментов можно 
сделать выводы о том, что эффективность использования случайной тестовой 
выборки нестабильна и во много определяется конкретным вариантом разби-
ения. При этом стабильность результатов использования тестовой выборки, 
полученной при  D-оптимальном разбиении выборки, значительно выше. Ка-
чество получаемых решений при использовании для настройки параметров 
критериев CV и регулярности на  D-оптимальной тестовой выборке близко́. 
Таким образом, для решения задачи настройки параметров алгоритма LS–
SVM можно рекомендовать использовать разбиение выборки на обучающую 
и тестовую части по методу  D-оптимального планирования эксперимента. 
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Obtaining a test sample by the LS–SVM method using optimal experiment 
planning* 
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The problem of regression dependence recovery by the method of support vector ma-
chines with a quadratic loss function is studied in the paper. This method belongs to the kernel 
technique class. To set a number of LS–SVM algorithm internal parameters the problem of ob-
taining a test sample is discussed. Various criterions of model selection which are based on par-
titioning the sample into learning and test parts are presented. The problem of partitioning the 
sample into learning and test parts with the use of the D-optimal experiment planning method is 
considered in detail for the case of linear parametric regression models. This method of obtain-
ing test samples is proposed to use for the LS–SVM method. A sequential algorithm is present-
ed for obtaining the learning and test parts of the sample observations as applied to the LS–
SVM method. To verify the efficiency of the proposed method of partitioning samples a com-
putational experiment was conducted. An improvement of the LS–SVM solution accuracy was 
achieved by selecting the scale of the Gaussian kernel function. This parameter of the kernel 
function was selected by minimizing a prediction error in the sample test part. The final solu-
tion accuracy was tested by the mean-square error method. The computational experiment was 
carried out on simulated data. A nonlinear dependence on the input factor was selected as a data 
generating model. The variance of the noise (noise level) was determined as a percentage of a 
signal power. Two ways of sample partitioning were compared on the learning and test parts, 
namely random partitioning and partitioning by the D-optimal experiment planning method. 
The cross-validation criterion was also used to select the LS–SVM algorithm parameters. The 
results of computational experiments are given in tables and figures. Based on the results of the 
computational experiments, conclusions are made that the results of using a random test sample 
are unstable and largely depend on the specific partitioning option. Whereas the stability of test 
sample results obtained by D-optimal sample partitioning is much higher. 

Keywords: regression, LS-SVM method, quadratic loss function, test sample training 
sample, optimal experiment planning, D-optimal plan, regularity criterion, cross-validation cri-
terion, regularization coefficient, kernel function, mean square error 
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