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Рассмотрены теоретические и прикладные вопросы активной параметрической иденти-
фикации стохастических непрерывно-дискретных систем с использованием аппроксимации 
входного сигнала линейной комбинацией ортогональных полиномов Чебышева первого рода. 
Используются многомерные модели в пространстве состояний. При этом предполагается вы-
полнение всех классических предположений, необходимых для применения аппарата Калма-
новской фильтрации. Рассматривается случай вхождения подлежащих оцениванию параметров 
в уравнения состояния и наблюдения, начальные условия и ковариационные матрицы шумов 
системы и измерений в различных комбинациях. Процедура активной идентификации предпо-
лагает сочетание приемов традиционного параметрического оценивания с идеями и методами 
современной теории планирования эксперимента. Оценивание неизвестных параметров моде-
ли осуществляется методом максимального правдоподобия, позволяющим находить оценки с 
привлекательными на практике асимптотическими свойствами. Приводится соответствующее 
выражение для критерия идентификации. Задача планирования эксперимента сводится к поис-
ку оптимальных коэффициентов разложения входного сигнала по выбранной системе базис-
ных функций и для критериев A- и D-оптимальности может быть решена при помощи соответ-
ствующих прямых или двойственных комбинированных процедур. Разработанная процедура 
активной параметрической идентификации программно реализована и апробирована на при-
мере одной модельной структуры с использованием критерия D-оптимальности. На практике 
данная модель может отвечать теплообменнику, электромагнитному усилителю, электродвига-
телю постоянного тока или гидроприводу. Результаты, полученные компьютерным моделиро-
ванием, показали улучшение качества оценивания в пространстве параметров на 5.1 %, что 
дает основание говорить о целесообразности и эффективности применения разработанной 
процедуры активной идентификации.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Проблема идентификации, связанная с построением математических 
моделей динамических систем по экспериментальным данным, относится к 
одной из основных проблем теории и практики автоматического управле-
ния. Ее качественное решение способствует эффективному применению на 
практике современных математических методов и наукоемких технологий, 
например, при расчете и проектировании навигационных систем, систем 
управления подвижными (в том числе авиационно-космическими) и техно-
логическими объектами, построении прогнозирующих моделей (например, 
в экономике и бизнес-процессах), конструировании следящих и измери-
тельных систем. 

Процедура активной идентификации систем с предварительно вы-
бранной модельной структурой предполагает выполнение следующих  
этапов: 

 вычисление оценок параметров по измерительным данным, соответ-
ствующим некоторому пробному входному сигналу; 

 синтез на основе полученных оценок оптимального входного сигнала 
(планирование эксперимента); 

 пересчет оценок неизвестных параметров по измерительным данным, 
соответствующим синтезированному сигналу. 

В [1–5] авторами был развит подход к построению непрерывно-
дискретных моделей в пространстве состояний, в котором решение задачи 
планирования оптимальных входных сигналов было получено в классе ку-
сочно-постоянных функций. Это предположение позволило обойти трудно-
сти, связанные с  вычислением градиентов в процедурах синтеза, и разрабо-
тать соответствующие вычислительные алгоритмы.  

В настоящей работе авторы отказались от указанного ограничения и по-
пытались решить задачу активной параметрической идентификации с ис-
пользованием представления входных сигналов в виде линейной комбинации 
полиномов Чебышева первого рода. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим следующую управляемую, наблюдаемую, идентифицируе-
мую модель динамической системы в пространстве состояний: 

    0( ) ( ),  ( ) ( ) ( ) ( ), ,  N
d

x t a u t t F t x t t w t t t t
dt

     ;  (1) 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  0,  1,...,  1k k k k ky t A t H t x t v t k N         . (2) 

Здесь ( )x t  – n-вектор состояния; ( )u t  – детерминированный r-вектор управ-

ления (входа); ( )w t  – р-вектор возмущения; 1( )ky t   – m-вектор измерения 

(выхода); 1( )kv t   – m-вектор ошибки измерения. 
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Предположим, что  
 случайные векторы ( )w t  и 1( )kv t   являются стационарными белыми 

гауссовскими шумами, для которых 

 ( ) 0w t  ,    ( ) ( ) ( )Tw t w Q t        , 

 1( ) 0kv t   ,    1 1( ) ( )T
k i kiv t v t R      , 

1( ) ( ) 0T
kt w      , 

(здесь и далее     – оператор математического ожидания; ( )t    – дельта-

функция; ki  – символ Кронекера);  

 начальное состояние 0( )x t  имеет нормальное распределение с пара-
метрами: 

 0 0( )x t x  ,       0 0 0 0 0( ) ( ) Tx t x x t x      

и не коррелирует с ( )w t  и 1( )kv t  ; 

 неизвестные параметры сведены в s-вектор  , включающий в себя 

элементы векторов  ( ),  a u t t , 1( )kA t  , 0x  и матриц ( )F t , ( )t , 1( )kH t  , Q , 

R , 0  в различных комбинациях. 

Выполним параметризацию входного сигнала, для чего разложим ( )u t  
по системе базисных функций, в качестве которых выберем обладающие хо-
рошими аппроксимационными свойствами ортогональные полиномы Чебы-

шева первого рода [6] с учетом смещения на интервал  0,  Nt t . В результате 

получим  

 ( ) ( )u t GT t
.  (3) 

Здесь G  – -r d матрица, состоящая из коэффициентов разложения; ( )T t  –  
d-вектор, компонентами которого являются указанные полиномы степени 

1  (размерность аппроксимирующего линейного пространства d  задается 
экспериментатором).   

Необходимо для математической модели (1), (2) с учетом высказанных 
априорных предположений разработать и программно реализовать процедуру 
активной идентификации в условиях параметризации входного сигнала. 
В такой постановке задача рассматривается и решается впервые. 

2. ОЦЕНИВАНИЕ НЕИЗВЕСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ  

Оценивание параметров математической модели осуществляется по  
данным наблюдений   в соответствии с некоторым критерием идентифика-
ции ( )  . Сбор числовых данных происходит в процессе проведения иден-

тификационных экспериментов, которые выполняются по плану  . 
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Предположим, что экспериментатор может произвести   запусков си-

стемы, причем сигнал   1
0( ),  ,  Nu t t t t  он подает на вход системы 1k  раз, 

сигнал   2
0( ),  ,  Nu t t t t  – 2k  раза и т. д., наконец, сигнал 

  0( ),  ,  q
Nu t t t t  – qk  раз. В этом случае дискретный (точный) нормиро-

ванный план эксперимента   представляет собой совокупность величин: 

1 2

1 2

( ),  ( ), ,  ( )

, , ,

q

q

u t u t u t

k k k


 
 
    
 
    





,   ( )i
uu t  ,    0,  Nt t t ,   1,  2,...,  i q . 

Множество планирования u  задает ограничения на условия проведе-

ния эксперимента, q выбирается исходя из условия [1]:  
( 1)

1
2

s s
q


  . 

Обозначим через ijY  j-ю реализацию выходного сигнала ( 1,  2, ,  ij k  ), 

соответствующую i-му входному сигналу   0( ),  ,  i
Nu t t t t ,  1( ) ,

TT ij
ijY y t

   
 

2( ) ,...,  ( )
T Tij ij

Ny t y t
        

. Тогда в результате проведения идентификацион-

ных экспериментов по плану   будет сформировано множество пар: 

  0( ),  ,  ,  ,   1,  2,...,  ,   1,  2,...,  i
N ij iu t t t t Y j k i q     ,  

1

q

i
i

k


  . 

Для оценивания неизвестных параметров воспользуемся методом мак-
симального правдоподобия [7, 8], позволяющим при выполнении достаточно 
общих условий регулярности находить оценки, обладающие такими важными 
для практики асимптотическими свойствами, как асимптотическая несме-
щенность, состоятельность, асимптотическая эффективность и асимптотиче-
ская нормальность [9]. В соответствии с указанным методом необходимо 

найти такие значения параметров 


, для которых 

 arg min ( )


   


, 

где (см. [10, 11]) 

( ) ln ( ;  ) ln 2
2

Nm
L


          

 1 1
1

1 1 1 1
1 1 0 0

1
( ) ( ) ( ) ln det ( )

2 2

ikq N NTij ij
k k k k

i j k k
t t t t

 


   
   


        .   
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Здесь 1( )ij
kt   и 1( )kB t   вычисляются по следующим уравнениям непрерыв-

но-дискретного фильтра Калмана [12]: 

1( | ) ( ) ( | ) [ ( ),  ],ij ij i
k k k k

d
x t t F t x t t a u t t t t t

dt     
, 

1
1

( | ) ( ) ( | ) ( | ) ( ) ( ) ( ),
2

T T
k k k k k

d
t t F t P t t t t F t t Q t t t t

dt         , 

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( | ) ( )ij ij ij
k k k k k kt y t H t x t t A t       

, 

1 1 1 1( ) ( ) ( | ) ( )T
k k k k kt t t t t R        , 

1
1 1 1 1( ) ( | ) ( ) ( )T

k k k k kK t t t t t
       , 

   1 1 1 1 1| | ( ) ( )ij ij ij
k k k k k kx t t x t t t t         , 

 1 1 1 1 1( | ) ( ) ( ) ( | )k k k k k kt t K t H t P t t        

для 0,1,..., 1k N  , 1,2,..., ij k , 1,2,...,i q  с начальными условиями 

0 0 0( | )ijx t t x
, 0 0 0( | )P t t P .  

Вычисление условного минимума ( )   будем осуществлять методом 
последовательного квадратичного программирования [13], предполагающим 
вычисление градиента.  

Алгоритмы вычисления критерия максимального правдоподобия и его 
градиента представлены в [14].  

3. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

Полученные оценки неизвестных параметров 


 будем использовать при 
построении оптимальных входных сигналов. Осуществив для каждого 

  0( ),  ,  i
Nu t t t t  параметризацию (3), перейдем к   0( ),  ,  i

Nu t t t t
, для 

чего определим матрицы i iG g  по формуле [15]: 

0

1( ) ( ) ( )
Nt

i i

t

g u t T t t dt


  


 
  , 

где  

1, если  1,

2, если  2,3,..., ;d
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 0
1

0

0
2 3

0

1,  если 1,

( ) 2 ,  если 2,

2 2 1 ( ) ( ), если 3,4,..., ;

N

N

t t
T t

t t

t t
T t T t d

t t



 




 



  





        

   (4) 

0

1
( )

( )( )N
t

t t t t
 

 
. 

Найдем оптимальный план эксперимента для некоторого выпуклого 

функционала от информационной матрицы  ( )X M  , решив следующую оп-

тимизационную задачу: 

  * arg min ( )X M


   . (5) 

Здесь непрерывный нормированный план   имеет следующий вид:  

1 2

1 2

,  , ,  

,  , ,  

q

q

G G G

p p p

 
 

   
 
 




,    ( ) ( )i i

uG T t u t 
,    0ip  ,   

1
1

q

i
i

p


 ; 

информационная матрица плана     определяется соотношением 

1
( ) ( ;  )

q
i

i
i

p G


    


; 

информационные матрицы точек спектра плана ( ;  ) ( ( );  )i iG u t   
 

 вы-
числяются в соответствии с [16–18]. 

Таким образом, задача планирования эксперимента сводится к выбору 
оптимальных коэффициентов параметризации.   

При решении экстремальной задачи (5) в случае критериев A- и D-опти-
мальности [19] возможны два подхода: прямой и двойственный. Первый из 

них предполагает поиск минимума функционала  ( )X M   непосредственно с 

привлечением методов нелинейного программирования, второй – решение 
двойственной задачи и основан на обобщенной теореме эквивалентности [1]. 
Применение градиентных алгоритмов при решении оптимизационной зада-
чи (5) повышает скорость сходимости и невозможно без вычисления произ-

водных от информационных матриц 
( ;  )i

i

G

g

 




 (подробнее см. [20]). Воз-
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можные варианты прямой и двойственной градиентных процедур синтеза 
непрерывных оптимальных планов представлены в [1]. 

Непосредственное применение в процедуре активной параметрической 
идентификации построенного оптимального непрерывного плана 

1 2
* * *

*

* * *
1 2

, ,...,

,  ,...,  

q

q

G G G

p p p

 
     
 
  

,   * *( ) ( )i i
uG T t u t 

,   * 0ip  ,   *

1
1

q

i
i

p


   

затруднительно, поскольку веса *
ip  в общем случае являются произвольны-

ми вещественными числами в интервале от нуля до единицы. В случае задан-

ного числа возможных запусков системы   величины * *
i ik p   могут ока-

заться нецелыми числами. Необходимо округлить величины *
ik  до целых чи-

сел. Полученный в результате такого округления план будет отличаться от 
оптимального непрерывного плана, причем приближение будет тем лучше, 
чем больше число возможных запусков  . Возможная процедура округления 
дана в [19]. 

Для завершения процедуры активной идентификации необходимо еще 
раз выполнить оценивание параметров, используя план 

1 2
* * *

*
** *

1 2

( ),  ( ), ,  ( )

, , ,

q

q

u t u t u t

kk k


 
 
    
 
 
   

  



. 

4. ПРИМЕР АКТИВНОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Рассмотрим следующую стационарную модель стохастической линей-
ной непрерывно-дискретной системы (данная модель может соответствовать 
теплообменнику, электромагнитному усилителю, электродвигателю постоян-
ного тока, гидроприводу и т. д.):  

1 1

2 1 2 2

( ) 0 1 ( ) 0 1
( ) ( )

( ) ( ) 1 1

x t x td
u t w t

x t x tdt

         
                     

,  0,  20t , 

1 1 1 1( ) ( ) ( ),  0,1,...,19k k ky t x t v t k      

с неизвестными параметрами 1  и 2 , где 15 0.01     , 25 0.5     . 
Будем считать, что выполнены все  априорные  предположения из по-

становки задачи, причем  

0.6Q  ,   0.8R  ,   0
2

( )
0

x t
 

  
 

,   0
0.5 0

( )
0 0.5

P t
 

  
 

. 
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Выберем в качестве области допустимых входных сигналов u   

  0 ( ) 5,  0,20u t t    , в качестве исходного сигнала  

2 3( ) 0.01 1.2866 0.1759 0.0062u t t t t    ,    ( ) uu t  . 

Для того чтобы ослабить зависимость результатов оценивания от выбо-
рочных данных, произведем пять независимых запусков системы с входным 
сигналом ( )u t , найдем соответствующие оценки параметров, усредним их по 

каждой компоненте и получим сp


. Реализации выходных сигналов осуще-

ствим компьютерным моделированием при истинных значениях параметров 
*
1 1.5    и *

2 0.8   , 21N  . 

Осуществим параметризацию ( )u t , выбрав размерность аппроксимиру-

ющего линейного пространства 4d  . С учетом заданного временного ин-
тервала из формулы (4) получим: 

0

1

2

2

3 2

3

( ) 1,

( ) 1,
10

2
( ) 1,

50 5

3 9
( ) 1,

250 25 10

T t

t
T t

t t
T t

t t t
T t



 

  

   

 

что приводит к  1.991, 0.936, 0.505, 1.550G  . 

Выберем критерий D-оптимальности, для которого  ( )X M    

lndet ( )M   . Применение этого критерия способствует минимизации  
объема эллипсоида рассеивания оценок параметров.  В качестве начального 
плана выберем одноточечный план, сосредоточенный в точке G   
( ( ) ( ) uu t GT t 

 и практически совпадает с ( )u t ). Применяя прямую гради-
ентную процедуру (с проверкой необходимого условия оптимальности [1]), 

синтезируем непрерывный план *  (он оказался одноточечным), сосредото-

ченный в точке  * 3.000, 0.801, 1.505, 0.550G    . Осуществим снова 

пять независимых запусков системы, смоделируем данные наблюдений,  
пересчитаем оценки неизвестных параметров с входным сигналом 

*
*( ) ( )u t G T t

, усредним их и получим *
cp


.  

Результаты выполнения процедуры активной параметрической иденти-
фикации при параметризации входного сигнала представим в таблице.  
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Результаты выполнения процедуры активной параметрической идентификации 
при параметризации входного сигнала 

Входной сигнал 
Номер 
запуска
системы 

Значения оценок 
параметров 

1


 2


 

Исходный 

 

1 –1.531 –0.733 

2 –1.609 –0.756 

3 –1.749 –1.120 

4 –1.442 –0.578 

5 –1.492 –1.390 

cp


 –1.564 –0.916 

Синтезированный 

 

1 –1.552 –0.720 

2 –1.531 –0.849 

3 –1.496 –1.009 

4 –1.447 –0.778 

5 –1.562 –0.857 

*
cp


 –1.518 –0.843 

 

Воспользовавшись соотношениями 

*
cp

*

  
 





 и 

* *
cp*

*

  
 





 

(здесь   – евклидова векторная норма), найдем относительные ошибки оце-

нивания  в пространстве параметров   и *
 :  

0.078  ;   * 0.027  . 

Таким образом, в результате выполнения процедуры активной иденти-
фикации с применением параметризации входного сигнала удалось умень-
шить относительную ошибку оценивания с 7.8 % до 2.7 %. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработана процедура активной параметрической идентификации сто-
хастических линейных непрерывно-дискретных систем при параметризации 
входного сигнала в виде линейной комбинации полиномов Чебышева перво-
го рода. Рассмотрен случай вхождения неизвестных параметров в уравнения 
состояния и наблюдения, начальные условия и ковариационные матрицы 
шумов системы и измерений. На примере одной модельной структуры про-
демонстрирована эффективность и целесообразность применения разрабо-
танной процедуры при построении моделей стохастических динамических 
систем. 
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The theoretical and application issues of active parametric identification of stochastic 
continuous-discrete systems using approximation of the input signal is a linear combination of 
orthogonal Chebyshev polynomials of the first kind are considered. The multivariate models in 
the state space are used. This assumes the implementation of all the classical assumptions re-
quired for the application of Kalman filtering. We consider the case of the entry of parameters 
subject to estimation into the equation of state. We also consider observations, initial conditions 
and covariance matrices of the system noise and measurement in various combinations. The 
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procedure of active identification involves a combination of traditional methods of parametric 
estimation with the ideas and methods of the modern theory of experiment design. The estima-
tion of unknown model parameters is performed by the maximum likelihood method that 
makes it possible to find estimates possessing practically useful asymptotic properties. The cor-
responding expression for the criterion of identification is given. The task of experiment design 
is reduced to finding optimal coefficients of the input signal by the chosen system of basis 
functions. For the criteria of A - and D - optimality this task can be solved by using appropriate 
straight or dual combined procedures. The developed procedure of active parametric identifica-
tion is implemented in software and tested on the example of one model structure using the cri-
terion of D - optimality. In practice, this model can applied to a heat exchanger, an electro-
magnetic amplifier, a DC motor or a hydraulic drive. The results obtained from computer simu-
lation showed a 5.1%, improvement in the estimation quality in the parameter space, which 
gives grounds to speak about the appropriateness and effectiveness of the application of the de-
veloped procedure of active identification. 

Keywords: stochastic system, estimation of parameters, maximum likelihood method, 
parameterization of input signal, Chebyshev polynomials of the first kind, experiment design, 
information matrix, optimality criterion 
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