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Для построения многих адаптивных систем используются различные рекуррентные алго-
ритмы идентификации. Рекуррентный алгоритм наименьших квадратов подразумевает вычисле-
ние оценок по накопленным результатам наблюдений. В данной работе реализован рекуррент-
ный алгоритм наименьших квадратов для получения оценок параметров многоканального объек-
та на основе входных и выходных сигналов в среде Simulink. Рекуррентная процедура оценива-
ния параметров выполнена для случая, когда объект находится под действием гауссовых шумов. 
В качестве входных сигналов используются сигналы типа меандра с различными периодами.  
В среде Simulink схема рекуррентного оценивания представлена в виде блоков, находящихся на 
разных уровнях. Блоки, организованные на верхнем уровне, демонстрируют результаты оцени-
вания параметров объекта, моделирования многоканального объекта при наличии шумов и за-
данных входных сигналов. Моделирование рекуррентного метода наименьших квадратов осу-
ществляется в блоках более низких уровней. На графиках изображаются входные воздействия и 
выходные сигналы многоканального объекта, полученные в результате моделирования. Даны 
оценки параметров объекта и построены их графики. Поведение значений элементов коэффици-
ента усиления демонстрируется на графиках. Высокое значение коэффициента усиления говорит 
о том, что алгоритм достаточно быстро откликается на изменения параметров, но при этом он 
также реагирует и на шум, присутствующий в наблюдаемых данных. Использование рекуррент-
ных алгоритмов оценивания параметров позволяет регулировать поступление данных и дает 
возможность осуществлять обработку результатов наблюдений до получения подходящей точно-
сти модели объекта. В дальнейшем предполагается распространение этого метода на идентифи-
кацию параметров динамических объектов и регуляторов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время все большее внимание уделяется вопросам иденти-
фикации параметров систем автоматического управления [1–27]. Ниже рас-
сматривается рекуррентный метод наименьших квадратов для оценивания 
параметров многоканальных статических объектов при подаче на систему 
тестовых сигналов. Этот метод позволяет минимизировать величину квадра-
тичного отклонения 
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где ix , iy – значения входного и выходного сигналов для  i-го измерения,  

N  – количество измерений. Вышеприведенная формула соответствует одно-
канальной системе y x  , где x  – скалярный вход, y  – скалярный выход и 

  – оцениваемый параметр [1, 2, 7–9, 13, 20, 21]. В отличие от обычного ме-

тода наименьших квадратов, где оценка параметра ˆ
N  по N  измерениям 

вычисляется по формуле  

   1ˆ
N N N N NX X X Y

   ,  (2) 

здесь 1 2( )N NX x x x    и 1 2( )N NY y y y    – векторы-столбцы 
размером N, алгоритм рекуррентного метода наименьших квадратов оцени-
вания скалярного параметра   (1) для объекта с одним входом и одним вы-
ходом состоит в вычислениях по формулам:  
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В (3) все переменные ˆ
N , 1

ˆ
N , 1Nx  , 1Ny  , 1NK  , NP , 1NP   скалярные. 

В случае векторного входа 1 2( )nx x x x    (вектор-столбец) размерно-

стью n  и скалярного выхода y  для объекта  

y x   

оценка векторного параметра 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )n       вычисляется по форму-
ле (2), где  
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В формуле (2) для этого случая размер матрицы NX  – N n , размер NY  – 

1N  , размер N NX X  – n n , размер N NX Y  – 1n . Рекуррентный алгоритм 

вычисления оценки векторного параметра 1 2( , , , )n       выполняется по 
формулам (см. также приложение 1) 
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 (4) 

где 1Ny   – скаляр; ˆ
N , 1

ˆ
N , 1Nx   – векторы-столбцы размером n ; 1NK   – 

вектор-столбец коэффициентов усиления размером n ; NP , 1NP   – ковариа-

ционная матрица размером n n , вычисленная по результатам N  и 1N   

измерений; I  – единичная матрица размером n n . 
Содержание данной работы – это итерационный метод наименьших 

квадратов для многоканального статического объекта с векторным входом 
1 2( )nx x x x    размерностью n  и векторным выходом 1 2( )ny y y y   . 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим статический объект (рис. 1) с n  входами и n  выходами  
 

y x  . 

 

Рис. 1. Многоканальный статический  
объект идентификации 

Оценка 2n  параметров [ ]ij n n    объекта вычисляется также по фор-

муле (2), где  
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В формуле (2) размер матриц N NX X  и N NX Y  – n n . Вычисление парамет-

ров [ ]ij n n    выполняем в соответствии с алгоритмом (см. также приложе-

ние 2): 
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Здесь 1Ny   – вектор-строка размером n ; ˆ
N , 1

ˆ
N  – матрицы размером 

n n ; 1Nx   – вектор-столбец размером n ; 1NK   – вектор-столбец коэффици-

ентов усиления размером n ; NP , 1NP   – ковариационная матрица размером 

n n , вычисленная по результатам N  и 1N   измерений; I  – единичная 

матрица размером n n . 

2. ПРИМЕР 

Рассматривается двухканальный объект 

1 1 1
1 111 12

2 2 221 221 1

k k k

k k k

y x v

y x v

 

 

                           
,  

где x  – входной сигнал, y  – выходной сигнал, [ ]ij    – матрица оценивае-

мых параметров объекта, v  – гауссов шум с нулевым математическим ожи-
данием. Все вычисления осуществляются по мере поступления результатов 
измерений входных и выходных сигналов. Моделирование выполнено при 
базовых значениях параметров: 11 1  , 12 2  , 21 0  , 22 1  . Для случая 

100N   измерений имеем следующие результаты оценок неизвестных пара-
метров (рис. 2): 11 0.9505  , 12 1.935  , 21 0.02  , 22 1.034  . При увели-

чении числа измерений до 200N   были получены следующие значения 
оцениваемых параметров: 11 0.9791  , 12 1.962  , 21 0.01646  , 

22 1.025  . 
Результаты эксперимента представлены для случая, когда присутствуют 

шумы измерений с нулевым средним и дисперсией 2 0.01  . Для коэффици-
ентов усиления получены следующие значения (рис. 3): 1 0.01028K   , 

2 0.01047K    (для 100N  ).  
Для начального значения оценки дисперсии ошибки оценивания выбра-

но значение 0 [0.5,  0.4;  0.5,  1]P  . На рис. 4 приведены результаты поведения 
элементов матрицы P . 
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Рис. 2. Оценка вектора параметров 11 12 21 22[ , ;  , ]       

 

 

Рис. 3. Коэффициенты усиления 1 2[ ; ]K K K   
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Рис. 4. Матрица 11 12 21 22[ , ; , ]P P P P P  

В этой работе выбраны входные сигналы типа меандра с периодами 
6T   (для первого входного сигнала), 4T   (для второго входного сигнала) 

и амплитудой, равной единице (рис. 5). 
 
 

 

Рис. 5. Входной сигнал объекта 1 2[ ;  ]U U U  

На рис. 6 показан шум, наблюдаемый на входе первого канала. 
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Рис. 6. Шум на входе первого канала 1v   

Результаты эксперимента приводились как для 100N   измерений, так и 
для 200N  . Во всех случаях оценки параметров достаточно быстро сходят-
ся к базовым значениям, примерно за 60–80 шагов.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В данной работе представлены результаты оценивания параметров двух-
канального объекта, полученные на основе рекуррентной процедуры метода 
наименьших квадратов. Отметим, что использование рекуррентных процедур 
оценивания параметров в инженерной практике является важной задачей, по-
скольку алгоритмы идентификации должны отслеживать любые изменения 
свойств системы со временем.  

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

РЕКУРРЕНТНЫЙ МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ СТАТИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА  

С ВЕКТОРНЫМ ВХОДОМ И СКАЛЯРНЫМ ВЫХОДОМ 

В работе [1] рассматривается случай оценивания параметров статическо-
го объекта с n  входами и одним выходом с помощью рекуррентного метода 
наименьших квадратов. При выводе ряда уравнений были допущены некото-
рые опечатки и неточности, которые здесь устранены. Объект с n  входами и 

одним выходом y x  , где ,  x   – векторы-столбцы размерности n , изоб-

ражен на рисунке.  
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Статический объект  
идентификации 

Результаты i-го измерения ( , )i ix y  связаны соотношением i iy x  ,  

где iy  – значение скалярного выхода,  1 2,   , ,   n
i i i ix x x x    – значение век- 

тора входного сигнала, 1 2( ,   , ,   )n
      – вектор оцениваемых пара-

метров. Здесь через j
ix  обозначена j-я компонента вектора x  для i-го измере-

ния. Для случая N  измерений входного и выходного сигналов ix  и iy , 

1,i N , имеет место следующая формула квадратичного отклонения  
[2, 7–9, 13]: 

 2
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s y x


    . 

Оценка параметров   по N  измерениям ˆ
N  вычисляется с помощью 

рекуррентного метода наименьших квадратов [2]: 
 

   1ˆ
N N N N NX X X Y

   , (П.1) 

где  

 1 2( ,   , ,   )N NX x x x   ,   1 2( ,   , ,   )N NY y y y   .  (П.2) 

Здесь NX  – матрица размером N n  и NY  – вектор размером 1N  . Ис-
пользуем общепринятые обозначения ковариационной матрицы размером 
n n : 

   1
N N NP X X

 . (П.3) 

Для 1N   измерений формула (П.3) может быть записана в рекуррент-
ном виде: 
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Как известно, итерационный алгоритм вычисления параметров приво-
дится к виду 

  1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ

N N N N N NK y x         , (П.6) 

  1 1 1 11N N N N N NK P x x P x
     , (П.7) 
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x P x


 

 
 

 
    

, (П.8) 

где 1NK   – вектор коэффициентов усиления размером n , 1NP  – ковариаци-

онная матрица размером n n , вычисленные по результатам 1N   измере-
ний. Для обоснования формул (П.6) и (П.7) используют следующие утвер-
ждения. 

Лемма 1. Для матриц , ,A B C  размерами n n , n m  и m n  соответ-
ственно справедливо выражение 

1 1 1 1 1 1( ) ( )A BC A A B I CA B CA         . 

Следствие 1. В случае, eсли B  – столбец размерности n  (обозначим че-

резb ) и C  – строка размерности n  (обозначим через c ), лемма сводится к 
выражению 

 1 1 1
1

( )
(1 )
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. (П.9) 

Перейдем к выводу уравнений (П.6) – (П.8). Выражение (П.8) можно по-
лучить из выражения (П.5) после применения формулы (П.9). Для этого вы-

полняются следующие замены: N NA X X , 1Nb x  , 1Nc x 
 . Отме-

тим, что в работе [1] автор ссылается на лемму 1, хотя в данном случае при-
меняется не сама лемма, а ее следствие 1 (выражение (П.9)). На основании 

уравнений (П.1) и (П.2) получим оценку параметров 1
ˆ

N  по результатам 

1N   измерения: 
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     . 

Выразим последнюю формулу через N  и 1N   измерения: 

 1 1 1 1
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N N N N N NP X Y x y
      . 

Следующая формула получена после применения формулы (П.8): 
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Раскрываем скобки в последнем уравнении: 
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Отметим, что у автора [1] в приведенном выражении во втором члене от-
сутствует знак транспонирования вектора 1Nx  . В последующих преобра-
зованиях в работе [1] также отсутствует знак транспонирования. Прово-
дим дальнейшие преобразования на основе уравнений (П.1) и (П.3): 
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Применяя выражение (П.7), получаем соотношение для оценки парамет-
ров (П.6): 

 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ

N N N N N NK y x         . 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

РЕКУРРЕНТНЫЙ МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ СТАТИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА  

С ВЕКТОРНЫМ ВХОДОМ И ВЕКТОРНЫМ ВЫХОДОМ 

Рассматривается объект с n  входами и n  выходами y x  , где x  – 

вектор-столбец размерности n , y  – вектор-строка размерности n , [ ]ij    – 

матрица размером n n . Здесь полагаем, что число входов равно числу вы-

ходов. Результаты i-го измерения ( , )i ix y  связаны соотношением i iy x  , 

где  1 2, , , n
i i i ix x x x    – значение вектора входного сигнала для i-го 
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измерения. В данном случае квадратичное отклонение по результатам N  из-
мерений вычисляется по формуле [2, 8, 13]: 

  
1

( )
N

i i i i
i

s y x y x
 


      . 

Оценка параметров ˆ
N  по N  измерениям на основе рекуррентного ме-

тода наименьших квадратов вычисляется также по формуле (П.1), где  

1 2( ,   , ,   )N NX x x x   ,     1 2,   , ,   N NY y y y
    . 

Здесь NX , NY  – матрицы размером N n ; N NX Y  – матрица размером n n . 

Ковариационная матрица   1
N N NP X X

 , как и в приложении 1, записыва-

ется в рекуррентном виде: 

1

1
1 1

N N
N

N N

X X
P

x x



  
 

    
     
     

  1
1 1N N N NX X x x

 
   . 

В отличие от приложения 1, где рассматривается скалярный выход, в 
данном случае iy  – вектор, что приводит к незначительным изменениям в 
формулах (П.6) – (П.8):  
 

 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ

N N N N N NK y x         , 

 1 1 1 11N N N N N NK P x x P x
     , 

1 1
1

1 11
N N

N N N
N N N

x x
P I P P

x P x


 

 
 

 
    

, 

т. е. изменились размеры матриц в (П.6): ˆ
N  – матрица размером n n , 

1Ny   – вектор-строка размером n . 
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Various recurrent identification algorithms are used to create many adaptive systems. 
The recurrent least-squares algorithm means the calculation of estimates based on the cumula-
tive observation results. In this work the recurrent least-squares algorithm for receiving parame-
ter estimates of a multichannel object based on the input and output signals is realized in the 
Simulink environment. The procedure of recurrent parameter estimation is performed for the 
case when an object is under the Gaussian noise. Signals of the meander type with various peri-
ods are used as input signals. The recurrent estimation scheme is presented in the Simulink en-
vironment in the form of blocks which are at different levels. The blocks organized at the top 
level show the results of object parameter estimation and multichannel object modeling in the 
presence of noises and the given input signals. The modeling of the recurrent least-squares 
method is carried out in blocks at the lower levels. Input actions and output signals of the mul-
tichannel object received during modeling are shown on graphs. Object parameters are estimat-
ed and their plots are constructed. The behavior of the values of the gain actor elements are 
shown on graphs. A high gain factor value means that the algorithm responds to parameter 
changes quickly enough, but at the same time it also reacts to the noise which is present in the 
observed data. The use of recurrent estimation algorithms makes it possible to regulate the re-
ceiving of data and allows processing observation results until a required accuracy of the object 
model is obtained. Further it is supposed to extend this method to the parameter identification 
of dynamic objects and regulators. 
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