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В статье дан краткий обзор методов беспоискового адаптивного управления, в том числе 
с эталонными моделями. В общем виде приведена математическая модель мультикоптера. 
Приведен синтез эталонной модели мультикоптера. Модель объекта и эталонная модель имеют 
аналогичную структуру, при этом параметры эталонной модели известны. Синтез управления 
номинальной моделью позволяет корректно сформировать матрицы коэффициентов уравнений 
траекторной ошибки и ошибки по скорости движения и оценить разницу между мультикопте-
ром и его эталонной моделью, основываясь на разнице между номинальным управлением и 
реальными значениями сил и моментов, подаваемых на подвижный объект. В работе рассмат-
риваются системы управления с алгоритмами адаптивного управления с эталонными моделя-
ми, обеспечением астатизма и оцениванием возмущений. Для адаптации к параметрическим 
возмущениям модели и внешним возмущениям (например, ветровым) используются контур 
обеспечения астатизма, асимптотический наблюдатель возмущений и контур параметрической 
адаптации. Введены дополнительные интеграторы, чтобы обеспечить в замкнутой системе 
управления подвижного объекта астатизм. Приводятся результаты численного моделирования 
полета мультикоптера по траектории с использованием различных контуров адаптации по от-
дельности и совместно. В связи с тем, что на мультикоптер действуют постоянные ветровые 
возмущения, вектор внешних возмущений представлен в виде периодической функции. Рас-
смотрены случаи с наиболее заметными отклонениями траектории полета для разных способов 
адаптации. В моделировании параметрические отклонения связаны с неточностью определе-
ния зависимостей между тягами винтомоторных групп и управляемых переменных, а также с 
действием неучтенных в модели присоединенных масс.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Метод адаптивного управления с эталонными моделями [1–3] является 
одним из наиболее эффективных методов беспоискового адаптивного управ-
ления. Об этом можно судить по результатам применения данного метода  
[4, 5]. Актуальность, а также пути развития метода адаптивного управления с 
эталонными моделями подробно освещены в работах [6–13]. 

Описанные в работах [6, 7, 12] эталонные модели в системах адаптивно-
го управления являются нелинейными. В [6, 12] нелинейная эталонная мо-
дель строится для нестационарного объекта с нелинейным исполнительным 
механизмом, а в [7] эталонная модель содержит нелинейные блоки, которые 
обеспечивают нахождение фазовых переменных в линейной области.  

В работах [8, 11] рассмотрен синтез алгоритма адаптации линейного од-
ноканального объекта на основе критерия гиперустойчивости. Объект описы-
вается уравнением вход-выход с коэффициентами, заданными в виде интер-
валов. В [8] предлагается алгоритм управления в условиях постоянного 
внешнего возмущения, основанный только на измерении выхода объекта. 
При этом известны лишь максимально возможные значения числителя и зна-
менателя передаточной функции. В [11] для решения задачи управления в 
условиях ограничения входного сигнала предлагается использовать две эта-
лонные модели, обеспечивающие оценку неизмеряемых переменных состоя-
ния и ограниченность ошибки системы управления.  

Беспоисковые адаптивные алгоритмы могут успешно применяться для 
управления высотой вертолета [9], а также для управления газотурбинной 
установкой [10]. В [9] предложены алгоритмы адаптивного управления с 
идентификатором и эталонной моделью. В [10] применяется структура с дву-
мя контурами адаптации – параметрической и сигнальной настройками. 

Применение алгоритмов адаптивного управления для подвижных объек-
тов описано в работах [13–16]. В [14–16] подвижный объект описывается мо-
делью твердого тела с нелинейными уравнениями движения, а также задача его 
позиционирования. Адаптивная часть включает в себя явную эталонную мо-
дель, контур обеспечения астатизма, контур настройки коэффициентов адапта-
ции и робастный алгоритм оценки векторного возмущения. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МУЛЬТИКОПТЕРА 

Математическая модель мультикоптера представлена в виде 

 ( )y R y x ; (1) 

   1 , ,u dx M F F y x t  , (2) 

где y  – (1 × 6) – вектор линейных и угловых координат в неподвижной си-
стеме координат; x  – (1 × 6) – вектор линейных и угловых скоростей в свя-
занной с подвижным объектом системе координат;  R y  – матрица кинема-

тики; uF  – вектор управляющих сил и моментов;  , ,dF y x t  – вектор прочих 
сил и моментов; M  – матрица инерционных параметров. 
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Для приведенной модели применены следующие допущения. 
1. Элементы матрицы M  являются постоянными параметрами: 

   min max, ij ijM i j M M   , (3) 

где min max, , , 1,6ij ijM M i j   – константы. 

2. Вектор  ,u uF F u k  является функцией вектора управляющих воз-

действий u  и вектора интервальных параметров min max
i i ik k k     , где 

min max,i ik k   – постоянные числа. Вектор u  имеет размерность m. 

3. Вектор прочих сил и моментов  , ,dF y x t  является неизвестным и 
представляется в виде  

      1 2, , ,d d dF y x t F y x F t  ; (4) 

  1 ,d Fy FxF y x A y A x  ; (5) 

    0 0
2 2 2 2, , 1,6i i i i

d d d dF t F F t F i    , (6) 

где 0 0
2 2, , ,i i

Fx Fy d dA A F F  – постоянные числа; *  – операция вычисления нор-

мы; *  – операция вычисления модуля. 
Траекторная ошибка задается в виде 

 1 2 3tr A Yy A y A    . (7) 

Ошибка по скорости движения задается в виде 

 4 5ck A x A   . (8) 

Размерность вектора tr  равна , а размерность вектора ck  равна . 

Матрицы 1 2,A A  имеют размерность   6, вектор 3A  – размерность , 

матрица 4A  – размерность   6, а вектор 4A  – размерность . 
Диагональная матрица Y имеет вид 

   1 2 3 4 5 6Y diag y y y y y y .  

Запись квадратичной формы в виде (7) обусловлена тем, что матри-
цы 1 2,A A  не являются в общем случае квадратными. 

2. СИНТЕЗ ЭТАЛОННОЙ МОДЕЛИ МУЛЬТИКОПТЕРА  

Номинальная модель мультикоптера имеет аналогичную структуру (1)  
и (2). В отличие от модели объекта (1) и (2), номинальная модель известна. 

1. Элементы матрицы mM  являются постоянными известными парамет-
рами. 

2. Вектор  ,um um m mF F u k  является функцией вектора управляющих 

воздействий u  и вектора постоянных известных параметров mk . 
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3. Вектор прочих сил и моментов  , ,dm m mF y x t  является известным. 
Векторы ошибок номинальной модели подвижного объекта сформируем 

в соответствии с (7) и (8) в виде 

 1 2 3trm m m mA Y y A y A    ; (9) 

 4 5ckm mA x A   , (10) 

где 

   1 2 3 4 5 6m m m m m m mY diag y y y y y y .  

Потребуем, чтобы векторы удовлетворяли следующим эталонным урав-
нениям 

 2 1 0trm trm trmT T       ; (11) 

 3 0ckm ckmT    , (12) 

где 1 2 3 ,  и T T T  – диагональные положительно определенные матрицы посто-
янных коэффициентов. 

Первая и вторая производные по времени от вектора trm  (9) вычислены 
в силу уравнений эталонной модели 

 1 2trm m m mA R x A M   ; (13) 

 1
1 1 2

dm dm
trm m m m m m m m

m m

F F
A R x A R x A M x y

x y
   

       
    , (14) 

где  mR y  – производная матрицы  mR y , вычисляемая в соответствии с 
определением [16]: 

   1 2 3 4 5 6m m m m m m mY diag y y y y y y       ,  

   , 1,6im i m my R y x i  ,  

 i mR y  – i-я строка матрицы  mR y . 

Производная по времени от вектора ckm  (10) равна 

 4ckm mA x   . (15) 

Подставив выражения (14) и (15) в уравнения (11) и (12), получим сле-
дующую систему уравнений: 

 

1
1 2 2 1

4 3

,

.

dm
m m m m m trm trm

m

m ckm

F
A R x A M R x T T

y

A x T

        



  

 



 (16) 
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Решая систему (16) относительно вектора imx , получаем 

1
1 2

4

dm
m m

m
m

F
A R A M

x x

A

     
 
  

  

 

1
1 2 2 1

3

dm
m m m m m trm trm

m

ckm

F
A R x A M R x T T

y

T

          
 
  

 
. (17) 

Для нахождения вектора управляющих воздействий представим вектор 
управляющих сил и моментов в виде 

 um m mF K u , (18) 

где mK  – матрица размерности 6 × ( + ). 
Если нет возможности представить вектор управляющих сил и моментов в 

виде (18), то можно воспользоваться двухэтапных подходом, представленным в 
работах [14, 17]. В соответствии с этим подходом на первом этапе путем введе-
ния промежуточных переменных решается задача нахождения управлений для 
линейной по управлению системы. На втором этапе осуществляется нахождение 
реальных управлений путем решения нелинейной алгебраической системы 
уравнений. Такой подход успешно применен в системе управления роботизиро-
ванной воздухоплавательной платформы [17]. Также примем число каналов 
управления m =  + . В работах [14, 17] рассмотрен случай, когда m   + . 

Из выражения (19) с учетом (10) и (20) находим 
1

2
1

4

m

m m m

A R
u M K

A






   
   
  
   

 

 
2 2 2 1

1

4 3

m m m trm trm

m dm

ckm

A R A R x T T
M F

A T


       

    
        

 
. (19) 

В традиционных системах адаптивного управления с эталонной моделью 
схема задается в виде уравнений (11) и (12). Синтез управления номинальной мо-
делью позволяет корректно сформировать матрицы T1 и T2 уравнений (11) и (12), а 
также оценить разницу между номинальной моделью и подвижным объектом, 
основываясь на разнице между номинальным управлением (19) и реальными 
значениями сил и моментов, подаваемых на подвижный объект. 

3. СИНТЕЗ БАЗОВОГО АЛГОРИТМА УПРАВЛЕНИЯ  

Ошибки управления для подвижного объекта формируются в виде выраже-
ний (7) и (8). 

Система управления подвижного объекта строится как следящая система, 
ошибкой которой является разница между переменными (9), (10) и (7), (8).  
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Для повышения точности следящей системы алгоритм управления строится 
таким образом, чтобы обеспечить астатизм. Чтобы обеспечить в замкнутой 
системе управления подвижного объекта астатизм, вводятся дополнительные 
интеграторы 

 1 2 2 3 1 2 1 2,  ,...,
trn tr trm m m mz z z z z A Yy A y A Y y A y           ; (20) 

 1 2 2 3 4 4, ,...,
ck

i i
n ck ckm mA x A x              , (21) 

где trn  – число интеграторов, обеспечивающих астатизм порядка 1trn   по 

траекторной ошибке; ckn  – число интеграторов, обеспечивающих астатизм 

порядка 1ckn   по скоростной ошибке; , 1,j trz j n  – дополнительные пере-

менные для обеспечения астатизма при отработке траекторного задания; 

, 1,k ckk n   – дополнительные переменные для обеспечения астатизма при 
отработке задания по скорости. 

Тогда траекторная и скоростная ошибки подвижного объекта задаются в 
виде 

 1 2 1 2 1 1 ...
tr trtr m m m n ne A Yy A y A Y y A y B z B z       ; (22) 

 4 4 1 1 ...
ck ckck m n ne A x A x C C       , (23) 

где , , 1, , 1,j k tr ckB C j n k n   – матрицы коэффициентов регулятора. 

Потребуем, чтобы траекторная и скоростная ошибки удовлетворяли 
уравнениям  

 2 1 0tr tr tre T e T e    ; (24) 

 3 0ck cke T e  . (25) 

Первая и вторая производные по времени от выражения (22), вычислен-
ные в силу уравнений динамики и кинематики подвижного объекта и эталон-
ной модели и (20), равны: 

 1 1
1 2 1 2 1 2 2 ( )tr d m m dm tr trme A Rx A M F A R x A M F B Z B         ; (26) 

1 1
1 1 2 2 1 1

d d
tr m m m m

F F
e A Rx A Rx A M x A M Rx A R x A R x

x y
  

      
 

      

1 1
2 2 1 2( ) ( )dm dm

m m m m m tr trm tr trm
m m

F F
A M x A M R x B B

x y
  

       
 

  . (27) 

Первая производная по времени от выражения (23) равна 

  
14 4 1 2 4 4...

ck ck ckck m n n n me A x A x C C C A x A x


           . (28) 
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Подставив выражения (22), (23) и (26)–(28) в уравнения (24) и (25), по-
лучим 

1
1 2

4

1 1
1 2 1 2 1

2
4

,

0

d

dm dm
m m m m m m m

m m
m

F
A R A M

x x

A

F F
A R A M A R x A M R x f

x yx
f

A



 

    
 
 

                  
           






 

1
1 1 2 1( )d

tr trm
F

f A Rx A M Rx B
x

 
     


  

 2 2 1( )tr trm tr trB T e T e       , (29) 

2 1 2 2 2( )ck ckm ckf C C T e      . 

С учетом (17) выражение (29) перепишется в виде 

1
11 2

2
4

dF
fA R A M

x x
f

A

               

 ,  

где 

1
1 1 2 1( )d

tr trm
F

f A Rx A M Rx B
x

 
     


  

2 2 1( ) ( ) ( )tr trm tr trm tr trmB T e T e          ,  

 2 1 2 2 2( ) ( )ck ckm ck ckmf C C T e       ,  

1 2 2 ( )tr tr trm tr trme B z B        , 

1 1 2 2tr tr trme B z B z     , 

1 1 2 2ck ck ckme C C       . 

Как и для эталонной модели, примем 

 uF K u , (31) 

где K  – матрица размерности 6  ( + ). 
Из (30) с учетом (2) и (31) находим выражение для вектора управляю-

щих воздействий подвижного объекта (1) и (2). 

(30)
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4. СИНТЕЗ АЛГОРИТМОВ АДАПТАЦИИ 

Для оценки аддитивных неопределенностей в dF  и матрицах интер-

вальных параметров M и K  представим уравнение (2) динамики подвижно-
го объекта в виде 

     1
m m dm d xm xx M M K K u F F F F

            , (32) 

где , , dM K F    – неопределенные матрицы и вектор, удовлетворяющие 

ограничениям (3)–(6);    1
xm m m dmF M K u F

   – известный вектор; 

    1 1
x m d m dm dF M K u F M K K u F F 

               – неизвестный 
вектор. 

Для синтеза наблюдателя неизвестного вектора xF  воспользуемся под-
ходом, предложенным в работах [17, 18]. В этом подходе реализован редуци-
рованный наблюдатель Луенбергера [19], робастность которого обеспечива-
ется аппроксимацией возмущений временными рядами [20]. В соответствии с 
методикой синтеза [18] ошибка наблюдателя формируется в виде 

 ( )n xe F s x    , (33) 

где   – вектор переменных состояния наблюдателя; ( )s x  – векторная функция. 
Потребуем, чтобы ошибка (33) удовлетворяла дифференциальному 

уравнению 

 0n n ne T e  ,  

где nT  – матрица наблюдателя, выбираемая их условий устойчивости и быст-

родействия. Для простоты изложения примем матрицу nT  скалярной, т. е. 
диагональной с одинаковыми элементами [21]. 

Дифференцируя выражение (33) по времени в силу уравнения (32), из 
последнего уравнения получим 

 
     ( ) 0xm x n x

s x
F F T F s x

x


         


 ,  

откуда, приравняв к нулю все слагаемые, содержащие неизвестный вектор 

xF , получим 

 ˆ,n n n n xm x nT T T x T F F T x          . (34) 

Переходя в уравнениях (32) и (34) к изображениям по Лапласу, получим 

,

,

, ,

ˆ , ˆ ,

xm x

xm x

n n n xm
n n n n xm
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F F
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px F F
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ˆ ˆ .xm x n n xm x n xm n
x n x x

n n n

F F T T F F T F T
F T F F

p p T p p T p T

   
        

  
 (35) 

Применив метод коэффициентов ошибок [21], получим 

 0 1 2 2

1 2 !
0, , ,..., i i

n n n

i
E E E E

T T T
    .  

Тогда ошибка оценивания имеет вид 

    
2

1 1 1
... ...i

n x x xi
n n n

t F F F
T T T

            

Пусть xF  представляет собой линейный сигнал, удовлетворяющий 
ограничениям (6). Тогда ошибка оценивания ограничена выражением 

  
0

, 1,6
i

i d
n

n

F
t i

T


  


. (36) 

Выражение (36) позволяет выбрать положительно определенную матри-
цу nT  так, чтобы ошибка оценивания не превышала заданную величину. 

Представим оцениваемую функцию гармоническим сигналом 

maxsin ,xF A t    тогда 

  
2

max max max
2

... ...
i

i
n i

n n n

A A A
t

T T T

  
        

Из последнего выражения следует, что для ограниченности ошибки тре-
буется выбирать элементы матрицы nT  с учетом условия 

max 1
nT


 .  

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ  

Мультикоптер начинает движение по траектории из начальной точки 
 0 10; 6; 5 .x    На рассматриваемый объект управления действуют парамет-

рические возмущения: отклонения матрицы M и отклонения элементов мат-
рицы mK  от K , связанные с неточностью определения зависимостей меж-
ду тягами винтомоторных групп и управляемых переменных. Отклонения в 
M – результат действия неучтенных в модели присоединенных масс. При мо-
делировании принято:  

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

mK

 
 
 
 

  
 
 
 
 

,   

0 0 0 0

0,8 0 0 0

0 0 0 0

0 1,3 0 0

0 0 1,4 0

0 0 0 0,7

K

 
 
 
 

  
 
 
 
 

,   0,9 (1 0,002 )mM M t  . 
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В выражении для управления (36) используются номинальные значения 

параметров и вектор оценок возмущений ˆ, ,m m dM K F . 
Вектор внешних возмущений принят в виде 

4

20 10sin(0,5 )

2
( )

3

2

3

d

t

F t

 
  

 
   
 
 
 

. 

Параметры системы управления: 

1 2 3 1 2 1 21,  2,  1,  100,  20,  100,  20,  10nT T T B B C C T        , 

1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

A
 
   
  

, 

2
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0,5 0 0 0 0 0

0 0 0,5 0 0 0
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, 

3 0 0arctan 0,5 0,5
T

x z
bg

A V V
ag

          
, 

 4 0 1 0 0 0 0 TA  ,   5 0yA V  , 
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a
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r r
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где 0r  – расстояние до заданной траектории в плоскости OY1Y3, описываемой 
уравнением (1) (3) 0;g g ga y b y c    rr  – расстояние, при превышении кото-

рого вектор скорости подвижного объекта направлен на ближайшую точку на 
заданной траектории. Если расстояние до траектории меньше rr , то подвиж-
ный объект начинает разворачиваться вдоль траектории. При моделировании 
принято: rr , 1, 1, 0g g ga b c    . Желаемая высота y = 10 м.  

Моделирование полета мультикоптера произведено для случаев: 
1) управление с наблюдателем (34) nT ; 

2) управление с базовым алгоритмом управления при 1 2100,  20,B B   

1 2100,  20C C  ; 
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3) управление с базовым алгоритмом управления и наблюдателем. 
 

 
Рис. 1. Высота. Вариант 1 – пунктирная линия, вариант 2 – сплошная серая линия, 

вариант 3 – сплошная черная линия  

 

 
Рис. 2. Траектория полета на плоскости. Вариант 1 – пунктирная линия,  

вариант 2 – серая линия, вариант 3 – сплошная черная линия 

Результаты численных исследований различных вариантов адаптации 
приведены на рис. 1 и 2. Из рисунков видно, что в первом варианте присут-
ствует ошибка отработки траектории, связанная с неточностью определения 
параметров модели мультикоптера. Максимальная величина отклонения от 
заданной траектории составляет 4,89 м. Во втором варианте параметрические 
возмущения значительно подавляются, но на объект управления действуют 
внешние возмущения, отклонение 0,49 м. Наиболее заметно влияние внеш-
них возмущений проявляется при значительных ветровых возмущениях, как 

,  мY

,  мZ

,  ct

,  мX
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показано на рис. 3, где амплитуда внешнего возмущения по x увеличена от  
4 до 14.  

 

 
Рис. 3. Удержание высоты. Вариант 1 – пунктирная линия, вариант 2 – сплошная  

серая линия, вариант 3 – сплошная черная линия 

Одновременное применение всех способов адаптации в третьем вариан-
те обеспечивает наибольшую точность замкнутой системы, в этом случае от-
клонение составило 0,48 м. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Наименьшую точность при подавлении внешних возмущений и сово-
купности внешних и параметрических возмущений, действующих на мульти-
коптер, показывает адаптивный алгоритм с оцениванием возмущений. Это 
связано с тем, что астатизм по каждому каналу обеспечивается динамической 
системой второго порядка, а оценивание возмущений – наблюдателем перво-
го порядка. Повышение порядка наблюдателя позволяет снизить ошибки  
замкнутой системы приблизительно до того же уровня, что и в других случа-
ях. Вместе с тем одновременное применение алгоритмов оценивания возму-
щений, обеспечения астатизма и параметрической адаптации приводит к 
уменьшению ошибки замкнутой системы. Такой результат обусловлен спо-
собом построения замкнутой системы, обеспечивающим независимую 
настройку различных контуров адаптации. 
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The paper gives a brief overview of the methods of searchless adaptive control including 
reference models. A general form of the mathematical model of the multicopter is given. It de-
scribes the synthesis of the multicopter reference model. The synthesis of the reference model 
of the quadrocopter is given. The vehicle model and the reference model have a similar struc-
ture, with the parameters of the reference model being known. The synthesis of the nominal 
model control makes it possible to correctly form the matrices of the coefficients of the trajec-
tory error equations and motion velocity errors. It also makes it possible to estimate the differ-
ence between the multicopter and its reference model based on the difference between nominal 
control and real values of the control forces and moments applied to the vehicle. The paper 
considers control systems based on adaptive control algorithms with reference models, astati-
cism and disturbance estimation. In this work we use a loop with astaticism, an asymptotic dis-
turbance estimator, and a parametric adaptation loop to take into account parametric perturba-
tions of the model and external perturbations (for example, wind disturbances). Additional in-
tegrators to provide astatism in the vehicle closed control system are introduced. The simula-
tion results of the multicopter flight along the trajectory are presented with the use of various 
adaptation loops separately and jointly. In connection with the fact that constant wind disturb-
ances act on the multicopter, the external perturbation vector is represented as a periodic func-
tion. The cases with the most noticeable deviations of the flight trajectory for different modes 
of adaptation are analyzed. Parametric deviations in the simulation are caused by the inaccura-
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cy in determining the dependencies between the thrusts of engine-propeller units and controlled 
variables as well as by an unaccounted added mass of the vehicle. 

Keywords: multicopter, vehicle, position-trajectory control, astaticism, estimator, adap-
tive control, adaptation, disturbance estimation 
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