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Рассмотрено применение многосеточных конечных элементов (МнКЭ) для расчета 
напряженно-деформированного состояния подкрепленных композитных цилиндрических обо-
лочек при статическом нагружении. Такие оболочки находят широкое применение в ракетно-
космической и авиационной технике. МнКЭ проектируются в локальных декартовых системах 
координат на основе мелких (базовых) разбиений оболочек, которые учитывают их неодно-
родную и микронеоднородную структуру, сложную форму, сложный характер нагружений и 
закреплений. Напряженно-деформированное состояние в МнКЭ описывается уравнениями 
трехмерной задачи теории упругости без введения дополнительных кинематических и стати-
ческих гипотез, что позволяет использовать МнКЭ для расчета оболочек любой толщины. По-
казано построение в криволинейных системах координат лагранжевых полиномов, которые 
эффективны при проектировании МнКЭ оболочечного типа. Перемещения в конечных элемен-
тах, формирующих МнКЭ, аппроксимируются степенными и лагранжевыми полиномами раз-
личных порядков. Расчет напряженно-деформированного состояния с помощью предла-
гаемых МнКЭ порождает сходящиеся последовательности приближенных решений и приводит 
к снижению порядка системы алгебраических уравнений метода конечных элементов в 
102…106 раз, что обеспечивает существенную экономию ресурсов ЭВМ при небольших вре-
менных затратах. 

Приведен пример расчета трехслойной подкрепленной цилиндрической оболочки с при-
менением трехсеточного конечного элемента оболочечного типа, который уменьшает объем 
используемой памяти ЭВМ в 3,04 · 105 раз в сравнении с базовой конечно-элементной моде-
лью, имеющей 6,64 · 108 узловых неизвестных. Это позволяет проводить расчеты композитных  
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цилиндрических оболочечных конструкций больших размеров. Приведено сравнение полу-
ченных результатов с решением данной задачи в программном комплексе ANSYS. Для вери-
фикации МнКЭ используется известный численный метод.  

Ключевые слова: многосеточные конечные элементы, модели дискретизации, полино-
мы Лагранжа, сходимость последовательности решений, погрешность, программный комплекс 
ANSYS, упругость, напряженно-деформированное состояние, подкрепленная цилиндрическая 
оболочка, композитный материал 

ВВЕДЕНИЕ 

Метод конечных элементов (МКЭ) [1, 2] широко используется при ис-
следовании напряженно-деформированного состояния (НДС) упругих обо-
лочек [3–6]. Построение криволинейных конечных элементов (КЭ) при рас-
чете оболочек встречает различные трудности [3], в частности, связанные с 
выполнением условий конформности, что необходимо для сходимости ко-
нечно-элементных решений [7]. Эти трудности во многом связаны с тем, 
что для снижения порядка уравнений в теории оболочек вводятся гипотезы, 
которые накладывают определенные ограничения на поля перемещений, 
деформаций и напряжений [8–14], что  порождает неустранимые погрешно-
сти в решениях и ограничивает области применений этих теорий. Напри-
мер, в работах [15, 16] рассматриваются трехмерные КЭ с заданным рас-
пределением перемещений по толщине с учетом обжатия оболочки. В рабо-
те [17] представлен обзор основных вариантов использования МКЭ для рас-
чета композитных пластин и оболочек в двухмерной постановке. Попытки 
расчета композитных цилиндрических оболочек с применением КЭ в по-
становке трехмерной задачи теории упругости с учетом их структуры при-
водит к системам линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) МКЭ высо-
кого порядка (более 106).  

Вследствие этого возникает необходимость разработки таких вариан-
тов МКЭ, в которых композитная цилиндрическая оболочка рассматривает-
ся в трехмерной постановке и которые приводят к СЛАУ низкого порядка 
при соблюдении допустимого уровня погрешности значений НДС. В рабо-
тах [18, 19] предложены процедуры построения многосеточных КЭ (МнКЭ), 
удовлетворяющих этим требованиям, в которых для аппроксимации пере-
мещений  использованы  степенные и лагранжевы полиномы различных по-
рядков. Для аппроксимации только радиальных перемещений в  осесиммет-
ричной задаче для слоистого цилиндра полиномы Лагранжа использовались 
в работе [20]. 

В данной работе трехмерный МнКЭ оболочечного типа, в котором пе-
ремещения аппроксимируются полиномами Лагранжа, используется для рас-
чета НДС линейно-упругой композитной цилиндрической оболочки с под-
креплением продольными ребрами (стрингерами) и окружными накладками 
(шпангоутами). Расчеты показывают, что использование МнКЭ для построе-
ния сходящейся последовательности решений в рассматриваемой задаче 
снижает порядок СЛАУ МКЭ примерно в 850 раз, а объем используемой па-
мяти ЭВМ в  3,04 · 105  раз в сравнении со случаем использования стандарт-
ных КЭ [1, 2], что обеспечивает существенную экономию ресурсов ЭВМ  
и требует небольших временных затрат. 
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1. ТРЕХСЕТОЧНЫЙ КЭ ОБОЛОЧЕЧНОГО ТИПА 

Рассмотрим построение МнКЭ с идеальными  связями между компонен-

тами неоднородной структуры на примере трехсеточного КЭ (ТрКЭ) (3)V . 

Такой элемент состоит из нескольких двухсеточных КЭ (ДвКЭ) 
(2)V , каж-

дый из которых скомпонован  из  однородных односеточных КЭ (ОдКЭ) (1)V  

1-го порядка с характерными размерами 
 
 (1) (1) (1)

x y zh h h   (рис. 1). Будем счи-

тать, что порядок МнКЭ  определяется порядком полинома Лагранжа, по-
строенного на его узловой сетке, а верхний индекс соответствует количеству 
узловых сеток в элементе. 
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Рис. 1. Однородный КЭ (1)V   (1)
nV  

Процедура построения ОдКЭ в локальной декартовой системе координат 
при аппроксимации полей перемещений степенными полиномами  подробно 
изложена в работе [18]. Рассмотрим построение ДвКЭ и ТрКЭ в случае ап-
проксимации перемещений полиномами Лагранжа. Расположение узлов при 

использовании лагранжевых полиномов 3-го порядка в ДвКЭ (2)V  с разме-

рами (2) (2) (2)
x y zh h h   в локальной декартовой системе координат 2 2 2 2O x y z  

показано на рис. 2.  
Базисная функция ijkN  для узла ( ,  ,  )P i j k  (рис. 2) в криволинейных ко-

ординатах ,  ,      имеет вид ( , , ) ( ) ( ) ( )ijk i j kN L L L       , где ( )iL  , 

( )jL  , ( )kL   – полиномы Лагранжа: 
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Используя обозначения (2)
iu , (2)

iv , (2)
iw , (2)

iN  для перемещений и функ-

ций формы i-го узла ДвКЭ в системе координат 2 2 2 2O x y z , функции переме-

щений (2) (2) (2),  ,  u v w можно представить в виде [1] 
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Рис. 2. Двухсеточный КЭ  (2) (2)
mV V  

Функционал полной потенциальной энергии (2)П  для базового разбие-

ния ДвКЭ (2)V  запишем в виде  

    (2) (1) (1) (1) (1) (1)

1

1
П  

2

N T T
n n n n n

n

   
 

 δ K δ δ P , (3) 

где (1)
nK  – матрица жесткости; (1)

nP , (1)
nδ  –  векторы узловых сил и переме-

щений КЭ (1)
nV , которые отвечают системе координат 2 2 2 2O x y z ;  N – общее 

число КЭ (1)
nV ;  Т – транспонирование. 

Используя выражения (2), вектор узловых перемещений (1)
nδ  КЭ (1)

nV  

можно выразить через вектор узловых перемещений (2)δ  КЭ (2)V  в системе 

координат 2 2 2 2O x y z : 

 (1) (2) (2)
n nδ A δ ,  (4) 

где (2)
nA  – прямоугольная матрица, 1,...,n N . 
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Подставляя формулу (4) в выражение (3) и, следуя принципу минимума 

полной потенциальной энергии (2) (2) (2)П ( ) 0  δ δ , для КЭ (2)V  получаем 

соотношение (2) (2) ( ) 2K δ P , определяющее его равновесное состояние, где 

  (2) (2) (1) (2)

1
 

N T
n n n

n
 K A K A ,    (2) (2) (1)

1

N T
n n

n
 P A P , (5) 

здесь (2)K  – матрица жесткости; ( )2P  – вектор узловых сил в системе коор-
динат 2 2 2 2O x y z .  

Процедуру построения ТрКЭ рассмотрим на примере метода ТрКЭ (3)V  
оболочечного типа с размерами (3) (3) (3)

x y zh h h   в локальной декартовой систе-

ме координат 3 3 3 3O x y z  (рис. 3), состоящего из ДвКЭ (2)
mV , 1,..., .m M  При 

построении оболочечных ТрКЭ используем полиномы Лагранжа (1), имеющие 
по осям 3O  , 3O   более высокий порядок аппроксимаций, чем по оси 3O  . 
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Рис. 3. Оболочечный ТрКЭ (3)V  

Алгоритм проектирования ТрКЭ аналогичен процессу построения ДвКЭ, 
рассмотренному выше, следуя которому можно получить основное уравнение 

для ТрКЭ (3)V , определяющее его равновесное состояние (3) (3) (3)K δ P , где  

  (3) (3) (2) (3)

1
 

M T
m m m

m
 K A K A ,     (3) (3) (2)

1

M T
m m

m
 P A P . (6) 

Здесь (3)K , (3)P  – матрица жесткости и вектор узловых сил ТрКЭ (3)V ;  
(2)
mK  – матрица жесткости; (2)

mP , (2)
mδ  – векторы узловых сил и перемещений 

ДвКЭ (2)
mV , которые отвечают системе координат 3 3 3 3O x y z . Вектор (3)δ  свя-

зан с вектором узловых перемещений (2)
mδ  ДвКЭ соотношением 

(2) (3) (3)
m mδ A δ , где (2)

nA  – прямоугольная матрица. 

Следует отметить, что размерность вектора (3)δ
 
(т. е. размерность ТрКЭ 

(3)V ) не зависит от общего числа  элементов, составляющих ТрКЭ. Следова-
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тельно, разбиение ТрКЭ (3)V  на ДвКЭ (2)
mV  и ОдКЭ (1)

nV  может быть сколь 

угодно мелким, что позволяет учитывать сложную неоднородную структуру 
ТрКЭ.  

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Рассмотрим применение ТрКЭ оболочечного типа в задаче деформиро-
вания трехслойной консольной цилиндрической оболочки 0V , подкреплен-
ной продольными ребрами (стрингерами) и окружными накладками (шпанго-
утами) при локальном нагружении (рис. 4). 
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Рис. 4. Расчетная схема оболочки 

Оболочка расположена в декартовой системе координат Oxyz , жестко 

закреплена при 0y  . Радиус кривизны срединной поверхности оболочки 

0,4R  м, толщина 0,015H  м, длина 0,5L  м, толщина всех криволиней-
ных подкреплений 0,01h  м, ширина двенадцати равномерно расположен-
ных по окружности продольных ребер составляет 0,03 м, ширина двух сим-
метрично расположенных относительно краев оболочки окружных накла-
док – 0,0625 м (рис. 4). Оболочка состоит из трех слоев, параллельных 
оси Oy . Модули Юнга слоев, начиная с внутреннего, равны 6, 2 и 10 ГПа,  
модуль Юнга подкреплений равен 3 ГПа, коэффициент Пуассона для всей 
конструкции 0,3  . Радиальное давление распределенной нагрузки 

0,2q    МПа приложено на участке верхней поверхности оболочки длиной 

/ 2L  от свободного края и угле раствора участка нагружения 60   сим-
метрично относительно плоскости yOz . В расчетах используем половину 
оболочки. 

2.1. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ С ПОМОЩЬЮ ТРЕХСЕТОЧНОГО КЭ 

Построена последовательность шести решений для многосеточных дис-
кретных моделей nQ , 1,...,6n  , с использованием лагранжевых ТрКЭ перво-

го порядка оболочечного типа. Максимальное значение величины n  в после-
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довательности nQ
 определяется возможностями используемой ЭВМ, исход-

ными размерами базовой сетки (при 1n  ), выбором закона измельчения при 
построении конечно-элементных моделей nQ , а также выбранным уровнем 

погрешности значений НДС. В данной задаче последовательность nQ
 состо-

ит из шести решений, так как при  6n   в дискретной модели 6Q  исчерпаны 
доступные ресурсы памяти используемой ЭВМ. 

Исходные размеры ТрКЭ: (1) (1) (1)12 12 6x y zh h h  , где (1) (1) (1),  ,  x y zh h h  – раз-

меры ОдКЭ при 1n  . Каждый ТрКЭ состоит из четырех ДвКЭ с исходными 

размерами (1) (1) (1)6 6 6x y zh h h    при аппроксимации перемещений полиномом 

Лагранжа первого порядка. Сетка базовой дискретной модели nQ   имеет 

размерность 1 2 3
n n nm m m  , где  

 1 504 1nm n  ,    2 96 1nm n  ,    3 24 1nm n  ,    1,...,6n  ,   (7) 

здесь 1
nm  – размерность по круговой координате, 2

nm  – по оси Oy , 3
nm  – по 

оси Oz . 
Результаты расчетов в точках А и В на поверхности оболочки (рис. 4) 

даны в табл. 1, где nw , n , t  – прогиб, эквивалентное напряжение (4-я тео-

рия прочности) и время расчета для  многосеточной дискретной модели nQ . 

Значения относительных погрешностей , (%)w n , , (%)n  ( 2n  ) определя-

ются по формулам: 

 , 1(%) 100 % | | /w n n n nw w w    ,    , 1(%) 100 % | | /n n n n       . (8) 

Таблица 1 

Прогибы и эквивалентные напряжения в точках А, В для моделей nQ  

nQ  t, мин 
, мм

, мм

( )

( )
n A

n B

w

w
 

,

,

(%)

(%)
w n A

w n B




 
( ) ,

( ) ,
n A

n B

МРа

МРа




 ,

,

(%)

(%)
n A

n В








 

1Q  0,02 
–1,338 
–2,950 

– 
10,084 
18,258 

– 

2Q  0,15 
–1,618 
–3,449 

17,31 
14,47 

11,072 
18,468 

8,92 
1,14 

3Q  0,6 
–1,703 
–3,604 

4,99 
4,30 

11,403 
18,701 

2,90 
1,25 

4Q  4 
–1,738 
–3,671 

2,01 
1,83 

11,570 
18,882 

1,44 
0,96 

5Q  14 
–1,756 
–3,707 

1,03 
0,97 

11,677 
19,009 

0,92 
0,67 

6Q  42 
–1,767 
–3,728 

0,62 
0,56 

11,753 
19,099 

0,65 
0,47 
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Характер изменения величин , (%)w n , , (%)n  ( 2,...,6n  ) демонстри-

рует быструю сходимость значений напряжений n  и перемещений nw . Ве-

личины прогибов и эквивалентных напряжений 2
6( ) 1,767 10Аw     м, 

2
6( ) 3,728 10Вw     м, 6( ) 11,753А  МПа и 6( ) 19,099В  МПа, получен-

ные для разбиения 6Q , могут быть приняты за точные значения с погрешно-
стью менее 0,7 %.  

Численные эксперименты показывают, что использование лагранжевых 
ТрКЭ второго и выше порядков в данной задаче приводит к  сходимости ре-

шений к тем же значениям 6w  и 6  в рамках полученной погрешности 0,7 %. 
Однако в этих случаях время расчета НДС увеличивается в 2–4 раза. 

2.2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ С ПОМОЩЬЮ ПРОГРАММНОГО КОМПЛЕКСА  
ANSYS  WORKBENCH 

Рассмотрим последовательность решения задачи в программном ком-
плексе (ПК) ANSYS Workbench [21]. На первом этапе проектирования в мо-
дуле Design Modeler создается геометрическая модель многослойной оболоч-
ки с подкреплением. Строится поперечное сечение оболочки, состоящее из 
трех примыкающих друг к другу колец. Операция Extrude формирует трех-
слойную  цилиндрическую оболочку, каждый слой которой  находится в иде-
альном контакте с соседним слоем. 

В плоскости ZYPlane cтроятся контуры поперечных сечений двух шпан-
гоутов. Операция Revolvе формирует два шпангоута с осью вращения OY.  
В плоскости XYPlane строятся контуры поперечных сечений 12 стрингеров. 
Операция Extrude формирует стрингеры, образующие единое изотропное те-
ло со шпангоутами. Следует отметить, что возможности ПК ANSYS позво-
ляют рассматривать все продольные и поперечные элементы подкрепления 
изолированно,  присваивая каждому элементу  свой набор  физических пара-
метров. Далее оболочка и подкрепления объединяются  в трехмерную твер-
дотельную модель (рис. 5, а). Учитывая симметрию относительно плоскости 
ZYPlane в ПК ANSYS геометрии конструкции, закрепления и нагружения, в 
расчетах используется половина оболочки. 

 

      
а     б 

Рис. 5. Геометрическая модель оболочки с подкреплениями (а) и фрагмент  
конечно-элементной сетки (б) 
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Конечно-элементная сетка оболочки получена в ручном режиме с помо-
щью метода Sweep. Используется объемный 20-узловой КЭ SOLID186 с квад-
ратичной аппроксимацией поля перемещений. Минимальный размер ребра 
КЭ – 2,1 мм, максимальный – 5 мм. В каждом слое и подкреплении по толщине 
оболочки расположено три элемента, всего 12 КЭ. В результате генерирования 

сетки образовано примерно 61,3 10  узлов и 52,55 10  КЭ (рис. 5, б). 
Распределение поверхностного локального нагружения формируется в 

программе EXEL как отдельный файл данных и рассматривается при задании 
нагружения в ПК ANSYS через функцию External Data. 

Относительное отклонение результатов, полученных при использовании 
ТрКЭ, от результатов, полученных в ПК ANSYS, составляет в точках А и В: 
0,34 и 2,25 % для перемещений, 0,09 и 6,02 % – для напряжений, что является 
приемлемым в инженерных расчетах. Расчеты показывают, что наибольшие 
расхождения  результатов, полученных с помощью ТрКЭ и ПК ANSYS, 
наблюдаются в местах концентрации напряжений – на концах оболочки и в 
местах соединения оболочки с подкреплениями.  

На рис. 6 представлены распределения прогиба и эквивалентного напря-
жения на верхней поверхности оболочки  на конце консоли при y L , вычис-
ленные с помощью ТрКЭ при размерах сетки 1009 193 49   и 3025 577 145 

 
(модели 2Q  и 6Q ) и в случае применения ПК ANSYS. Отметим полное совпа-

дение графиков прогибов при использовании модели 6Q  и ПК ANSYS, а также 

близость распределения напряжений в моделях 2Q  и 6Q . 

Размерность базовой дискретной модели 6Q
 (для половины оболочки) 

равна 663 809 808 (примерно 6,64 · 108 узловых неизвестных), ширина ленты 
СЛАУ МКЭ – 1 316 026. Многосеточная модель 6Q  имеет 779 676 узловых 
неизвестных, ширина ленты СЛАУ МКЭ равна 3681. Реализация МКЭ для 
многосеточной модели 6Q  снижает порядок решаемой СЛАУ МКЭ в 851 раз 
и требует в 3,04 · 105 раз меньше объема памяти ЭВМ, чем для базовой моде-
ли, в которой используются традиционные КЭ [1]. Количество ТрКЭ, исполь-
зуемых для расчета в дискретной модели 6Q , в 1,76 раза меньше, чем количе-
ство КЭ в ПК ANSYS. Таким образом, использование ТрКЭ при расчете НДС 
позволяет существенно экономить ресурсы ЭВМ в сравнении с ПК ANSYS и 
традиционным МКЭ [1], что значительно  расширяет возможности МКЭ в 
варианте многосеточного моделирования. 

Сопоставим время расчета НДС с помощью ТрКЭ и ПК ANSYS. Расчет 
задачи в ПК ANSYS занимает 8 мин. Время расчета последовательности дис-
кретных моделей nQ  с помощью ТрКЭ представлено в табл. 1. Время расчета 

модели 6Q  (42 мин) в 5,25 раза больше, чем в ПК ANSYS. Однако, учитывая 

быструю сходимость последовательности решений nQ  ( 1,...,6n  ), для оцен-
ки НДС, особенно на стадии эскизного проектирования  оболочечной кон-
струкции, можно ограничиться расчетом дискретных моделей при 5n  .  
В этом случае время расчета с использованием ТрКЭ меньше, чем при расче-
те в ПК ANSYS. Например, расчет модели 2Q  занимает 9 с, что примерно в 
50 раз меньше времени расчета оболочки с подкреплением в ПК ANSYS при 
приемлемом совпадении результатов двух методов расчета (рис. 6). 
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Рис. 6. Распределение прогиба (а) и эквивалентного напряжения (б)  
по верхней поверхности оболочки в поперечном сечении при y = L 

3. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ВЕРИФИКАЦИИ 
ТРЕХСЕТОЧНОГО КЭ 

Для исследования сходимости приближенных решений, построенных с 
применением ТрКЭ, использован численный метод [2], который предполагает 
решение с помощью предлагаемых ТрКЭ тестовой задачи с известным анали-
тическим или точным решением. Если последовательность решений, полу-
ченных при использовании ТрКЭ, сходится к аналитическому, то можно счи-
тать, что приближенные решения, построенные с помощью предлагаемых 
ТрКЭ и для других  задач, аналогичных тестовой задаче, сходятся в пределе к 
точному решению.  

Рассмотрим в качестве тестовой задачу об осесимметричном деформи-
ровании трехслойной цилиндрической оболочки 1V , которая имеет такие же 

размеры, окружные накладки (продольные ребра отсутствуют),  условия за-
крепления и модули упругости, как и оболочка 0V

 в задаче п. 2. Пусть обо-

лочка 1V
 находится под действием радиальной равномерной нагрузки 1q 

МПа при / 2y L . Последовательность решений этой задачи с применением 

стандартных КЭ, являющихся однородными кольцами с прямоугольным по-
перечным сечением, сходится к точному решению [1].  

Пусть 0
nw , 0

n  – прогиб и эквивалентные напряжения; 0
, (%)w n , 0

, (%)n – 

погрешности, определяемые по формулам, аналогичным (8) для дискретных 
моделей nS  оболочки, 1,...,6n  , состоящей из стандартных КЭ, в точках А и В. 

Размер по окружной координате 

сетка 3025х577х145 ТрКЭ 
(n=6)  и ANSYS
сетка 1009х193х49 ТрКЭ 
(n=2)

мм

м

а
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Аналогичные параметры р
nw , р

n , , (%)р
w n , , (%)р

n  для дискретных моделей 

nG  осесимметричной задачи при использовании ТрКЭ (3)V  при тех же  зако-

нах измельчения базовых моделей. Результаты, представленные в табл. 2 и 3, 
показывают быструю сходимость значений напряжений и перемещений.  
В силу малости величин погрешностей прогибы и напряжения при 6n   
можно считать точными решениями, полученными для моделей nS  и nG  при 

использовании стандартных КЭ и предлагаемых ТрКЭ (3)V .  

Таблица 2 

Прогибы и эквивалентные напряжения в точках А, В для моделей nS  

nS  
0

, мм
0

, мм

( )

( )

n A

n B

w

w
 

0
,

0
,

(%)

(%)

w n A

w n B




 
0

0

( ) ,

( ) ,
n A

n B

МРа

МРа




 

0
,

0
,

(%)

(%)

n A

n В








 

1S  –0,8186 
–1,864 

– 20,341 
45,542 

– 

2S  –0,8194 
–1,862 

0,098 
0,107 

19,993 
45,510 

1,741 
0,070 

3S  –0,8196 
–1,862 

0,024 
0 

19,879 
45,505 

0,573 
0,011 

4S  –0,8197 
–1,862 

0,012 
0 

19,823 
45,503 

0,283 
0,004 

5S  –0,8197 
–1,862 

0 
0 

19,790 
45,503 

0,167 
0 

6S  –0,8197 
–1,862 

0 
0 

19,767 
45,503 

0,116 
0 

 

 

Таблица 3 

Прогибы и эквивалентные напряжения в точках А, В для моделей nG  

nG  
, мм

, мм

( )

( )

p
n A
p
n B

w

w
 

,

,

(%)

(%)

p
w n A
p
w n B




 
( ) ,

( ) ,

p
n A
p
n B

МРа

МРа




 ,

,

(%)

(%)

p
n A

p
n В








 

1G  –0,7828 
–2,004 

– 20,062 
48,691 

– 

2G  –0,8008 
–1,916 

2,248 
4,593 

19,658 
46,760 

2,055 
4,130 

3G  –0,8087 
–1,888 

0,977 
1,483 

19,476 
46,120 

0,934 
1,388 

4G  –0,8126 
–1,877 

0,480 
0,586 

19,411 
45,865 

0,335 
0,556 

5G  –0,8148 
–1,872 

0,270 
0,267 

19,397 
45,740 

0,072 
0,273 

6G  –0,8161 
–1,869 

0,159 
0,161 

19,404 
45,670 

0,036 
0,153 
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Относительные погрешности 0 0
6 66(%) 100 % р

w w w w    , (%)   

0 0
6 66100 % р      отклонений решений для прогибов и напряжений, 

полученных при использовании ТрКЭ, от решений, полученных при исполь-
зовании стандартных КЭ, соответственно равны: для точки А – 0,439 % и 
1,836 %, для точки В – 0,376 % и 0,367 % 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе полученных результатов можно сделать вывод, что предлага-

емые ТрКЭ (3)V  порождают решения р
n  и р

nw , которые в пределе (при 

n ) стремятся к точному решению данной осесимметричной задачи. То-
гда, следуя методу верификации, можно считать, что приближенные реше-

ния, построенные для задачи п. 2 с применением ТрКЭ 
(3)V , при n  схо-

дятся к точному решению. 
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The use of multigrid finite elements (MFE) for calculating stress-strain state of rein-
forced composite cylindrical shells under static loading is considered. Such shells are widely 
used in aerospace and aviation technology. MFEs are designed in local Cartesian coordinate 
systems on the basis of small (basic) shell splitting considering their heterogeneous or micro-
heterogeneous structure, complex shape and a complex nature of loading and fastening.  
A stress-strain state in MFEs is described by means of the three-dimensional theory of elasticity 
correlations without introducing any additional kinematic or static hypotheses, which allows 
using MFEs to calculate shells of any thickness. The formation of Lagrange polynomials effec-
tive in designing shell-type MFEs in curvilinear coordinate systems is demonstrated. The dis-
placements in finite elements forming MFEs are approximated by degree and Lagrange poly-
nomials of various orders. Calculating a stress-strain state with the use of the proposed MFE 
yields converging sequences of approximate solutions and results in decreasing the order of the 
algebraic equation system in the finite element method by 102 – 106 times, which ensures con-
siderable saving of computer resources with low time costs.  

An example for calculating a three-layer reinforced cylindrical shell using the developed 
three-grid finite shell-type element that reduces the memory volume used by the computer by 
3,04 · 105 times compared to the reference finite-element model that has 6,64 · 108 nodal un-
knowns is given. This allows making calculations of large composite cylindrical shell construc-
tions. The results are compared with the solution of the same task by the program complex 
ANSYS. A well- known numerical method is used to verify the proposed MFE. 

Keywords: multigrid finite elements, discretization models, Lagrange polynomials, con-
vergence of solution sequence, error, program complex ANSYS, elasticity, stress-strain state, 
reinforced cylindrical shell, composite material 
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