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Целью данной работы является исследование применимости комбинирования векторно-
го метода конечных элементов (МКЭ) и векторного метода граничных элементов (МГЭ) для 
моделирования электромагнитного поля при учете наличия токов смещения. Для этого произ-
водится сравнение полученной совместной вариационной постановки с аналитическим реше-
нием на модельной задаче. Демонстрируется сходимость численного решения к точным значе-
ниям аналитического решения в заданных точках. Описан метод получения совместной вариа-
ционной постановки относительно напряженности электрического поля. Данный способ пред-
полагает разбиение расчетной области на участки, которые моделируются при помощи либо 
МКЭ, либо МГЭ. Кроме того, при формулировании уравнений комбинированного метода про-
изведен учет непрерывности касательных составляющих вектора напряженности электриче-
ского поля в сильной форме и непрерывности касательных составляющих вектора напряжен-
ности магнитного поля в слабой форме. Комбинирование указанных подходов следует произ-
водить, чтобы избежать дискретизации объема в области окружающей среды. В случае учета 
токов смещения используется моделирование векторными конечными элементами и решается, 
соответственно, вихревое уравнение с оператором rot rot. В данной работе приводится пример 
такого комбинирования с использованием оператора Стеклова–Пуанкаре и получено уравне-
ние в слабой форме для комбинированного метода. Пользуясь подходом, описанным в данной 
статье, возможно в дальнейшем осуществлять численное моделирование беспроводной пере-
дачи электромагнитной энергии от источников с нелинейными параметрами материалов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В данной статье рассматривается вопрос моделирования электромагнит-
ного поля с учетом вихревых токов комбинированием метода конечных эле-
ментов (МКЭ) с методом граничных элементов (МГЭ). Приводится сравне-
ние комбинированного метода с методом конечных элементов на модельной 
задаче, для которой известно аналитическое решение. 

Векторный МГЭ применим для областей, в которых параметры среды 
являются кусочно-постоянными функциями, однако преимуществом МГЭ 
является возможность моделирования потенциально неограниченных обла-
стей и меньшее число неизвестных по сравнению с МКЭ. Векторный МКЭ 
позволяет моделировать подобласти, в которых значения параметров являют-
ся функциями точек этих подобластей. Возможность комбинирования этих 
двух подходов позволяет использовать преимущества обоих этих методов. 

Ранее комбинирование конечных и граничных элементов проводилось 
способами, описанными в [4] и [6]. Схожий подход используется и в данной 
работе, однако имеет место существенное отличие: для данного метода не 
требуется изменение потенциала на границе между подобластями, в отличие 
от метода, изложенного в [4]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть Ω – это односвязная область в евклидовом пространстве 3 , воз-
можно, неограниченная. Из системы уравнений Максвелла в работах [1], [3]  
и [8] было выведено уравнение для периодического по времени поля: 

 
            2 3при
1

rot rot    ,E x I x x E x I F x x
x

       


        
   (1) 

где E


 – это комплекснозначный вектор напряженности; F


 – комплексно-
значный вектор тока возбуждения; ω – циклическая частота; σ – проводи-
мость; µ – магнитная проницаемость; ε – диэлектрическая проницаемость;  

I – мнимая единица. В уравнении (1) все параметры являются функциями x


, 
кроме ω. Последний параметр является константой. 

Параметры среды могут не являться непрерывными функциями. Пусть 

область разбита на подобласти   1
N

i i , где N – это число подобластей. Пусть, 

кроме того, пара подобластей с номерами i и j имеет общую кусочно-гладкую 
границу ,ij  при переходе через которую функции параметров среды, а 

именно µ, σ и ε, испытывают скачок. 
Для того чтобы определить условия на границе ,ij  введем понятия 

операторов  следа  Дирихле D
  и  следа  Неймана N

 : 
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Определим, кроме того, след кручения R  [7]: 

    
,
lim

r r x
R E x E r n

  
   

    
. (4) 

Если аргументы функций параметров среды лежат в подобласти с ин-
дексом i, то соответствующие значения параметров указываются с индексом 
(например,  ,  и ).i i i    В этих обозначениях условия на ij  определяются 

следующим образом [1–3]: 

     ,ji

ij ij
D Dx x

E x E x


 
  
   

 (5) 
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ij ij
N Nx xi j

E x E x
x x
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Знак минус в правой части (6) означает противоположность направления 
внешних нормалей на общей границе ij  соответствующих смежных подоб-

ластей. 
Заметим, что при решении задачи МКЭ решение уравнения (1) предпо-

лагается искать в пространстве  rot,H  . Согласно [15] это пространство 
определяется следующим образом: 

   3 3rot, : rotH F F d F d
 

          
  

 
  

  . (7) 

Обозначим образы следа кручения и следа Дирихле соответственно 

 1/2 div ,
i iH 

   и  1/2 rot ,
i iH 

   , как это сделано в работе [1], причем 

отображения 

    1/2: rot, div ,i
ii iR H H 

   , (8) 

    1/2: rot, rot ,i
ii iD H H 

      (9) 

являются сюръекциями. Нормы в пространствах  1/2 div ,
i iH 

   и 

 1/2 rot ,
i iH 

    определены, например, в работе [1]. 

2. ОПЕРАТОР СТЕКЛОВА–ПУАНКАРЕ: ЗАДАЧИ 
ВИХРЕВЫХ ТОКОВ 

Пусть для некоторой односвязной подобласти i  все параметры среды являются 

константами. Определим волновое число ik  по формуле 

 2
i i i i ik I       , (10) 
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где I – это мнимая единица. Пусть в подобласти i  уравнение (1) является 

однородным. Обозначим границу указанной области ,i  тогда согласно [1], 
[7] и [8] решение уравнения (1) может быть представлено в виде интеграль-
ного разложения по формуле Стрэттона–Чу (11): 

          rot , , ii
i i

i i

k k N
y y

E x G x y R E y dS G x y E y dS

 
     

         
,  

    ,
i
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y
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. (11) 

где y


 – это связанная переменная интегрирования, а дифференциальный опе-

ратор rot вычисляется по переменной x


. Вектор n


 – это внешняя относитель-
но i  нормаль к i  в точке y


. Функция 

ikG  выражается в виде (12): 
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  , (12) 

где норма понимается в смысле евклидового пространства в 3 . 
Для получения значения напряженности электрического поля на границе 

области и в точках, близких к этой границе, необходимо вычислять несоб-
ственные интегралы из (11) с учетом особенности в подынтегральном выра-
жении. Методы, позволяющие это осуществить, описаны в работах [5], [11], 
[12] и [13]. 

Для пары функций  f y
 

,  g y
 

 определим скалярное произведение на i  

по формуле 

 ,f g f gd



  

   
. (13) 

Применением следа Неймана (3) к выражению (11) и использованием не-
тривиальных преобразований, описанных в [1], можно связать след Дирихле 
(5) и след Неймана в слабой форме: 

 , ,i i
i

i i
k D NS E E 

 
      

   
,  1/2 rot ,

i iH 
  


. (14) 

В последнем выражении 
ikS  является оператором Стеклова–Пуанкаре. 

3. КОМБИНИРОВАННЫЙ МЕТОД 

Комбинированный метод заключается в том, что вся расчетная область 
делится на подобласти, в каждой из которых задача решается либо МКЭ, ли-
бо МГЭ. Обозначим j  область, в которой задача решается МКЭ, а через 

i  – МГЭ. Пусть эти области являются смежными по кусочно-гладкой по-

верхности ij . 
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Запишем уравнение (1) для МКЭ подобласти в слабой форме для подоб-
ласти j , следуя [4] и [6]: 

 
1 1

rot rot ,  j

jj j

NE i E d i F d E


 
             

  
       

, (15) 

где  rot, jH 


. 

На общем участке границы ij  внешние нормали смежных подобластей 

направлены в разные стороны, поэтому связь (6) в слабой форме имеет вид 

    1 1
,  ,  j ji

ij ij
N N DE x E x

 

 
      

 

     
. (16) 

Теперь, выражая левую часть (16) через (14) и правую часть через (15), 
получим 
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\

1
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0,    0,    rot , .

ji
i

ij j

j j j
i

ij j ij

k D D

iD D D

E i E d S E i F d

H



 

   
 

  

                

        

 
       

  
 (17) 

Для оставшихся участков границ уравнения сохраняют свой вид: 

 

 1/2,  ,  ,    rot ,  ,    0,

1 1
rot rot ,  ,

i i
i i iji i
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N
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         (18) 

 0j

ij
D



  


. (19) 

Уравнения (17)–(19) позволяют комбинировать уравнения МКЭ и МГЭ 
подобластей, при этом уравнение (17) позволяет учесть условие (6) в слабой 
форме. 

Далее представим E


 и i
D E


 в виде разложения по базисам соот-

ветствующих дискретных подпространств пространств (rot,  )jH   и 

 1/2 rot ,  :
i iH 

    

 i i
i

E   
 

,   (rot,  )ji H  


,   D i i
i

E   
 

,   1/2(rot ,  )ii H   


. (20) 
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Из сюръективности (9) следует, что на части общей границы ij  можно 

выбрать j
k mD


   

 
, и соответствующие коэффициенты разложения при-

равниваются, k m  , тем самым удовлетворяется условие (5) в сильной 
форме. 

4. СРАВНЕНИЕ С АНАЛИТИЧЕСКИМ РЕШЕНИЕМ  
НА МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ 

При программной реализации данного комбинированного подхода ис-
пользовался неполный векторный базис, описанный, например, в работе [6]. 
Построение этого векторного базиса осуществляется на тетраэдрах и тре-
угольниках соответственно для МКЭ и МГЭ частей. Несмотря на отличие в 
размерностях объектов (треугольник для МГЭ и тетраэдр для МКЭ), для ко-
торых строится базис, соответствующие функции тем не менее могут быть 
записаны единообразным способом: 

              grad gradi p j p j p i pp x L x L L x L  
   

. (21) 

В формуле (18) номер p базисной функции ψ равен номеру соответству-
ющего ребра, с которым функция может быть ассоциирована. Номера i и j – 
это номера вершин соответствующего ребра, функции iL  – это так называе-
мые L-координаты, которые задаются на элементе, имеющем ребро p.  
Эти функции линейны и имеют свойство равняться единице в вершине с но-
мером i и нулю во всех остальных вершинах элемента. Выбор элемента для 
построения базиса зависит от того, в какой элемент попала точка x. В случае, 
если этот элемент тетраэдр, функции L зависят от трех параметров, а в случае 
треугольника – от двух. Можно показать, пользуясь определением (2), что 
вид этих функций для треугольника не меняется. 

Расчетная область для тестирования представляет собой цилиндриче-
ский сектор и разделяется на две подобласти: область источника тока и об-
ласть окружающей среды. В области источника задается вектор стороннего 
тока, z-компонента которого равна единице. Подразбиение области на подоб-
ласти расчета производится при помощи параметров r = 0.01 м и R = 0.5 м; 

неравенство 2 2 2x y r   определяет область источника тока, неравенство 
2 2 2 2r x y R    – область среды, x и y – это координаты точек на плоско-

сти OXY. Высота цилиндрического сектора H постоянна и равна 0.001. Коорди-
ната z в этих подобластях меняется в пределе от –H/2 до H/2. Величина угла ци-
линдрического сектора равна π/6. Схематический пример деления на подобласти 
показан на рис. 1: часть, соответствующая сетке проводника, выделена черным 
контуром, остальная часть сетки соответствует области воздуха. 

На границе области по оси OZ заданы первые однородные краевые усло-

вия вида   0R E x 
 

 так же, как и на удалении, т. е. на границе 2 2 2.x y R   

По бокам цилиндрической области заданы вторые однородные краевые усло-

вия вида 0N E 


, обеспечивающие радиальную симметричность решения. 
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Рис. 1. Пример разбиения на подобласти 

Fig. 1. Example of partition into subdomains 

Известно аналитическое решение для данной задачи в области окружа-
ющей среды: 

    2 2 2 2
0 1 0 2( , )zE x y J Ik x y C Y Ik x y C      , (22) 

где функции 0 0 и J Y  – это функции Бесселя первого и второго рода соответ-

ственно. В данном тестовом примере коэффициенты 1C  и 2C  равны соответ-
ственно 2.58148e-11 и –9.81551e-11, а k – это волновое число, которое в 
нашем случае равно 20.95851. 

Значения коэффициентов получены следующим образом: в подобласти 
источника решение представимо в виде 

  2 2
0 0 2

1
( , )zE x y J Ik x y C

k
    , (23) 

причем функция Бесселя 0Y  не участвует в формировании решения, посколь-
ку бесконечно растет в точке x = 0, y = 0. Используя равенство нулю первых 
краевых условий на удалении и соотношения (5) и (6), имеем систему линей-
ных уравнений относительно 0C , 1C  и 2C : 

 0 0 1 0 2 02

1
( ) ( ) ( )C J krI C J krI C Y krI

k
      , (24) 

 0 0 1 0 2 0' ( ) ' ( ) ' ( )C J krI C J krI C Y krI     , (25) 

 1 0 2 00 ( ) ( )C J krI C Y krI    , (26) 

которая и определяет значения 1C  и 2C . Коэффициент 0C  в выражении (23) 
равен 3.02251e-09. 

Указанный цилиндрический сектор приближается сеткой из тетраэд-
ральных элементов для тех подобластей, для которых расчет производится 
МКЭ, и сеткой из треугольников, для которых производится расчет МГЭ. Па-
раметры разбиения сетки следующие: N  – число разбиений угла сектора, 

rN  – число подразбиений области с источником тока вдоль радиальных 
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направлений, RN  – число подразбиений области среды вдоль радиальных 
направлений. 

На рис. 2 изображен пример такой сетки на границе цилиндрического 
сектора. Расчет МГЭ производится при использовании только сетки, задан-
ной на поверхности.  

 

 
Рис. 2. Пример сетки цилиндрического сектора 

Fig. 2. An example of a cylindrical sector grid 

На рис. 3 изображены графики амплитуды z-компоненты вектора напря-
женности E (с размерностью [В/м]), полученной различными методами рас-
чета, в зависимости от расстояния от точек, расположенных на центральной 
прямой цилиндрического сектора, до начала координат. График «МКЭ и 
МГЭ» иллюстрирует работу комбинированного метода (в этом случае об-
ласть окружающей среды представлена поверхностной сеткой), график 
«МКЭ» иллюстрирует работу только метода конечных элементов (в этом 
случае объемная сетка используется для всех подобластей). Кроме того, на 
том же рисунке представлен график аналитического решения. На рис. 4 изоб-
ражен аналогичный график, параметры разбиения сетки расчетной области 
которого увеличены в два раза. 

 
Рис. 3. График решений задачи, полученных различными методами расчета,  

с параметрами сетки области: Nα = 12,  Nvol = 12,  Nair = 12 

Fig. 3. Graph of problem solutions obtained by various methods of calculation  
with the parameters of the area grid: Nα = 12,  Nvol = 12,  Nair = 12 
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Рис. 4. График решений задачи, полученных различными методами расчета,  

с параметрами сетки области: Nα = 24,  Nvol = 24,  Nair = 24 

Fig. 4. Graph of problem solutions obtained by various methods of calculation  
with the parameters of the area grid: Nα = 24,  Nvol = 24,  Nair = 24 

Вычислим для графиков среднее отклонение d  по формуле 

1

1 N
z z
i i

i
d E e

N 
   , 

где z
iE  – значение z-компоненты вектора аналитического решения уравнения 

(1), полученного в i-й точке на прямой; z
ie  – z-компонента вектора решения, 

полученного одним из двух численных методов, в той же точке;  
N – количество точек на прямой. 

Средние отклонения от аналитического решения для подразбиений, при-
веденных на рис. 3 и 4, представлены в таблице.  

Отклонения от аналитического решения (В/м) 

Deviations from the analytical solution (V/m) 

Тип подразбиения МКЭ Комбинирование метода 

Nα = 12,  Nvol = 12,  Nair = 12 3.85E-12 4.16E-12 

Nα = 24,  Nvol = 24,  Nair = 24 1.86E-12 1.56E-12 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представленный комбинированный подход показал сходимость на мо-
дельной задаче. Для тестирования данной постановки использовался плотный 
формат хранения матрицы оператора Стеклова–Пуанкаре. Чтобы уменьшить 
потребление памяти, вызванное наличием плотных матриц, следует восполь-
зоваться технологиями, позволяющими обеспечить более экономный расход 

E, В/м

Расстояние до центральной оси цилиндра, м

МКЭ МКЭ и МГЭ Аналитическое решение
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этого ресурса. В частности, такими технологиями являются использование 
блочного вейвлетного преобразования [9] и применение быстрых мультипо-
лей [10, 14]. 
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Abstract 

This work is devoted to the application of the Finite Element Method (FEM) coupled 
with the Boundary Element Method (BEM) for the purpose of electromagnetic field simulation 
using an eddy current model. Therefore the combined derived variational problem is numerical-
ly compared with the analytical solution in this paper. The paper also shows the convergence of 
the numerical solution to the corresponding analytical values for the specific points of the com-
putational domain. The method of deriving a coupled problem is described relative to the elec-
tric field strength. The essence of this method is partitioning of the computational domain into 
parts and each part must be simulated by either FEM or BEM techniques. In addition, the con-
tinuity of tangential vector field components of electric field strength in a strong form and 
magnetic field strength in a weak form is also taken into account by formulating the equations 
of the coupled approach. The coupled approach may be beneficial when one does not construct 
a volume mesh for the environment domain. In the case of eddy currents being involved in the 
computation, the vector FEM elements must be used and an eddy current equation with the rot-
rot operator must be solved. This paper presents an example of such coupling y using the 
Steklof-Poincare operator for which a weak form of the corresponding equation is derived to 
obtain the coupled method. Using the presented approach one may simulate, for instance, a 
wireless transmission of electro-magnetic energy with sources having non-linear properties. 

Keywords: the Finite Element Method, the Boundary Element Method, the Eddy Cur-
rent Model, scalar potentials, vector potentials, the Eddy Current Equation, variational formula-
tion, the Stratton-Chu decomposition, the Steklof-Poincare operator 
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