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Активная параметрическая идентификация 
стохастических нелинейных 
непрерывно-дискретных систем на основе 
планирования входных сигналов. Ч. 2 

В.М. ЧУБИЧ, Е.В. ФИЛИППОВА  

Рассмотрены теоретические и прикладные аспекты проблемы активной параметрической идентификации сто-
хастических нелинейных непрерывно-дискретных систем, описывающихся моделями в пространстве состояний. Рас-
смотрен случай вхождения подлежащих оцениванию параметров в уравнения состояния и наблюдения, начальные 
условия и ковариационные матрицы помех динамики и ошибок измерений. Представлены оригинальные результаты. 
Приведен пример оптимального оценивания параметров одной модельной структуры. 
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4. ПЛАНИРОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ВХОДНЫХ СИГНАЛОВ 

Качество оценивания параметров можно повысить за счет использования непрерывного 
плана эксперимента * , оптимизирующего некоторый выпуклый функционал X от информа-
ционной матрицы  M  : 

 * arg min [ ( )]X M


   . (7) 

Непрерывный нормированный план   здесь представляет собой совокупность величин 
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но, в отличие от дискретного плана  , веса ip  в нем могут принимать любые значения в 
диапазоне от 0 до 1, в том числе и иррациональные. 

Для плана (8) нормированная информационная матрица  M   вычисляется по формуле  
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в котором информационные матрицы одноточечных планов (информационные матрицы Фи-
шера)  iM U  определяются соотношением 
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и зависят от неизвестных параметров  , что позволяет в дальнейшем говорить только о ло-
кально-оптимальном планировании. Выражение и алгоритм вычисления информационных 
матриц Фишера приведены в [11], [20]. 

При планировании эксперимента мы определенным образом воздействуем на нижнюю 
границу неравенства Рао–Крамера: например, при использовании критерия D-оптимальности 

    ln detX M M       минимизируется объем, а при использовании критерия A-опти-

мальности     1X M Sp M          – сумма квадратов длин осей эллипсоида рассеяния 

оценок параметров. 
При решении экстремальной задачи (7) возможны два подхода: прямой и двойственный. 

Первый из них предполагает поиск минимума функционала  X M     непосредственно  
с привлечением методов нелинейного программирования [21, 8], другой предполагает реше-
ние двойственной задачи и основан на теоремах эквивалентности [5, 8]. 

Применение градиентных алгоритмов при синтезе входных сигналов повышает скорость 
решения задачи и невозможно без вычисления производных от информационных матриц по 

компонентам входного сигнала  
 

;
, 1, 2,..., , 0,1,..., 1

M U
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. Выражения и алго-

ритмы вычисления соответствующих производных для моделей, полученных в результате 
временной линеаризации, приведены в [22], а для моделей, полученных в результате статисти-
ческой линеаризации, – в [23] и [24]. Возможные варианты прямой и двойственной градиент-
ных процедур синтеза непрерывных оптимальных планов представлены в [8]. 

После построения непрерывного оптимального плана * его необходимо «округлить» до 
соответствующего дискретного плана  . Возможная процедура округления дана в [25]. 

Для завершения процедуры активной идентификации необходимо еще раз выполнить 
оценивание параметров, используя при этом синтезированный оптимальный план. 

5. ПРИМЕР ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Выполнение процедуры активной параметрической идентификации стохастических не-
прерывно-дискретных систем стало возможным в результате реализации разработанных алго-
ритмов в программном комплексе ПК-II [26] и в соответствующей подсистеме программной 
системы APIS 1.0 [27]. Программное обеспечение включает в себя модули, отвечающие за вы-
числение информационных матрицы, их производных по компонентам входного сигнала, на-
хождение оценок максимального правдоподобия, синтез А- и D-оптимальных входных сигна-
лов с использованием прямой и двойственной градиентных процедур. 

В качестве примера рассмотрим непрерывно-дискретную систему, описывающуюся сле-
дующими уравнениями: 

          2

1 1 1

0.1 0.1exp 0.25d x t x t u t x t w t
dt
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          0
1

0.1, , , , 0,30Nf x t u t t w t t t t      
, (9) 

     1 1 1 , 0,1,..., 1k k ky t x t v t k N      , 

где  1 2,     – неизвестные параметры, причем 13 10   , 10.05 1.25   . 
Будем считать, что выполнены все априорные предположения, высказанные при поста-

новке задачи, причем 

       0.6Е w t w t Q t           , 

   1 1 0.5k i ki kiЕ v t v t R        , 

 0 00Е x t x    ,     2
0 0 00.01Е x t x Р     . 

Для данной модели    , ,f x t u t t    непрерывна и дифференцируема по  x t  и  u t , так что 
применима как временная, так и статистическая линеаризация.  

Выполнив линеаризацию модели состояния (9) во временной области относительно но-
минальной траектории 
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 (10) 

получим линеаризованную модель вида (3), (4), в которой 

             
1

0.1exp 0.25 1 0.25 0.25н н н нa t u t x t u t x t u t          
; 

      2

1 1

0.025 exp 0.25 н нF t u t x t
      

;  

 
1

0.1t   


;   1 0kA t   ;   1 1kH t H   . 

Таким образом, подлежащие оцениванию параметры входят в  a t ,  F t  и  t . 

Считая, что для номинальной траектории (10)    нu t u t ,  0 , Nt t t , обеспечим наи-
лучшее приближение построенной линеаризованной модели к своему нелинейному аналогу. 

Для того чтобы ослабить зависимость результатов оценивания от выборочных данных, 
произведем пять независимых запусков системы с выбранным пробным входным сигналом. 
Реализации выходных сигналов получим компьютерным моделированием при истинных зна-
чениях параметров *

1 4  , *
2 0.5  , считая измерения равноотстоящими и 30N  . Для каж-

дого запуска вычислим оценки максимального правдоподобия и, усреднив их, найдем cp


. 

Выберем область планирования   10 20, 0,1,..., 1N
U kU R u t k N       . Используя 

критерий D-оптимальности, синтезируем непрерывный план (в данном случае он оказался од-
ноточечным), в соответствии с которым снова осуществим пять независимых запусков систе-
мы, смоделируем данные наблюдений, пересчитаем оценки неизвестных параметров, усред-
ним их и получим *

cp


. Результаты выполнения всех этапов процедуры активной параметри-
ческой идентификации представим в табл. 1. 
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Таблица 1  

Результаты выполнения процедуры активной параметрической идентификации в случае  
временной линеаризации 

Значения оценки 
параметров Входной сигнал 

Номер 
запуска 
системы 

1


 2


 
1 4.187 0.417 
2 5.225 0.482 
3 5.015 0.488 
4 4.395 0.521 
5 4.586 0.529 

Исходный 

 
cp


 4.682 0.488 

1 4.266 0.513 
2 4.562 0.491 
3 4.732 0.498 
4 3.787 0.513 
5 4.580 0.478 

Синтезированный 

 

*
cp


 4.386 0.499 

 
О качестве идентификации будем судить по значениям относительных ошибок оценива-

ния. В пространстве параметров имеем 

   
   

2 2* * *
cp 1 1cp 2 2cp

2 2* * *
1 2

0.169

       
   

   

  

; 

* *
cp*

*
0.096

 
  





. 

При решении реальных задач истинные значения параметров неизвестны и, таким обра-
зом, сравнение качества оценивания в пространстве параметров невозможно. В связи с этим 
показательным является сравнение качества идентификации в пространстве откликов: 
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, 

где   cp cp 1 , 0,1,..., 1kY y t k N   ,   cp cp 1 1| , 0,1,..., 1k kY y t t k N   
  , *

cpY 


 

  *
cp 1 1| , 0,1,..., 1k ky t t k N     – усредненные по всем запускам последовательности из-
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мерений для вектора  , равного * , cp


, *
cp


 соответственно, при некотором тестирующем 

входном сигнале  u t  (в нашем случае использовался входной сигнал, представленный  
на рис. 1) 

 

 
Рис. 1. Входной сигнал для оценки качества  

идентификации в пространстве откликов 

Значения   cp 1 1| , 0,1,..., 1k ky t t k N     находятся при помощи равенства 

       1 1 1 1 1 1| |k k k k k ky t t A t t x t t        , 

в котором  1 1|k kx t t 
  вычисляются по уравнениям непрерывно-дискретного фильтра Кал-

мана. 
Последовательности cpY , cpY


, *

cpY


 изображены на рис. 2 и 3. 
 

  

Рис. 2. Графическое представление cpY , 

cpY


 в случае временной линеаризации 

Рис. 3. Графическое представление cpY , 
*
cpY


 в случае временной линеаризации 

Таким образом, в результате выполнения процедуры активной идентификации с приме-
нением временной линеаризации удалось уменьшить относительную ошибку оценивания  
с 16.9 % до 9.6 % в пространстве параметров и с 8.4 % до 6.6 % в пространстве откликов. 

Статистическая линеаризация модели состояния (9) приводит к линеаризованной модели 
(3), в которой 

          
1 1

0.0250.1 exp 0.25 0.03125
x t

a t u t x t P t
 

         
; 

        2

1 1

0.025 exp 0.25 0.03125F t u t x t P t


       
;  
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1

0.1t   


. 

Здесь  x t  и  P t  определяются по следующим ДУ: 
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Таким образом, подлежащие оцениванию параметры входят в  a t ,  F t  и  t . 
Так же, как и при временной линеаризации, произведем пять независимых запусков сис-

темы с пробным входным сигналом из табл. 1, при этом реализации выходных сигналов берем 
те же, что и раньше. Выполним все этапы процедуры активной параметрической идентифика-
ции аналогично изложенному выше. Результаты всех этапов идентификации параметров пред-
ставлены в табл. 2. 

Таблица 2 

Результаты выполнения процедуры активной параметрической идентификации в случае  
статистической линеаризации 

Значения оценки 
параметров Входной сигнал 

Номер 
запуска 
системы 

1


 2


 
1 3.311 0.414 
2 4.431 0.485 
3 3.031 0.482 
4 3.501 0.513 
5 3.554 0.519 

Исходный 

 
cp


 3.566 0.489 

1 4.524 0.490 
2 4.642 0.406 
3 4.230 0.504 
4 4.073 0.538 
5 4.001 0.565 

Синтезированный 

 

*
cp


 4.294 0.501 

 
Относительные ошибки оценивания в пространстве параметров равны 

0.108  ;      * 0.073  . 

Для вычисления относительных ошибок оценивания в пространстве откликов воспользу-
емся входным сигналом, представленным на рис. 1. Получаем 

0.086Y  ;        * 0.086Y  . 
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Последовательности cpY , cpY


, *
cpY


 изображены на рис. 4 и 5. 
 

  
Рис. 4. Графическое представление cpY , 

cpY


 в случае статистической линеаризации 

Рис. 5. Графическое представление cpY , 
*
cpY


 в случае статистической линеаризации 

Таким образом, в результате выполнения процедуры активной идентификации с приме-
нением статистической линеаризации удалось уменьшить относительную ошибку оценивания 
с 10.8 % до 7.3 % в пространстве параметров и с 8.6 % до 6.1 % в пространстве откликов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Дано систематическое изложение наиболее существенных для практики вопросов теории 
и техники активной параметрической идентификации стохастических нелинейных непрерыв-
но-дискретных систем на основе планирования входных сигналов. Рассмотрен случай вхожде-
ния неизвестных параметров в уравнения состояния и наблюдения, начальные условия и кова-
риационные матрицы помех динамики и ошибок измерений. На примере одной модельной 
структуры продемонстрирована эффективность и целесообразность применения концепции 
активной параметрической идентификации при построении моделей стохастических динами-
ческих систем в случае применения как временной, так и статистической линеаризации. 
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V.M. Chubich, E.V. Filippova 
Active parametrical identification of stochastic continuous-discrete systems on basis of design input signals 
For stochastic nonlinear continuous-discrete systems are described of models in the state space the theoretical 

and applied aspects of the active parametrical identification are considered. The case that the parameters of mathemati-
cal models to be estimated appear in the state and control equations, as well as the initial condition and the covariance 
matrices of the dynamic noise and measurement errors is considered. Original results are shown. An example of optimal 
parameter estimation for one model structure is considered. 

 

Key words: linearization, parameter estimation, maximum likelihood method, design of optimal input signals, 
information matrix, optimality criteria. 


