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Рассматривается проблема планирования траекторий движения группы подвижных объ-
ектов, функционирующей в двумерной среде с неподвижными препятствиями, с учетом мак-
симизации минимального расстояния между объектами в группе. Среда содержит препятствия, 
расположение которых заранее не известно. Актуальность этой проблемы многократно под-
черкивалась в работах отечественных и зарубежных ученых. Метод основан на использовании 
максиминной задачи для решения уравнений, представляющих собой расстояние от каждого 
подвижного объекта до границы области функционирования и препятствий, а также между 
самими подвижными объектами в группе. Для сокращения количества решаемых уравнений 
расстояние рассчитывается только для соседних объектов, для чего используется кластериза-
ция на основе триангуляции Делоне. Таким образом, система управления группой подвижных 
объектов имеет два уровня. На первом осуществляется решение кластеризация на основе три-
ангуляции Делоне. На втором уровне решается максиминная задача, позволяющая располо-
жить подвижные объекты в среде так, чтобы максимизировать минимальное расстояние между 
любыми объектами среды: между подвижными объектами, между подвижными объектами и 
препятствиями, а также между подвижными объектами и границами области функционирова-
ния. Проведено численное моделирование группы, состоящей из пяти подвижных объектов в 
среде с неподвижными препятствиями. Произведено сравнение результатов моделирования 
работы предложенного метода и метода без кластеризации. Обсуждается дальнейшее развитие 
предлагаемого метода планирования траекторий движения, включающее адаптацию метода 
под трехмерную среду.  
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время актуальна тематика планирования движения групп 
подвижных объектов в различных средах. В связи со сложностью проблем 
планирования и группового взаимодействия единого подхода, дающего эф-
фективное решение в различных условиях, не существует [1]. 

Для решения задач группового управления в условиях неопределенности 
применяются мультиагентные подходы [2, 3], технологии искусственного 
интеллекта [4, 5], а также методы потенциальных полей и методы неустойчи-
вых режимов. 

Большинство из перечисленных методов предполагает использование 
картографирования, требует большого объема передаваемых данных и отли-
чается вычислительной сложностью. 

Метод потенциальных полей [6, 7] не требует мощных вычислителей и 
большого объема передаваемых данных, однако имеет проблему попадания в 
локальные минимумы. Помимо того, в данном методе не учитываются скоро-
сти подвижных объектов и препятствий, что является критичным для обхода 
подвижных препятствий. 

Метод неустойчивых режимов [8–10] основан на применении теоремы 
Ляпунова о неустойчивости. Метод является родственным методу потенци-
альных полей и также не требует мощных вычислителей и большого объема 
передаваемых данных. Наличие в методе условия перехода из устойчивого 
режима в неустойчивый и постоянная проверка условия делает возможным 
оперативно реагировать на изменения среды. Таким образом, данный метод 
является предпочтительным для движения в неопределенной среде. 

Важно отметить перспективность гибридных методов управления. Такие 
методы сочетают несколько простых методов воедино. Многочисленные ре-
зультаты исследований указывают эффективность гибридизации алгоритмов 
и методов в задачах планирования и управления движением [11–14]. В рабо-
те [14] показано, что гибридизация различных методов при решении задач 
планирования пути приводит к увеличению интегрального критерия качества 
до 50 %.  

В настоящей статье рассматривается проблема планирования траекторий 
движения группы подвижных объектов, функционирующей в двумерной сре-
де с неподвижными препятствиями, с учетом максимизации минимального 
расстояния между объектами в группе. Для этой цели предлагается использо-
вать гибридный метод планирования траектории группы подвижных объек-
тов, отличающийся использованием кластеризации объектов, а также имею-
щий оптимизационную компоненту для распределения подвижных объектов 
в области функционирования. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть имеется группа из n подвижных объектов, которые функциони-
руют в двумерной среде (рис. 1). 

Подвижные объекты группы (на рис. 1 обозначены iO ) должны распре-
делиться в области, ограниченной точками B1, B2, B3, B4. После распределе-
ния группа должна двигаться вдоль оси Y. Среда содержит препятствия Obs, 
расположение которых заранее не известно. 
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Рис. 1. Постановка задачи 

Fig. 1. Problem statement 

Необходимо спланировать траекторию для каждого подвижного объекта 
в группе так, чтобы максимизировать минимальное расстояние между любы-
ми объектами среды, а также обеспечить обход препятствий, встречающихся 
на пути. Под объектами среды понимаются подвижные объекты группы iO , 
границы области функционирования B1–B4, а также препятствия Obs.  

2. МАКСИМИЗАЦИЯ МИНИМАЛЬНОГО РАССТОЯНИЯ  

Расстояние между всеми объектами среды вычисляется по формуле 

 2 2( ) ( )ij i j i jr x x y y    , (1) 

где ijr  – расстояние от i-го объекта до j-го; x и y – координаты объектов по 

осям X и Y (рис. 1); i – номер подвижного объекта; j – номер объекта среды. 
Требуется рассчитать расстояния от i-го объекта до всех объектов среды, 

определить минимальное, а затем оптимизировать положение подвижных 
объектов таким образом, чтобы оно могло максимизировать минимальное 
расстояние: 

 min maxijr  . (2). 

iO

, mХ

, mY
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В результате выполнения первого шага (1) создается матрица R: 
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, (3) 

где ijr  – расстояние от i-го объекта до j-го; n – число объектов в группе;  

m – число объектов среды. Матрица до n-го столбца имеет треугольный вид, 
так как расстояние от i-го объекта до j-го равно расстоянию от j-го  
объекта до i-го. 

После заполнения матрицы R запускается оптимизационная процедура 

min max.F  В качестве ограничений выступают координаты точек B1–B4, а в 
качестве уравнений для оптимизации – элементы матрицы R.    

3. КЛАСТЕРИЗАЦИЯ ОБЪЕКТОВ СРЕДЫ 

С увеличением числа препятствий на h число элементов матрицы R (3) 
будет расти на величину равную n × h. Для того чтобы снизить число расче-
тов, предлагается использовать кластеризацию подвижных объектов на осно-
ве триангуляции Делоне. 

Кластеризация осуществляется следующим образом. Совокупность по-
движных объектов и препятствий представляет собой обобщенную группу 
объектов среды (см. рис. 1). 

На первом этапе осуществляется кластеризация объектов среды с помо-
щью триангуляции Делоне. В результате триангуляции для каждого робо-

та iO , 1, ,i n  получается множество объектов, с которыми i-й робот связан 
ребрами. На рис. 2 приведен результат кластеризации для группы из пяти по-
движных объектов в среде Matlab. 

 

 

Рис. 2. Пример применения триангуляции Делоне 

Fig. 2. An example of the Lelaunay triangulation  
application  
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Встроенная в Matlab функция Delaunay позволяет получить матрицу 
триангуляции, каждая строчка в которой есть перечисление порядковых но-
меров объектов, образующих треугольник, число строчек соответственно 
равно числу треугольников. 

Для дальнейшей работы для каждого подвижного объекта выделяются 
его соседи. Для решения этой задачи вначале строится массив связей каждого 
объекта, а затем из этого массива исключаются повторяющиеся элементы. 

Для создания массива связей подвижных объектов группы разработан 
алгоритм, блок-схема которого представлена на рис. 3. 
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Рис. 3. Блок-схема алгоритма создания массива связей 

Fig. 3. A flow chart of the creation algorithm of a relation array  

Входными данными алгоритма, представленного на рис. 3, является мат-
рица триангуляции Делоне, а на выходе алгоритма формируется массив свя-
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зей подвижных объектов группы, полученных путем анализа всех строк мат-
рицы триангуляции. 

Далее производится обработка и сортировка массива связей, в ходе ко-
торой убираются повторяющиеся элементы и соседние элементы выстраива-
ются в порядке возрастания. В результате получаем матрицу соседей каждого 
подвижного объекта. В ней по одному разу перечислены номера соседей для 
данного подвижного объекта в порядке возрастания их порядковых номеров. 

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ 

В этой главе будет проведено в Matlab численное моделирование груп-
пы, состоящей из пяти подвижных объектов в среде с неподвижными препят-
ствиями. Также необходимо сравнить результаты моделирования работы 
предложенного метода и метода без кластеризации.  

Параметры моделирования следующие:  
 число подвижных объектов n = 5; 
 начальные координаты подвижных объектов (1; 1), (5; 2), (10; 1),  

(12; 3), (15; 4); 
 точки ограничений B1–B4 (0; 0), (0; 5), (20; 0), (20; 5);  
 препятствие в виде стенки, ограниченной координатами (12; 8), 

(12,2; 8), (12,4; 8), (12,6; 8), а также точечное препятствие с координата-
ми (2; 8). 

 

 
Рис. 4. Результаты моделирования без использования кластеризации 

Fig. 4. Results of modeling without clustering 
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Рис. 5. Результаты моделирования с использованием кластеризации 

Fig. 5. Results of modeling with clustering 

Из рис. 4 и 5 можно сделать вывод о том, что полученные траектории 
отличаются незначительно. При этом использование триангуляции помогает 
сократить число вычислений, так как в данном случае рассчитываются только 
расстояния до ближайших к данному подвижному объекту соседей.   

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В статье предложен метод планирования траекторий движения для 
группы подвижных объектов, функционирующей в двумерной среде с непо-
движными препятствиями, с учетом максимизации минимального расстояния 
между объектами в группе.  

Метод основан на использовании максиминной задачи для решения 
уравнений, представляющих собой расстояния от каждого подвижного объ-
екта до границы области функционирования и препятствий, а также между 
самими подвижными объектами в группе. Для сокращения количества реша-
емых уравнений расстояние рассчитывается только для соседних объектов, 
для чего используется кластеризация на основе триангуляции Делоне.  

Проведено численное моделирование группы, состоящей из пяти по-
движных объектов в среде с неподвижными препятствиями. Также приведено 
сравнение результатов моделирования работы предложенного метода и мето-
да без кластеризации. Обсуждается дальнейшее развитие предлагаемого ме-
тода для планирования траекторий движения в трехмерной среде.  

X, m 

Y
, m
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Abstract 

The problem of planning trajectories of a moving object group functioning in a two-
dimensional environment with fixed obstacles is considered taking into account the maximiza-
tion of the minimum distance between objects in the group. The environment contains obstacles 
whose location is not known in advance. The relevance of this problem was repeatedly empha-
sized in the papers of Russian and foreign scientists. The method is based on the use of the 
max-min problem for solving equations representing the distance from each moving object to 
the boundary of the functioning area and obstacles, as well as between the moving objects 
themselves in the group. To reduce the number of equations to be solved, the distance is calcu-
lated only for neighboring objects, for which clustering based on the Delaunay triangulation is 
used. Thus, the control system of a group of moving objects has two levels. The first is a clus-
tering solution based on the Delaunay triangulation. At the second level, the max-min problem 
is solved, which allows one to arrange moving objects in the environment  so as to maximize 
the minimum distance between any objects of the group: between moving objects, between 
moving objects and obstacles, as well as between moving objects and the boundaries of the 
functioning area. A numerical simulation of a group consisting of five moving objects in an en-
vironment with fixed obstacles is carried out. The results of modeling the operation of the pro-
posed method and the method without clustering are compared. Further development of the 
proposed method for planning motion paths, including the adaptation of the method to a three-
dimensional environment, is discussed. 

Keywords: group control, moving object, max-min task, Delaunay triangulation, path 
planning 
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