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Группы БЛА и других безэкипажных роботов всё шире используются для решения про-

изводственных и специальных задач ввиду их большей эффективности по сравнению с оди-
ночными роботами. Эффективность группы во многом определяется возможностями средств 
коммуникаций между членами группы и ее лидером, влияющих на оперативность принимае-
мых решений. Часто управление группой БЛА осуществляется многомерной системой управ-
ления, алгоритмы которой реализуются вычислительным комплексом БЛА-лидера группы. 
Проблема здесь заключается в том, что в индивидуальных каналах обмена информацией БЛА-
лидера с остальными БЛА группы возникает запаздывание по времени. Произвольное про-
странственное распределения БЛА в окрестности лидера обусловливает существенно разные, 
неопределенные запаздывания в каналах его связи с БЛА группы, что может приводить к по-
тере устойчивости управления. Для преодоления этой трудности предлагается применить ро-
бастную к запаздыванию многомерную систему управления. Синтез этой системы осуществ-
ляется на основе матричного декомпозирующего управления и метода аналитического синтеза 
систем с управлением по выходу и воздействиям (АССУВВ) с учетом условий реализуемости 
управлений на цифровых вычислительных элементах.  

В статье получены аналитические соотношения, включающие решение линейной систе-
мы алгебраических уравнений и процедуру построения алгоритмов цифрового управления 
группой БЛА, при котором обеспечивается робастная к запаздываниям в каналах связи устой-
чивость ее движений. Эффективность предложенного подхода иллюстрируется численным 
примером синтеза многомерной цифровой системы группового управления БЛА. Полученные 
результаты могут применяться при создании цифровых систем управления как одномерными, 

                                                      
* Статья получена 21 января 2020 г. 
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов 

№ 17-29-07054 и № 19-08-01226, а также в рамках реализации гос. задания ЮНЦ РАН,  
№ г. проекта АААА-А19-119011190173-6. 



А.Р. ГАЙДУК, С.Г. КАПУСТЯН и др. 38

так и многомерными объектами с неопределенным запаздыванием в сельскохозяйственных, 
пищевых, энергетических машиностроительных и других производствах. 

Ключевые слова: группа БЛА, многомерная система, синтез, канал связи, запаздывание 
по времени, матричное декомпозирующее управление, робастность, управление по выходу и 
воздействиям, устойчивость 

ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время автономные роботы, в частности беспилотные лета-
тельные аппараты (БЛА), находят всё более широкое применение для реше-
ния задач производственной, социальной и оборонной направленности. 
Многие задачи, такие как доставка индивидуальных заказов, мониторинг 
отдельных автомобильных или железнодорожных трасс, состояния линий 
электропередач, трубопроводов, ледовой обстановки на реках, инспектиро-
вание государственной границы и другие аналогичные задачи, могут быть 
успешно решены одиночными БЛА [1–4]. Однако решение таких задач, как 
мониторинг больших лесных массивов, картографирование административ-
ных территорий, обследование морских акваторий, а также оборонных за-
дач одиночными БЛА весьма затруднительно и чаще всего оказывается 
экономически неэффективным. Поэтому в этих и многих других аналогич-
ных случаях применяются группы, состоящие из нескольких БЛА [5–10]. 
Поскольку автономные роботы являются безэкипажными, они снабжаются 
специальными системами управления, которые обеспечивают движение ро-
ботов и выполнение их миссий. При создании соответствующих систем ис-
пользуются практически все известные подходы: классический [1, 3, 4], оп-
тимальное управление [6], коллективное и многоагентное [10–2], интеллек-
туальное управление [2, 5, 8, 9] и другие. Наличие нескольких БЛА в группе 
обуслов-ливает необходимость применения многомерного, группового 
управления [9, 10, 13]. 

Эффективность решения задач группового управления существенно за-
висит от коммуникационных возможностей средств связи между членами 
группы [5, 14, 15]. Если в группу объединяются БЛА, имеющие системы 
управления с ограниченными возможностями, то задача управления группой 
возлагается на систему группового управления (СГУ), располагающуюся на 
БЛА-лидере, являющемся членом этой же группы. В рамках выполнения этой 
роли СГУ лидера формирует управление каждым БЛА группы с учетом его 
ответных сигналов, поступающих по каналам связи. Из-за произвольного 
распределения группы в пространстве сигналы принимаются лидером от 
БЛА, а также БЛА от лидера с некоторой задержкой по времени. Причем 
сигналы распространяются по каналам связи с различной задержкой из-за 
использования различных способов связи [5, 12, 14]. Если БЛА находится в 
пределах радиуса действия средств связи, то связь осуществляется по прямо-
му каналу «лидер – БЛА – лидер». Но так как радиус действия средств связи 
всех типов ограничен, то связь с БЛА, которые находятся вне радиуса прямо-
го действия связи, осуществляется через промежуточные БЛА, выполняющие 
роль ретрансляторов, т. е. используются каналы типа «лидер – БЛА – … – 
БЛА – лидер». В этих случаях число БЛА-ретрансляторов в разные моменты 
времени и для разных БЛА является различным в зависимости от простран-
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ственного расположения БЛА, что и приводит к неопределенности значений 
задержки от различных БЛА в различные моменты времени [5, 14].  

С другой стороны, область пространства, в которой распределены БЛА 
одной группы, всегда является ограниченной, следовательно, и максимально 
возможное запаздывание не превышает некоторого значения. Это значение 
зависит от числа БЛА в группе и от расстояния, которое они должны под-
держивать между собою с тем, чтобы обеспечивалось их безопасное движе-
ние в одной группе. Другими словами, временная задержка сигналов управ-
ления в каналах связи БЛА-лидера с другими БЛА группы может изменяться 
в некоторых пределах, но не превышать некоторого значения.  

Как известно, временная задержка в системах управления оказывает су-
щественное влияние на их свойства, в частности на устойчивость [16–21]. 
Наибольшие трудности в обеспечении устойчивости замкнутых систем 
управления возникают в тех случаях, когда запаздывание является неопре-
деленным [18, 19, 21]. Для преодоления этой трудности представляется целе-
сообразным использование робастных систем управления с запаздывани-
ем [22–25]. Применительно к управлению движением группы БЛА системы 
этого типа могут обеспечить асимптотическую устойчивость ее движений 
при любых ограниченных значениях запаздывания в каналах связи БЛА-
лидера с другими БЛА.  

Задача синтеза робастных многомерных дискретных систем управления 
непрерывными объектами рассматривалось в работах [22, 23]. В настоящей 
работе рассматривается задача синтеза цифровой робастной СГУ с запазды-
ванием, так как системы управления БЛА, как правило, реализуются на осно-
ве вычислительных средств. Наличие нескольких БЛА в группе превращает 
СГУ в многомерную, что существенно осложняет ее синтез. Решение задачи 
синтеза получено на основе матричного декомпозирующего управления и ме-
тода аналитического синтеза систем с управлением по выходу и воздействиям 
(АССУВВ) с применением результатов по устойчивости дискретных возму-
щенных систем [13, 23]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Предположим, управляемое движение группы БЛА с лидером описыва-
ется системой дифференциальных уравнений 

 ( ) ( ) ( , )c c cx t A x t B u t   ,    ( ) ( )y t Cx t ,  (1) 

где ( )x t  – n-вектор состояния группы; ,  ,  с сA B C  – числовые матрицы  

соответствующих размерностей; 1 1( , ) [ ( , ) ( , )]Tc c cu t u t u t       и 

1( ) [ ( ) ( )]y t y t y t   –  -вектор управления ( , )i ciu t   и выходных пере-

менных ( )iy t  БЛА группы;   – число БЛА в группе; ci  – запаздывание в 

канале связи i-го БЛА с лидером, 1,i   ; min  – минимальное, max  – мак-
симальное время информационного обмена одного БЛА группы с ее лидером,  
а cc  – время расчета управляющих воздействий; max( )ccT      – период 
работы вычислительного комплекса лидера (ВКЛ), который осуществляет 
расчет управляющих воздействий. 
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Значения запаздываний ci , 1,i   , заранее неизвестны, так как опреде-
ляются текущим расположением БЛА относительно БЛА-лидера. Группа 
БЛА (1), как объект управления, является, во-первых, многомерной, а во-
вторых, полной, т. е. пара матриц сA  и сB  является вполне управляемой,  

а пара сA  и C – вполне наблюдаемой [13]. При этом предполагается, что мат-

рица сA  является устойчивой. Реализация алгоритмов управления груп-
пой БЛА осуществляется многомерным цифровым устройством управле-
ния (МЦУУ), которое реализуется ВКЛ. Задача синтеза системы группового 
управления (СГУ), включающей группу БЛА и МЦУУ, очевидно, заключает-
ся в разработке векторного дискретного управления, которое обеспечивает 
робастную устойчивость к неопределенным значениям запаздывания в кана-
лах связи каждого БЛА с лидером, а также алгоритмов функционирования 
МЦУУ.  

2. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ  

Так как разрабатываемая СГУ является цифровой, а объект управления 
описывается непрерывной моделью (1), то прежде всего необходимо найти ее 
соответствующую дискретную модель [5, 10, 23]. С этой целью, учитывая, 
что запаздывания в каналах управления каждым БЛА являются неопределен-
ными и не превышают одного периода Т, введем расчетное время запаздыва-
ния 0 max0,5 cc      . В этом случае отклонения 0i ci      запаздыва-

ний ci  удовлетворяют следующему условию:  

 0 max 0 minci         ,    1,i   . (2) 

Для большей ясности процесса определения дискретной модели группы 
БЛА рассмотрим предварительно уравнения одиночного i-го БЛА, управляе-
мого от ЭВМ с запаздыванием ci  и периодом Т. На рис. 1 показано распре-

деление во времени тактовых моментов времени kT и управляющих сигналов 
( , )i k i ciu u kT  , k = 1, 2, 3, … при 0 ci T   . В этом случае разностные 

уравнения, описывающие поведение этого БЛА [26, 27], имеют вид  

 , 1 ( 1)( ) ( )c iA T
i k i k a i c i i k b i c i i kx e x b u b u      ,    i k i i ky c x , (3) 

где , ( )i k ix x kT – вектор дискретных значений вектора состояния, рассмат-

риваемого i-го БЛА; , 1,i k i ku u  и 1,i k i ky y – значения его управления и вы-

ходной величины в соответствующие моменты времени ( 1)t k T   и t kT , 

0,1, 2,k   . Векторы ( )ai cib   и ( )bi cib   определяются выражениями 

 
( ) 1( ) ( )c i c i c iA T A T

ai c i c i c ib e e A b
    ,   

( ) 1( ) ( )c i c iA T
bi c i c i c ib e E A b

    ; (4) 

, ,ci ci iA b c  – матрица и векторы уравнений рассматриваемого одиночного  

i-го БЛА, аналогичных (1);  E – единичная матрица соответствующей размер-
ности. 
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τci
τci

kT T

, 2i ku 

, 1i ku 

,i ku

,i ku

kT tkT TτcikT τcikT T   
Дискретное управление с запаздыванием 

Discrete control with a delay 

Учитывая в формулах (4) равенство 0ci i     , получим выражения 

 0( ) ( ) ( )a i c i a i a i ib b b     ,     0( ) ( ) ( )bi c i b i b i ib b b     ,  (5) 

где 

 
 

 

0

0 0

( ) 1
0

( ) ( ) 1

( ) ,

( ) ;

c i c i

c i c i i

A T A T
ai ci ci

A T A T
ai i ci ci

b e e A b

b e e A b

 

   

  

  
 (6) 

 
 

 

0

0 0

( ) 1
0

( ) ( ) 1

( ) ,

( ) .

c i

c i i c i

A T
bi ci ci

A T A T
bi i ci ci

b e E A b

b e e A b

 

   

  

  
 (7) 

Подставляя выражения (4)–(7) в (3) и переходя к z-изображениям, при-
дем к уравнению  

 1 1
0 0( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )i i i a i a i i bi bi i iy z c zE A z b b b b u z            , (8) 

где .c iA T
iA e  Из вторых выражений (6) и (7) следует, что ( ) ( )bi a ib b    . 

Это позволяет уравнение (8), описывающее поведение одиночного БЛА при 
цифровом управлении с запаздыванием, представить следующим образом: 

 1 1
0 0( ) ( ) {[ ( ) ( )] (1 ) ( )} ( )i i i a i bi a i i iy z z c zE A b zb z b u z         . (9) 

На основе уравнения (9) можно заключить, что дискретная математиче-
ская модель группы, включающей   БЛА, движение которой описывается 

сиcтемой уравнений (1), (2), где 1,i   , имеет следующий вид: 

1 1
,1 0 1 , 0 ,1 0 1( ) ( ) {[ ( ) ( ) ( ) ( )] [( ( ) ( )a a by z z C zE A b u z b u z z b u z 

          

 , 0 ,1 1 1 ,... ( ) ( )] (1 )[ ( ) ( ) ( ) ( )]},b a ab u z z b u z b u z           (10) 
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Как известно, 1 1( ) ( )adj( )zE A A z zE A    , где ( ) det ( )A z zE A  , а 
adj( ) – присоединенная матрица [28]. Поэтому уравнение (10) с использова-
нием дискретных передаточных матриц перепишем в виде 

 0( ) [ ( , ) ( , )] ( )yu yuy z W z W z u z    , (11) 

где вектор 1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]Tu z u z u z u z  , 

 0
0 0

adj( ) ( ) 1
( , ) ( , )

( ) ( )yu
C zE A B

W z H z
zA z zA z

 
    , (12)  

 
(1 ) adj( ) ( ) 1

( , ) ( , )
( ) ( )yu

z C zE A B
W z H z

zA z zA z

  
    ,  (13) 

 0 ,1 0 , 0 ,1 0 , 0( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]a a b bB b b z b b         ,  (14) 

 ,1 1 ,( ) [ ( ) ( )]a aB b b       .  (15) 

Столбцы матриц (14), (15) определяются выражениями (6), (7), в кото-
рых матрица ciA  заменяется на cA . 

Таким образом, задача синтеза искомой многомерной СГУ состоит в 
определении закона формирования векторного дискретного управления ( )u z  
так, чтобы система управления объектом (11)–(15) была робастно устойчивой 

к неопределенным значениям i , 1,i   .  

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА СГУ 

Для решения поставленной задачи синтеза воспользуемся матричным 
декомпозирующим управлением и методом аналитического синтеза систем с 
управлением по выходу и воздействиям (АССУВВ) [13, 27, 29]. В этом слу-
чае многомерное цифровое устройство управления МЦУУ описывается урав-
нением 

 1
0( ) adj ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yuu z W z R z Q z g z z L z E y z      , (16) 

где ( )R z  и ( )L z  – полиномы степеней r  и l ; ( )Q z  – полиномиальная   
матрица, подлежащая определению; ( )g z  – вектор задающих воздействий, 
посредством которого вышестоящая система управления задает движения 
БЛА группы. 

В соответствии с выражениями (12), (14) передаточная матрица 

0 0( , ) ( , ) / ( )yuW z H z zA z   , причем 0( , )H z   –   матрица, элементы ко-

торой – полиномы степени n. Поэтому присоединенная матрица 
1 1

0 0adj ( , ) ( , ) / ( )yuW z Ad z z A z    , а 0 0det ( , ) ( , ) ( ) / ( )yuW z V z A z z A z    , 

где 0( , )Ad z   – матрица размером  , причем ее элементами являются по-

линомы степени ( 1)n   , а 0( , )V z   – полином той же степени ( 1)n   . 
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Исключив из уравнений (11) и (16) вектор управления ( )u z  c учетом 

свойств присоединенной матрицы и ее определителя 0( , )yuW z  , получим 

следующее выражение:  

 10( , ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

V z A z z
y z E R z Q z g z z L z Ey z

z A z z A z

 
   

          
 

. (17) 

Отметим, что в выражении (17) ( , )z  – полиномиальная   матрица, 

степени элементов которой не более n  . Из этого выражения вытекает мат-
ричное уравнение «вход–выход» замкнутой системы (11), (16): 

  0 0( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) [ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )] ( )z A z D z E z L z y z V z A z Q z z Q z g z          , (18) 

где 

 1
0 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( )D z A z R z V z L z   , (19) 

 0( , ) ( , ) ( , )z H z Ad z     . (20) 

Полиномиальное уравнение (19) имеет решение относительно полино-
мов ( ) и ( )R z L z , так как полиномы 0( ) и ( , )A z V z   известны и не имеют 
общих корней, поскольку группа БЛА, как объект управления, является пол-
ной [13, 27]. При указанных свойствах полиномов 0( ) и ( , )A z V z   полиноми-
альное уравнение (19) позволяет найти такие единственные полино-
мы ( ) и ( )R z L z , при которых полином 0( )D z  имеет заранее заданный вид. 

Если запаздывание в каналах связи всех БЛА с лидером равно 0 , т. е. 

0 , 1,ci i     , то, как видно из выражений (6), (7) и (15), матрица 

( , ) 0H z   , при этом согласно (18) полином 0( )D z  является множителем ха-

рактеристического полинома 0( ) ( ) ( )D z z A z D z   замкнутой дискретной 

системы (11), (16).  
Полином ( )A z  по постановке задачи является устойчивым, поэтому, 

применяя метод АССУВВ, будем синтезировать СГУ как систему с согласо-
ванными полюсами. С целью понижения ее сложности на комплексной плос-
кости z выделяется область z , в которой с точки зрения устойчивости за-
мкнутой системы допускается расположение корней ее характеристического 
полинома [13, 27]. Если все корни некоторого полинома ( )M z  располагаются 

в области z , то он будет обозначаться ( )M z
 , в противном случае ( )M z

 . 

При решении уравнения (18) целесообразно осуществлять факторизацию от-
носительно области z  обоих полиномов 0( ) и ( , ),A z V z   т. е. целесообраз-

но находить представления ( ) ( ) ( )A z A z A z  , 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )V z V z V z     . 

При этом естественно необходимо полагать: 0 0( ) ( ) ( , ) ( )D z A z V z D z     ; 

0( ) ( , ) ( )R z V z R z   ; ( ) ( ) ( )L z A z L z  , где ( )D z
 , ( )R z , ( )L z  – полиномы 
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более низкого порядка, определяемые решением следующего полиномиаль-
ного уравнения: 

 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( )D z A z R z V z L z       . (21) 

Здесь ( )D z
  – полином, назначаемый исходя из условий устойчивости и ка-

чества синтезируемой системы. 

Полагая в (16) 3( ) ( ) ( , ) ( )Q z z A z V z Q z    , из выражений (18)–(20) мож-
но найти, что передаточная матрица СГУ по задающим воздействиям при 

0ci   , 1,i   , определяется выражением  

 0
0 1

( , ) ( )
( , )

( ) ( )
yg

V z Q z
W z

A z D z






 




. (22) 

Основная сложность данной задачи синтеза заключается в обеспечении 
робастной устойчивости к неопределенным значениям запаздываний в кана-
лах связи. Эта неопределенность проявляется в неопределенности полиноми-
альной матрицы размером   ( , ) 0z    в (18) и (20) при 0, [1, ].ci i      

Из выражения (18) следует, что характеристический полином произведения 

0( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )z L z H z Ad z L z      является «возмущением» устойчивого ха-

рактеристического полинома 0( ) ( ) ( )D z z A z D z  , который имеет синтези-

руемая СГУ при 0 , 1,ci i     .  

В данном случае решение задачи робастной устойчивости достигается 
на основе следующего свойства системы (21). Как показано в работе [23], 
если корни полинома ( )A z  меньше единицы, то с увеличением степени 

полинома ( )R z  значения коэффициентов i  полинома ( )L z  уменьшаются. 
Поэтому при достаточно высоком порядке МЦУУ корни возмущенного  
характеристического полинома замкнутой системы (18) будут мало от-
личаться от корней невозмущенного характеристического полинома 

0( ) ( ) ( )D z z A z D z   при всех значениях запаздываний во всех каналах свя-

зи. Этим и будет обеспечиваться робастность к запаздыванию замкнутой  
системы.  

Для определения соответствующего значения степени полинома ( )R z  
можно использовать метод оценок норм полиномиальных матриц, предло-
женный в работе [27]. Однако этот подход приводит к завышенным значени-
ям порядка МЦУУ, поэтому более предпочтительным является численный 
метод решения уравнения (21) при различных значениях степени полино-
ма ( )R z  и определения минимального значения этой величины, при котором 
обеспечивается устойчивость характеристического полинома рассматривае-
мой системы при максимальном значении отклонений i  запаздываний ci  

от расчетного значения 0  при всех [1, ]i  . 
С целью упрощения реализации полученного МЦУУ целесообразно его 

математическую модель (16) представить в виде двух моделей: модели «де-
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композирующей части» и модели «качества» [13]. Первая часть при 0ci    

обеспечивает декомпозицию модели группы БЛА на   автономных каналов, 
а вторая служит для обеспечения робастной устойчивости и желаемого каче-
ства переходных процессов соответствующих подсистем. Как показано выше, 

матрица jAd  1
0 0adj ( , ) [ ( , )] / ( ( ))yu ijW z Ad z zA z    . Это позволяет уравне-

ния МЦУУ (16) представить следующим образом: 

1
1 0 1( ( )) ( ) ( , ) ( )i izA z u z Ad z v z     

 2 0 2 0( , ) ( ) ( , ) ( )i iAd z v z Ad z v z     , (23) 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]i ij j ijR z v z Q z g z z L z Ey z 
  ,    1,i   , (24) 

где ( )iv z  – промежуточные переменные. Очень часто полиномы 1( ( ))zA z  , 

( )L z , а также ( )R z  и ( )ijQ z , , 1,i j   , могут иметь общие множители, что 

позволяет их сократить и тем самым существенно снизить сложность (поря-
док) МЦУУ. Результирующие выражения (23), (24) позволяют путем перехо-
да к разностным уравнениям легко получить соответствующие алгоритмы 
МЦУУ для вычисления значений управляющих воздействий. 

Подчеркнем, что порядок робастной СГУ, синтезированной на основе 
данного подхода, является довольно высоким из-за высокого порядка модели 
группы БЛА. Поэтому расчет параметров МЦУУ и реализацию соответству-
ющего алгоритма необходимо осуществлять с высокой точностью. Однако 
современные вычислительные комплексы обладают довольно большой раз-
рядностью и производительностью, что обеспечивает достаточно точную ре-
ализацию алгоритмов управления, соответствующих уравнениям (23), (24). 
Как отмечалось выше, при 0 , 1,ci i     , матрица ( , ) 0z    в уравне-

нии (18), поэтому при диагональной матрице ( )Q z  замкнутая цифровая си-
стема (11), (16) является автономной по И.Н. Вознесенскому, т. е. каждое за-
дающее воздействие ( )ig t  влияет только на «свою» управляемую перемен-

ную ).(iy t  При 0 , 1,ci i     , это свойство системы теряется из-за влия-

ния матрицы ( , )z  . Однако элементы этой матрицы обычно малы, так что 
взаимовлияние каналов управления отдельными БЛА незначительно. 

4. ПРИМЕР СИНТЕЗА СГУ  

Рассмотрим группу, состоящую из трех БЛА, один из которых является 
лидером. Движения этой группы описываются системой уравнений (1), где  

 

0 1 0

0 0 1

3 6,5 4,5
cA

 
   
    

,    

0 0,3 0

0,2 2 3

4 0 0
cB

 
   
  

,    

1 0,1 0

0 2 0,2

0 0 1

C
 
   
  

. (25) 
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Запаздывания в каналах связи 0,5 c 1,4 cci   ; i = 1, 2, 3, т. е. 3  ; 

расчетное значение 0 1   c; период работы ВКЛ 1,5T   c.  
Выполнив с учетом равенств (25) преобразования, соответствующие вы-

ражениям (3)–(14), получим дискретную модель группы в виде уравнения в 
изображениях (10) и уравнение замкнутой системы (18). Передаточные мат-
рицы в уравнении (10) для компактности представим следующим образом:  

 0
1

( , ) [ ( )]
( )yu ijW z h z

zA z
  ,    0,5

1
( , ) [ ( )]

( )yu ijW z h z
zA z  .  (26) 

Полиномы, содержащиеся в этих выражениях, имеют вид: 

3 2( ) 0,3783 0,03987 0,001171A z z z z    , 

3 2
11( ) 0,1029 0,7998 0,1746 0,001446h z z z z    ,  

3 2
12 ( ) 0,4578 1,7295 0,2026 0,000239h z z z z    , 

3 2
13( ) 0,4656 2,2065 0,3003 0,000254h z z z z    ,  

3 2
21( ) 0,4326 0,1484 0,2985 0,00302h z z z z    , 

3 2
22 ( ) 0,6431 0,6762 0,4303 0,000981h z z z z    ,  

3 2
23( ) 0,9970 0,7903 0,6045 0,00160h z z z z    , 

3 2
31( ) 0,5141 1,1363 0,4491 0,04105h z z z z    ,  

3 2
32 ( ) 0,8972 1,7504 0,8777 0,03343h z z z z     , 

3 2
33( ) 1,2660 1,9584 1,1968 0,04654h z z z z     ,  

3 2
11( ) 0,2574 0,1365 0,1195 0,001414h z z z z    , 

3 2
12 ( ) 0,6789 0,5210 0,1577 0,000232h z z z z    ,  

3 2 7
13( ) 0,8214 0,5921 0,2293 3,71 10h z z z z      , 

3 2
21( ) 0,1598 0,3449 0,1818 0,003288h z z z z    ,  

3 2
22 ( ) 0,0685 0,3578 0,2889 0,000429h z z z z    , 

3 2
23( ) 0,1785 0,5829 0,4039 0,000486h z z z z    ,  

3 2
31( ) 0,4498 0,6039 0,1203 0,03379h z z z z     , 
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3 2
32 ( ) 1,0300 1,4730 0,4136 0,02937h z z z z     , 

3 2
33( ) 1,4710 2,0745 0,5627 0,04085h z z z z     . 

Здесь приведены полиномы матрицы ( , )H z   при 0,5   , так как это 
наибольшее отклонение запаздываний в каналах связи. Эта матрица будет 
использоваться при оценке робастной устойчивости СГУ, синтезированной  
в данном примере.  

Предполагая синтез системы с согласованными полюсами, область   
определим условием 0,45z   и представим полином 0( , )V z  – числитель 

0det ( , )yuW z   (12) при 0 1   (см. уравнения (17)–(19)) в виде произведения: 

( ,1) ( ,1) ( ,1)V z V z V z  , где 3 2( ,1) 0,08042 0,01559 0,000504,V z z z z      
3 2( ,1) 0,15899 0,23162 0,01481 0,12899.V z z z z      Для обеспечения ука-

занного выше свойства полиномиального уравнения (21) необходимо,  
чтобы deg ( ) ( , )A z V z   , поэтому полином ( )A z  берется таким: 

2 2( ) ( 0,3285 0,235)A z z z    , тогда 2( ) ( 0,0498)A z z   . В этом случае 

из условия минимальности решения полиномиального уравнения (21) при 
указанных полиномах ( )A z , 0( , )V z   и условия реализуемости управле-

ния (16) на цифровых элементах [27] следуют равенства deg ( ) 10,D z   

deg ( ) 6R z   и deg ( ) 3.L z   Так как полином ( )D z
  подвергается возмуще-

ниям из-за неопределенности запаздываний в каналах связи системы, то он 

принимается в виде 10( )D z z  .  

Степень полинома ( )R z  довольно высокая, поэтому целесообразно оце-
нить робастную устойчивость системы минимальной сложности, т. е. без 
увеличения порядка МЦУУ. С этой целью составляется и решается линейная 
алгебраическая система уравнений, эквивалентная полиномиальному уравне-
нию (21). В данном случае эта система имеет 11-й порядок и весьма громозд-
кая. Форму этой системы и порядок ее составления можно найти в [27, с. 222] 
или в [29, с. 34], поэтому здесь она не приводится. Ее решение позволяет за-
писать полиномы:  

2 3 2( ) 10 ( 0,57218 0,22872z 0,029152 0,0012016)L z z z     ,  

6 5 4( ) 0,65697 0,27669R z z z z     

3 20,09545 0,03034 0,01002 0,002805z z z    .  

Отметим, что если при deg ( ) 6R z   максимальное значение модуля ко-

эффициентов i  полинома ( )L z : 
0 3

max 0,00572i
i 

  , то при увеличении этой 

степени до deg ( ) 8R z   величина 
0 3

max 0,0000592i
i 

  . Это подтверждает 

указанное выше свойство полиномиального уравнения (21): с увеличением 
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степени полинома ( )R z  значения коэффициентов i  полинома ( )L z  умень-

шаются, если корни полинома ( )A z  по модулю меньше единицы.  
С целью обеспечения автономности по И.Н. Вознесенскому при запаз-

дываниях во всех каналах связи, равных расчетному 0 1   c, матрица ( )Q z   

в (22) принимается диагональной, т. е. ( ) ( )iQ z Q z E  , где ( )iQ z – некоторый 
полином. В этом случае передаточные функции СГУ по задающим воздей-
ствиям ( )ig t  в соответствии с (22) определяются выражением  

3 2

3 2 2 10

(0,15899 0,23162 0,01481 0,12899) ( )
( ,1)

( 0,3783 0,03987 0,001171)i i
i

y g
z z z Q z

W z
z z z z

  


  


, 1, 2, 3i  .  (27) 

Коэффициенты полиномов ( )iQ z  целесообразно выбрать из условия ну-
левой статической ошибки по всем задающим воздействиям [27, с. 151].  

Для обеспечения этого условия, очевидно, достаточно взять ( ) 1,57771iQ z  . 

Для оценки робастной устойчивости синтезируемой системы при 1ci  , 

3   и при deg ( ) 6R z  , т. е. при 10( ) ,D z z   найдем ее характеристический 
полином при отсутствии внешних воздействий. В этом случае ее урав-
нение (18) с учетом полученных выше выражений принимает вид 

2 2 ( ) ( ) ( ) ( ,1) ( ,1) ( ) ( ) 0z A z A z V z D z E z L z y z         . Следовательно, возму-

щенная часть характеристического полинома описывается выражением 

 

10
11 12 13

10
21 22 23

10 31 32 33

0 0 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) det 0 0 ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , )0 0

cd

z h z h z h z

D z z h z h z h z L z

h z h z h zz

                          

 . (28) 

Коэффициенты полиномов ( , )ijh z   согласно (6), (10), (13), (15) зависят 

от отклонений запаздываний в каналах связи и при 0i  , 1, 2, 3i  , обраща-
ются в нуль. В этом случае все корни полинома (28) равны нулю. С увеличе-
нием i  коэффициенты полиномов ( , )ijh z   увеличиваются, что вызывает 

отклонения корней полинома ( , )cdD z   (28) от нулевых значений. Так как 
наибольшее значение отклонений запаздываний в данном случае равно –0,5, 
то были вычислены приведенные выше полиномы ( ) ( , )ij ijh z h z   при 

0,5i   c. Модули корней полинома ( , )cdD z   (28) при этих полино-

мах ( )ijh z  лежат в пределах от 0,0363 до 0,3796. При меньших значениях i  

отклонения корней меньше. Поэтому можно заключить, что синтезированная 
при deg ( ) 6R z   СГУ является робастно устойчивой к неопределенным за-
паздываниям в каналах связи, т. е. необходимости в увеличении порядка 
МЦУУ нет.  

Переходя к реализации полученного МЦУУ, подставим полученные 
выше выражения в уравнения (23), (24) и сократим общий множитель 
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2 ( )z A z , имеющийся в данном случае у полиномов 1 2 2( ( )) ( )zA z z A z   и 

( )L z , ( )ijQ z . В результате получим  

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ,1) ( ) ( ,1) ( ) ( ,1) ( )i i i iA z A z u z Ad z v z Ad z v z Ad z v z    , (29) 

 3
1( ,1) ( ) ( ) 1,5777 ( ,1) ( ) ( ) ( )]i j ijV z R z v z zV z g z z L z y z    , 1, 2, 3i  . (30) 

В процессе функционирования МЦУУ сначала вычисляет значения про-
межуточных переменных i kv , а затем уже определяются значения i ku . По-

этому приведем сначала алгоритм вычисления промежуточных перемен-
ных i kv , соответствующий уравнению (30), а затем алгоритм вычисления 

управлений i ku  в соответствии с уравнением (29). С учетом численных зна-

чений коэффициентов полиномов уравнение (30) имеет вид 

9 8 7 6 5 4 3

2

4 3 2

2 4 3 2

( 0,7374 0,3139 0,108 0,03404 0,01111 0,003186

0,00008466 0,00003867 0,000001414) ( )

(1,5777 0,12688 0,0246 0,0007953 ) ( )

10 (0,57218 0,22872 0,029152 0,0012016 )

i

i

z z z z z z z

z z v z

z z z z g z

z z z z

      

   

    

    .iy

 

Этому уравнению при 1, 2, 3i   соответствуют следующие алгоритмы: 

, , 1 , 2 , 3 , 4 , 50,7374 0,3139 0,108 0,03404 0,01111i k i k i k i k i k i kv v v v v v             

, 6 , 7 , 8 , 50,003186 0,00008466 0,00003867 1,5777i k i k i k i kv v v g         

2
, 6 , 7 , 8 , 50,12688 0,024596 0,0007953 10 (0,57218i k i k i k i kg g g y
         

 , 6 , 7 , 80,22872 0,029152 0,0012016 ).i k i k i ky y y      (31)  

Как видно, эти алгоритмы имеют одни и те же коэффициенты при всех 
1, 2, 3i   и отличаются друг от друга лишь переменными. В то же время 

уравнения (29), соответствующие различным управлениям i ku , имеют раз-

личные и коэффициенты, и переменные. В данном случае их коэффициенты 
соответствуют коэффициентам следующих полиномов:  

7 6 5 4 3

2

( ) ( ) 1,0353 0,4433 0,1014 0,01334

0,001006 0,00004011 0,000000647;

A z A z z z z z z

z z

      

  
 

6 5 4 3
11

2

( ,1) 0,08034 0,6327 0,162 0,3342

0,01141 0,00005218 0,000007952;

Ad z z z z z

z z
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6 5 4 3
12

2

( ,1) 0,16184 0,2914 0,6273 0,2672

0,01526 0,00010 0,0000196;

Ad z z z z z

z z

    

  
 

6 5 4 3
13

2

( ,1) 0,1570 0,2584 0,05776 0,05237

0,006989 0,0002233 0,000000632;

Ad z z z z z

z z

    

  
 

6 5 4 3
21

2

( ,1) 1,0602 0,8798 0,15128 0,05726

0,05252 0,006587 0,00020635;

Ad z z z z z

z z

    

  
 

6 5 4 3
22

2

( ,1) 0,3696 1,8194 0,4796 0,05047

0,01761 0,002356 0,00007771;

Ad z z z z z

z z

     

  
 

6 5 4 3
23

2

( ,1) 0,09883 0,1694 0,1837 0,08493

0,009131 0,0002367 0,000001554;

Ad z z z z z

z z

    

  
 

6 5 4 3
31

2

( ,1) 0,7187 0,4543 0,07132 0,19726

0,03957 0,004594 0,0001412;

Ad z z z z z

z z

     

  
 

6 5 4 3
32

2

( ,1) 0,3277 1,2666 0,1892 0,16685

0,01572 0,001319 0,00003852;

Ad z z z z z

z z

    

  
 

6 5 4
33

3 2

( ,1) 0,13187 0,23547 0,16716

0,08645 0,009578 0,000232 0,000002141.

Ad z z z z

z z z

    

   
 

Подставляя первые 4 предыдущих полинома в уравнение (29) и переходя 
к оригиналам, после небольших преобразований получим следующий алго-
ритм вычисления управления 1 :ku   

1 1, 1 1, 2 1, 3 1, 41,0353 0,4433 0,1014 0,01334k k k k ku u u u u          

1, 5 1, 6 1, 7 1, 10,001006 0,0000411 0,000000647 0,08034k k k ku u u v         

1, 2 1, 3 1, 4 1, 60,6327 0,162 0,3342 0,0000522k k k kv v v v         

1, 5 1, 7 2, 1 2, 20,01141 0,00000795 0,1618 0,2914k k k kv v v v         

2, 3 2, 7 2, 5 2, 60,6273 0,0000196 0,01526 0,0001k k k kv v v v         
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3, 1 3, 2 3, 3 3, 70,157 0,2584 0,05776 0,000000632k k k kv v v v         

 3, 4 3, 5 3, 60,05237 0,0006989 0,0002233 .k k kv v v      (32) 

Алгоритмы вычисления управлений 2ku  и 3ku  записываются совершен-

но аналогично, но с использованием соответствующих полиномов ( ),1 .ijAd z   

В приведенных выше выражениях численные коэффициенты указаны с 
небольшим количеством цифр. Подчеркнем, что это обусловлено исключи-
тельно компактностью записи выражений. Практически, они вычислялись в 
MATLAB в формате format long, т. е. с 15 знаками после запятой. При реали-
зации алгоритмов (31), (32) при i = 1, 2, 3 соответствующие коэффициенты 
должны реализовываться с такой же точностью. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В работе показана возможность обеспечения робастно устойчивого дви-
жения группы БЛА с лидером, осуществляющим управление движением, не-
смотря на наличие неопределенного, ограниченного запаздывания по време-
ни во всех каналах связи БЛА-лидера с другими БЛА группы. Это достигает-
ся применением системы группового управления, многомерное цифровое 
устройство управления которой имеет достаточно высокий порядок. Алго-
ритмы вычисления значений управляющих воздействий получены с приме-
нением матричного декомпозирующего управления и метода аналитического 
синтеза систем с управлением по выходу и воздействиям (АССУВВ). Свой-
ство робастности к отклонениям неопределенных запаздываний в каналах 
связи каждого БЛА с лидером достигается за счет использования свойства 
полиномиальных уравнений типа ( ) ( ) ( ( ).) ( )D z A z R z V z L z   Это свойство 
заключается в том, что если корни полинома A(z) по модулю меньше едини-
цы, то с увеличением степеней полинома ( )R z  и соответственно ( )D z  значе-
ния коэффициентов полинома ( )L z  минимально необходимой степени 
уменьшаются. Полученные результаты могут применяться при создании 
цифровых систем управления как одномерными, так и многомерными объек-
тами с неопределенным запаздыванием сельскохозяйственных, пищевых, 
энергетических, машиностроительных и других производств. 
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Abstract 

The UAV groups and other unmanned robots are more and more widely used to solve 
production and special problems in view of their bigger efficiency in comparison with single 
robots. The efficiency of a group in many respects is defined by the opportunities of the com-
munications means between members of the group and its leader, which influences the effi-
ciency of the decisions made. The control of the UAV group is often exercised by a multivaria-
ble control system whose algorithms are implemented by a computer complex of the group 
UAV leader. The problem here is that in individual channels of information exchanges between 
the UAV-leader and other UAVs of the group there is a time delay. Any space distributions of 
the UAV in the neighborhood of the leader cause significantly different, uncertain delays in 
channels of its contact with the UAV group that can lead to a loss of control stability. It is pro-
posed to apply a multivariable, robust to delay control system to overcome this difficulty.  
The design of this system is carried out on the basis of the matrix decoupling control and the 
method of an analytical design of systems with control on output and impact (ADSCOI) taking 
into account conditions of feasibility of controls on digital computing elements. 

Analytical expressions including the solution to the linear system algebraic equations and 
the creation procedure of the digital control algorithms are found in the article. This control 
provides robustness of the system to delays in communication channels. The efficiency of the 
proposed approach is illustrated by a numerical design example of the multivariable group con-
trol system of the UAV. The results obtained can be applied to create digital control systems by 
both single input-single-output and multi-input-multi-output objects with an uncertain delay in 
agricultural, food, power, machine-building and other industries. 

Keywords: UAV group, multivariable control system, communication channel, time 
delay, matrix decoupling control, robustness, control on output and impacts, stability 
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