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При создании современных систем автоматического управления различными процес-
сами и объектами, функционирующими в режиме реального времени, очень часто приходит-
ся сталкиваться с задачей решения различного рода нелинейных скалярных уравнений.  
В настоящее время существует целый ряд вычислительных методов и алгоритмов ее реше-
ния, одним из которых является метод дихотомии. Данный метод обладает целым рядом 
достоинств по сравнению с другими известными методами решения нелинейных уравнений, 
однако в настоящее время он не нашел широкого практического использования. Основной 
причиной его малой популярности является низкая скорость сходимости последовательно-
сти приближенных решений и большие объемы вычислений, необходимые для получения 
достаточно точных решений. Цель исследования: обстоятельно рассмотреть отличительные 
особенности метода дихотомии и показать предпочтительность его использования по срав-
нению с другими известными методами; предложить модифицированный вариант метода 
дихотомии, позволяющий получать более быстро сходящиеся последовательности прибли-
женных решений нелинейных скалярных уравнений и требующий существенно меньших 
объемов вычислений, необходимых для получения решений с желаемой точностью; решени-
ем ряда конкретных нелинейных уравнений проиллюстрировать более высокую скорость 
сходимости последовательности приближенных решений, вычисляемых с применением мо-
дифицированного метода дихотомии, и тем самым обосновать преимущество нового метода 
для его использования при создании различных систем автоматического управления и регу-
лирования. Предложена модификация метода деления отрезка пополам, обладающая всеми 
основными достоинствами модифицируемого метода. Результаты исследований могут быть 
использованы при разработке современных автоматических систем управления различными 
технологическими процессами и объектами. 

Ключевые слова: дихотомия, отрезок, деление отрезка пополам, скорость сходимости, 
робастность, автоматическое управление, производная, концепция, автоматический регулятор 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из повсеместных и наиболее часто встречающихся в самых раз-
нообразных отраслях научной, научно-технической, производственной и 
иной деятельности современного человека является задача решения различ-
ного рода нелинейных скалярных уравнений. С ней приходится сталкиваться 
всякий раз, когда мы имеем дело с той или иной скалярной нелинейной 
функцией ( )y f u  скалярного же аргумента u и нам необходимо по ее за-

данному значению 0y  определить такое значение 0u  ее аргумента u, при ко-

тором она принимает значение 0y . 
Актуальность данной задачи в практически необозримом множестве ре-

альных ситуаций и их многообразие обусловили предложение целого ряда 
вычислительных методов и алгоритмов ее решения, базирующихся на раз-
личных идеях и подходах к их синтезу [1–4]. Одним из подобных методов 
является метод дихотомии. Несмотря на то что данный метод обладает целым 
рядом достоинств, которые обусловливают его привлекательность и предпо-
чтительность его применения по сравнению с другими известными методами 
решения нелинейных уравнений, в настоящее время он не нашел широкого 
практического использования. Как отмечается в [1, 6], основной причиной 
его малой популярности и неширокого практического использования являет-
ся низкая скорость сходимости последовательности приближенных решений, 
вычисляемых с его применением, и большие объемы вычислений, необходи-
мых для получения достаточно точных решений. 

Цель настоящей работы заключается в следующем: 
1) предельно обстоятельно рассмотреть отличительные особенности ме-

тода дихотомии и показать предпочтительность его использования по срав-
нению с другими известными методами решения нелинейных скалярных 
уравнений; 

2) предложить модифицированный вариант метода дихотомии, позволя-
ющий получать быстросходящиеся последовательности приближенных ре-
шений нелинейных скалярных уравнений и, соответственно, требующий су-
щественно меньших по сравнению с исходным вариантом объемов вычисле-
ний, необходимых для получения решений с желаемой точностью; 

3) проиллюстрировать более высокую скорость сходимости последователь-
ности приближенных решений, вычисляемых с применением модифицирован-
ного метода дихотомии. 

Первая из названных выше целей реализуется в первом разделе работы, 
а вторая и третья – во втором разделе. 

1. СОДЕРЖАТЕЛЬНАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  
СУЩНОСТЬ ЗАДАЧИ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
СКАЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ. ПРИМЕРЫ НЕЛИНЕЙНЫХ 
СКАЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ И ИХ КАНОНИЗАЦИЯ 

Как уже отмечено во введении, задача решения нелинейных скалярных 
уравнений является одной из вычислительных задач, с которыми наиболее 
часто приходится сталкиваться в самых разнообразных отраслях научной, 
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научно-технической и иной человеческой деятельности. Эта задача относится 
к классу обратных задач [7–9], содержательная сущность которых заключает-
ся в определении причины, обусловившей появление того или иного извест-
ного следствия. 

Для более обстоятельного обсуждения ее сущности и особенностей при-
мем следующее: 

1) нам дана некоторая скалярная вещественная функция 

 ( )y f u , (1.1) 

описывающая зависимость некоторой скалярной вещественной переменной 
величины Y от скалярной же и вещественной переменной величины U; 

2) она определена на некотором ограниченном отрезке 0 0[ ,  ]uI a b  зна-

чений ее аргумента u, где 0a  и 0b  – конечные вещественные числа такие, что 

0 0a b ; 

3) ее значения y принадлежат ограниченному отрезку [ ,  ]yI c d , где  

c и d – конечные вещественные числа и c d ; 
4) она является непрерывной и строго монотонной функцией при любом 

возможном значении u переменной U или, что то же самое, в любой точ-
ке uu I . 

Как известно из математического анализа [3, 6], имея функцию (1.1), 
можно формулировать и решать следующие два класса вычислительных  
задач: 

1) класс прямых задач, каждая из которых заключается в задании того 
или иного значения 0 uu u I   и в вычислении соответствующего ему значе-

ния 0 yy y I   функции (1.1) согласно равенству 

 0 0( )y f u , (1.2) 

2) класс обратных задач, любая из которых заключается в задании зна-

чения *
yy y I   и отыскании такого значения *

uu I , при котором функ-

ция (1.1) принимает заданное значение *y  или, что то же самое, которое яв-

ляется корнем уравнения вида 

 * *( )f u y . (1.3) 

Замечание 1. Поводом и основанием для употребления терминов «пря-
мая задача» и «обратная задача» в данном случае является отношение «при-
чина–следствие» между величинами U и Y. При этом, как вытекает из опре-
деления «функция» и «аргумент функции» [1, 3, 6], изменение величины U 
считается причиной всякого изменения величины Y. Отношение «причина–
следствие» принято считать прямым, а отношение «следствие–причина» – 
обратным, что, как вытекает из определения понятий «причина» и «след-
ствие», является вполне обоснованным.  



А.В. МАЙСТРЕНКО, К.А. МАЙСТРЕНКО и др. 96

Замечание 2. Важным подмножеством класса обратных задач является 
множество так называемых экстремальных задач, заключающихся в отыска-

нии значений *u  переменной величины U, удовлетворяющих условию 

  * * *arg : yu exstr y y I  . (1.4) 

Символ  arg ...exstr  – означает, что речь идет об отыскании таких зна-

чений *,u  при которых функция (1.1) принимает крайние, т. е. минимальные 

или максимальные значения из всех ее возможных значений yy I . Как из-

вестно из математического анализа [6], если функция ( )y f u  является хотя 

бы один раз дифференцируемой функцией [10], то задача отыскания таких 
значений переменной U сводится к решению уравнений вида  

 / 0dy du   (1.5) 

и, таким образом, также является обратной задачей. 

Нетрудно убедиться в том, что при любом значении *
yy I  и при лю-

бой функции ( )y f u  уравнение (1.3) можно представить в так называемом 

каноническом, т. е. более компактном и традиционно рассматриваемом в вы-
числительной математике [1, 4] и численных методах [2–3, 7] виде 

 *( ) 0u  , (1.6) 

где функция ( )u  определяется равенством 

 *( ) ( )u f u y   . (1.7) 

В самом деле, сравнив (1.3) и (1.6), можно видеть, что при любой функ-
ции ( )y f u  для получения уравнения (1.6) необходимо и достаточно вы-

полнить следующие две очевидные и предельно простые операции: 

1) вычесть из обеих частей уравнения (1.3) заданное значение *;y   

2) поменять левую и правую части полученного при этом уравнения ме-
стами. 

Рассмотренное преобразование уравнения (1.3) в уравнение (1.6) воз-
можно при любой функции ( )y f u  и при любом ограниченном значе-

нии *y  и при любом из них уравнения (1.3) и (1.6) оказываются вполне экви-

валентными, т. е. имеют один и тот же корень *.u u  Эквивалентность дан-

ных уравнений показана на рис. 1.1, где представлена геометрическая интер-

претация функций ( )y f u  и ( )y u   и корня *u u  уравнений (1.3) и (1.6). 

Из рисунка видно, что точка *( ),  0u  является ортогональной проекцией точ-
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ки * *( ,  )u y  на ось 0U. Таковой же данная точка будет, очевидно, не только в 

случае, когда значение * 0y   (рис. 1.1), но и при любом другом ограничен-

ном *
yy I . 

 

 
Рис. 1.1. Геометрическая интерпретация функций  

y = f(u) и y = (u)  

Fig. 1.1. Geometric interpretation of functions  
y = f(u) and y = (u) 

Эквивалентность уравнений (1.3) и (1.6) обеспечивает возможность и 
является обоснованием рассматриваемой замены уравнения (1.3) уравнени-
ем (1.6), а большая компактность самого уравнения (1.6) и описания алгорит-
мов его решения обусловливают ее целесообразность и полезность. Всюду 
далее будем рассматривать и обсуждать только уравнения вида (1.6) и отме-
тим, что множество подобных уравнений и их разнообразие являются прак-
тически необозримыми. Чтобы убедиться в этом, достаточно вспомнить се-
мейства элементарных функций. Приведем два примера подобных семейств, 
наиболее часто встречающихся в различных приложениях [1, 3, 6]. 

Пример 1. Пусть функция (1.1) является целой рациональной функцией 
или алгебраическим полиномом n-го порядка и определяется следующим ра-
венством: 

 2 1
0 1 2 1( ) ... n n

n n ny P u p p u p u p u p u
      , (1.8) 

где n – порядок (степень) полинома – любое конечное натуральное число, 
большее единицы; 0 1,  , ,   np p p  – коэффициенты полинома – любые ограни-
ченные вещественные числа, не зависящие от значений u. Из (1.8) видно, что 

при любом заданном значении *
yy y I   задача определения значения *,u  

при котором имеет место равенство 

* * * 2 * 1 *
0 1 2 1( ) ... ( ) ( )n n

n ny p p u p u p u p u
      , 

u

 y f u
d
y

*u u

0y

c
0d y

0c y
a

 y u
*d y

b
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сводится к решению алгебраического уравнения вида 

  * * 1 * *
1 1 0( ) ( ) ... 0n n

n np u p u p u p y
      . (1.9) 

Как известно из линейной алгебры [2–4] и вычислительной математики 
[1, 5–6], из всего многообразия нелинейных уравнений, с которыми прихо-
дится сталкиваться при решении различных теоретических и прикладных за-
дач, алгебраические уравнения являются давно и наиболее полно исследо-
ванными, и для их решения предложено значительное число различных ме-
тодов и алгоритмов. Причиной их популярности является широкое использо-
вание алгебраических полиномов вида (1.8) при аналитическом представле-
нии таблично и графически заданных функций, а также при аппроксимации 
данными полиномами различных сложноустроенных и малодоступных для 
аналитических исследований и вычислений вещественных функций веще-
ственных скалярных аргументов. 

Пример 2. Пусть функция (1.1) является тригонометрическим полино-
мом ( )nT u  2n-го порядка и, соответственно, определяется равенством 

0 1 2 3 4( ) sin cos sin 2 cos 2 ...ny T u p p u p u p u p u         

 2 1 2sin cos ,n np nu p nu   (1.9) 

где n – любое конечное натуральное число, а ,  0,2 ,ip i n  – коэффициенты 
полинома, являющиеся ограниченными вещественными числами, не завися-
щими от значений u. 

Как видно из данного равенства, при любом заданном значении 
*

yy y I   задача определения значения *,u  при котором выполняется ра-

венство 

* * * * *
0 1 2 3 4( ) sin cos sin 2 cos2ny T u p p u p u p u p u        

 * *
2 1 2... sin cos ,n np nu p nu    (1.11) 

сводится к решению тригонометрического уравнения вида 

 *
0 1 2 3 4sin cos sin 2 cos 2p y p u p u p u p u       

 2 1 2... sin cos 0.n np nu p nu      (1.12) 

Тригонометрические полиномы вида (1.10) широко используются при 
аналитическом представлении таблично и графически заданных периодиче-
ских функций, получаемых в результате экспериментальных исследований 
различных периодических процессов и явлений. В частности, они находят 
широкое применение во многих отраслях науки, техники и производства, где 
приходится иметь дело с колебательными процессами и явлениями. Исполь-
зование данных полиномов обусловливает необходимость решения тригоно-
метрических уравнений вида (1.12). 
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2. СОДЕРЖАТЕЛЬНАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СУЩНОСТЬ 
МЕТОДА ДИХОТОМИИ 

Методом дихотомии можно назвать не один-единственный метод реше-
ния нелинейных уравнений, а бесконечное множество методов подобного 
назначения. В самом деле, здесь речь идет лишь о делении, как будет видно 
чуть ниже, отрезка uI  на две части и при этом никак не оговаривается, на ка-
кие две части делится или должен делиться данный отрезок. Но совершенно 
ясно следующее: 

1) разделить данный отрезок на две части можно сколь угодно многими 
способами, воспользовавшись при этом следующим очевидным тождеством 

 (1 )u u ul l l     , (2.1) 

где ul  – длина отрезка ;uI    – любое вещественное число, принадлежащее 

отрезку, 1 [0,1]I   а слагаемые ul  и (1 ) ul   – длины первой и второй частей 

отрезка ;uI   

2) каждому значению   из 1I  соответствует единственное деление (рас-
сечение) интервала на 2 части; 

3) значению 0   соответствует разделение uI  на такие две части, дли-

ны которых удовлетворяют равенствам 0l   и ( )1 ;l l   

4) значению 1,0   сопоставляется разбиение uI  на такие две части, 

длины которых определяются равенствами 1,0 l   и ( )1 0,l   и, таким 

образом, как и при 0,   в данном случае никакого рассечения uI  нет; 
5) зависимости длин первой и второй части от значений v предельно 

наглядно иллюстрируются графиками, представленными на рис. 2.1, где 1l  и 

2l  – соответственно длины первой и второй части отрезка ,uI  определяемые 

равенствами 1l l   и 2 ( ) .1 ll    . Из рисунка и равенства (2.1) непосред-

ственно видно, что независимо от того, какова длина l отрезка ,uI  при 

0,5   длины 1l  и 2l  оказываются равными 0,5l. 
 

 

Рис. 2.1. Графики зависимостей l1 и l2 от   

Fig. 2.1. Dependency graphs l1 and l2 of    

Как показывает обзор работ [1–7], термин «метод дихотомии» использу-
ется как синоним терминов «метод деления отрезка пополам» [3, 6], «метод 
половинного деления отрезка» [1, 2, 5] или «метод бисекции» [4, 11], приме-

l

v

1l

2l

0 0.5

0.5l0,5l

0,5
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няемых для названия одного и того же метода решения нелинейных уравне-
ний, в котором отрезок uI  делится на две равные части. В основе метода де-
ления отрезка пополам или половинного деления отрезка [6] лежит теорема 
об обращении функции в нуль. Данная теорема называется также теоремой 
Больцано–Коши. Формулируется она следующим образом [6]. 

Пусть функция ( )y u   определена и непрерывна в любой точке отрез-

ка uI  и на концах этого отрезка принимает значения разных знаков. Тогда 

между границами 0a  и 0b  отрезка uI  необходимо найдется точка *,u u   
в которой данная функция обращается в нуль и, соответственно, удовлетво-
ряет равенству 

 *( ) 0.u   (2.2) 

Данная теорема имеет простой геометрический смысл: если непрерыв-
ная кривая, являющаяся графиком непрерывной функции ( ),y u   переходит 
с одной стороны оси 0U на другую, то она неизбежно пересекает эту ось 
(рис. 2.2) и ее использование позволяет предложить простейший и предельно 
универсальный численный метод, пригодный для решения любого нелиней-
ного уравнения вида (1.6), который далее будем называть методом деления 
отрезка пополам. Данный метод относится к классу итерационных вычисли-
тельных методов.  

 

 
Рис. 2.2. Геометрическая интерпретация метода деления  

отрезка пополам 

Fig. 2.2. Geometric interpretation of the segment bisection method 

При этом на каждой k-й, k = 1, 2, 3,…, из итераций его применения вы-
полняются следующие три операции: 

1) определение среднего значения ku  нижней 1ka   и верхней 1kb   гра-

ниц отрезка , 1 1 1,  [ ]u k k kI a b    в соответствии с равенством 

 1 1( ) / 2k k ku a b   ; (2.3) 

2) вычисление значения ky  функции ( )y u   в найденной точке ku u  
согласно равенству  

  k ky u  ; (2.4) 

1 2a a0a
*u 2 3b b 1b b

 y u

 0 0a 

3a

 0 0b 
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3) изменение границ 1ka   и 1kb   отрезка , 1u kI   в соответствии с прави-

лами: 

 1,  если 0;

,  если 0;
k k

k
k k

a y
a

u y
 

  
 (2.5) 

 
1

,  если 0;

,  если 0.
k k

k
k k

u y
b

b y


  

 (2.6) 

Равенства (2.3)–(2.6) полностью представляют состав и последователь-
ность реализации вычислительных и логических операций, выполняемых на 
k-й итерации, k = 1, 2, 3,…, в соответствии с рассматриваемым методом.  
В завершение его описания приведем четыре замечания, раскрывающих его 
содержательную и математическую сущность, а также возможности и усло-
вия его практического применения. 

Замечание 1. Как видно из (2.3), отрезок , 1u kI   на k-й итерации делится 

на две строго равные части. Данное обстоятельство является достаточным 
основанием назвать рассматриваемый метод методом половинного деления 
отрезка [1, 2, 5] или методом деления отрезка пополам [3, 6]. Очевидно, что 
каждое из этих названий отражает его содержательную сущность. Не менее 
очевидно и то, что каждое из них охватывается названием «метод дихото-
мии», в котором никак не оговаривается, на равные или неравные две части 
делится заданный отрезок, и, таким образом, подчеркивается лишь то, что 
данный отрезок делится именно на две части. Именно деление на две, но не-
равные части позволяет повысить скорость сходимости вычисляемых с его 
применением решений ,ku  1,  2,  3...k  . 

Замечание 2. Математическая сущность метода деления отрезка пополам 
изложена выше применительно к случаю, когда функция ( )y u   является 
монотонно возрастающей функцией. Однако вполне очевидно, что с немень-
шим успехом его можно использовать и в случае, когда данная функция яв-
ляется монотонно убывающей функцией. Для этого, как нетрудно убедиться 
непосредственной проверкой, необходимо и достаточно вместо правил (2.5) и 
(2.6) воспользоваться правилами вида 

 1,  если 0;

,  если 0;
k k

k
k k

a y
a

u y
 

  
 (2.7) 

 
1

,  если 0;

,  если 0.
k k

k
k k

u y
b

b y


  

 (2.8) 

Данные условия позволяют непосредственно видеть, что и в этом случае 
имеющийся отрезок , 1u kI   на k-й итерации делится на две равные части и 

соответственно на каждой из них сужается в два раза. 
Замечание 3. При k = 1, т. е. при выполнении первой итерации его при-

менения в качестве отрезка 0 ,uI  здесь используется заданный нам отрезок uI , 
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и, как вытекает из (2.3), среднее значение 1u  при этом оказывается не чем 

иным, как срединой отрезка .uI  Вполне очевидно, что длина 0l  отрезка 0uI  

при этом оказывается равной длине l отрезка ,uI  определяемой равенством  

 0 0( ).l b a   (2.9) 

Не менее очевидно и то, что длина kl  отрезка ,ukI  полученного на k-й 
итерации, вычисляется в соответствии с равенством 

 1 1 0 0( ) ( ) 2 ( ) 2k
k k k k kl b a b a b a        (2.10) 

и с увеличением k монотонно уменьшается и стремится к нулю со скоростью 
геометрической прогрессии, знаменатель которой равен 1/2. 

3. ИНСПЕКЦИОННЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДА ДИХОТОМИИ 

Под инспекционным анализом в данном случае имеется в виду анализ 
метода дихотомии, выполняемый предельно обстоятельно и имеющий целью 
оценку его соответствия требованиям, предъявляемым к методам решения 
нелинейных уравнений вида (1.6), а также возможностей его совершенство-
вания. Как это и делается при проведении подобного анализа любого другого 
объекта исследования, прежде всего отметим достоинства метода дихотомии, 
т. е. его особенности, обусловливающие предпочтительность его использова-
ния для решения уравнений (1.6) по сравнению с другими численными мето-
дами подобного назначения. Данные особенности можно обнаружить, если 
рассмотреть соотношения (2.3)–(2.8). При этом можно видеть, что наиболее 
характерными из них являются следующие 7 особенностей. 

1. Универсальность, обеспечиваемая минимумом требований к функ-
ции ( )u  в уравнении (1.6). Как следует из теоремы, лежащей в основе ме-
тода дихотомии (см. п. 3), для его успешного применения необходимо и до-
статочно, чтобы функция ( )u  была непрерывной и на концах отрезка uI  
имела значения разных знаков. Данные условия являются необходимыми и 

достаточными условиями существования решения *u  уравнения (1.6), и, 
таким образом, если какое-либо из них не выполняется, то это означает, что 
в отрезке uI  не существует ни одного значения u, удовлетворяющего урав-
нению (1.6). С другой стороны, никаким другим условиям (например, усло-
вию дифференцируемости, как это необходимо для применения метода 
Ньютона, или любым другим условиям) функция ( )y u   удовлетворять не 
должна. 

2. Предельная идейная и алгоритмическая простота. Из соотноше-
ний (2.3)–(2.8) видно, что основная идея данного метода заключается в деле-
нии имеющегося отрезка , 1u kI   на две равные части и в выборе для дальней-

шего использования той из его половин, которая содержит в себе искомое 

решение *u  и, таким образом, действительно является предельно простой. 
Столь же простым является и реализующий данную идею алгоритм, пред-
ставленный соотношениями (2.3), (2.5), (2.6) и (2.7), (2.8). При этом слож-



Дихотомия. Дихотомия? Дихотомия! Основные положения, проблемы терминологии… 103

ность и объем вычислений, необходимых для получения приближенного  
решения ku , определяются сложностью «устройства» функции ( ).y u    
Как видно из соотношений (2.3)–(2.8), в результате выполнения k-й итерации, 
k = 1, 2, 3,…, мы получаем отрезок ,ukI  заведомо содержащий искомое ре-

шение *,u  и это решение удовлетворяет следующим строгим равенствам: 

 *
k ka u b  . (3.1) 

3. Доступность для программной и аппаратной реализаций. Возможно-
сти современных средств вычислительной техники и наличие различного ро-
да уровней языков программирования, а также отмеченные выше идейная и 
алгоритмическая простота позволяют реализовать его как программно, так и 
аппаратно и делать это практически при любой функции ( ),y u   фигури-
рующей в уравнении (1.6). 

4. Устойчивость к ошибкам вычислений. Как видно из соотноше-
ний (2.3)–(2.8), замечательной особенностью метода дихотомии является то, 
что решение обратной задачи при его использовании сводится к решению 
последовательности прямых задач, что избавляет от необходимости решать 
плохо обусловленные уравнения, как это имеет место при использовании 
других методов решения нелинейных уравнений, обеспечивает его предельно 
высокую устойчивость по отношению к ошибкам вычислений и является его 
несомненным достоинством. 

5. Возможность интервального оценивания решения *.u  Достоинством 
данного метода является то, что он позволяет вычислять нижнюю (левую) и 

верхнюю (правую) оценки искомого решения *u  и делать это не только по 
окончании процесса его вычисления, но и на каждой из итераций, начиная с 
первой из них. Как видно из (2.5)–(2.8), данными оценками являются грани-
цы ka  и ,kb  вычисляемые согласно равенствам (2.5), (2.7) и (2.6), (2.8).  
При этом последовательность значений первой из них является монотонно 
возрастающей, а второй – монотонно убывающей числовыми последова-
тельностями, и последовательность интервалов ,ukI  содержащих реше-

ние *,u  оказывается монотонно сжимающейся и удовлетворяющей соотно-
шениям 

 0 1 2 , 1...u u u u k ukI I I I I     . (3.2) 

6. Возможность прогнозирования числа итераций, необходимого для 
получения приближенного решения ,ku  абсолютная погрешность 

*
k ku u u    которого не превышает заданное значение .  Действительно, 

как вытекает из соотношений (2.3)–(2.8), в результате выполнения n итераций 

интервал 0 0 0 ,| |uI b a   содержащий решение *,u  уменьшится в 2n  раз и 

соответственно окажется равным 0 0| | / 2 .nb a  В частности, при 5n   он 

уменьшится в 52 32  раза, а при 10n   – в 102 1024,  т. е. более чем в ты-
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сячу раз. Отсюда вытекает, что для получения отрезка ,unI  удовлетворяюще-

го неравенству unI   , необходимо и достаточно решить неравенство 

 0 / 2n
uI    (3.3) 

относительно интересующего нас значения n. Умножив обе его части на 2n   
и разделив их на ,  получим неравенство вида 

 02 / ,n
uI   (3.4) 

которое, очевидно, эквивалентно исходному неравенству (3.3). Логарифми-
руя обе его части и используя при этом десятичные логарифмы, получаем, 
что интересующее нас число n удовлетворяет неравенству 

    0 0lg lg / lg 2 3,3222 lg lgu un I I      . (3.5) 

Если положить 0 10,0,uI   а 0,001  , то, воспользовавшись данным 
неравенством, нетрудно убедиться в том, что число итераций n в этом случае 
должно удовлетворять неравенству 13,33n  . 

7. Простота регуляризации. Как известно [10–15], регуляризация како-
го-либо вычислительного метода или алгоритма – это изменение его таким 
образом, чтобы он оказался менее чувствительным к ошибкам задания ис-
ходных данных решаемой с его применением задачи и к ошибкам вычисле-
ний. В нашем случае исходными данными решаемой задачи являются вычис-
ляемые значения функции ( )y u   и значения ее аргумента u, а ошибками 
задания исходных данных оказываются, соответственно, ошибки вычисления 
значений функции ( )y u   и ее аргумента u. Отсюда, учитывая приведенное 
выше определение понятия «регуляризация», нетрудно видеть, что регуляри-
зацию метода дихотомии можно осуществить следующими двумя способами. 

1. Процесс вычисления решения *u  уравнения (1.6) продолжаем до тех 
пор, пока не будет выполнено, например, условие вида 

 | |k k ub a   , (3.6) 

где u  – некоторое достаточно малое, наперед заданное нами положительное 
число. Необходимость и целесообразность введения данного ограничения 
обусловливается тем, что с увеличением числа итераций длина отрезков ukI  

уменьшается, а их границы ka  и kb  оказываются всё более близкими числа-
ми. Как известно из вычислительной математики [1, 4] и численных мето-
дов [2, 3, 5], при вычислении разности двух близких чисел неизбежно появля-
ется погрешность ее вычисления, и эта погрешность оказывается тем больше, 
чем ближе границы ka  и kb . Отсюда вытекает, что введение ограничения 

(3.6) позволяет ограничить погрешность вычисления длины отрезка ,ukI  а 

соответственно и погрешность вычисления решения ,ku  принадлежащего 
данному отрезку, и, таким образом, регуляризировать рассматриваемый ме-
тод (рис. 3.1). Вполне очевидно, что точность решения ,ku  вычисляемого с 
применением регуляризированного метода, а также число итераций, необхо-
димых для его вычисления, будут существенно зависеть от u . 
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Рис. 3.1. Регуляризация метода с использованием  

ограничений снизу на длину отрезка Iuk 

Fig.3.1. Regularization of the method using lower  
constraints on the length of the segment Iuk 

2. Процесс вычисления решения *u  уравнения (1.6) продолжаем до тех 
пор, пока не будет выполнено следующее неравенство: 

 | ( ) |ku    , (3.7) 

где   – некоторое, наперед заданное достаточно малое положительное чис-

ло. Необходимость и целесообразность введения данного условия обусловли-
ваются, во-первых, тем, что значения функции ( )u  при любом значении ее 

аргумента u  вычисляются с некоторой абсолютной погрешностью 
( )y y u   , зависящей от значений аргумента u. Во-вторых, в окрестности 

истинного решения *u  значения функции ( )u  неизбежно оказываются ма-
лыми по абсолютной величине и могут оказаться сравнимыми с погрешно-
стью ее вычисления. Но это означает, что при приближении решения ku   

к истинному решению *u  оно неизбежно попадет в полосу ошибок (рис. 3.2) 
и его дальнейшее уточнение окажется невозможным, а продолжение процес-
са вычисления решений ku  – бессмысленным. Таким образом, вводя в алго-

ритм условие (3.7), мы исключаем возможность попадания решений ku  в по-
лосу неустранимых ошибок и осуществляем регуляризацию обсуждаемого 
метода. Как и в предшествующем случае, точность решения ,ku  вычисляе-
мого с использованием регуляризированного метода, и число итераций, не-
обходимых для его вычисления, будут существенно зависеть от  . 

Каждая из отмеченных выше семи особенностей является очевидным 
достоинством метода дихотомии и представляет значительный интерес с точ-
ки зрения его практического использования. В этой связи возникает вопрос: 
почему при наличии столь многих и несомненно полезных достоинств метод 
дихотомии не нашел широкого практического применения и оказался мало-
востребованным? 
 

u

 y u
d

y

*u u
c

a b

2 u
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Рис. 3.2. Регуляризация метода с использованием  

ограничений снизу на длину отрезка   

Fig. 3.2. Regularization of the method using lower  
constraints on the length of the segment   

Причин тому три, и первой из них является низкая скорость сходимости 

решений ,ku  вычисляемых с его использованием, к истинному решению *u  
уравнения (1.6) и значительные объемы вычислений, затрачиваемые на полу-
чение достаточно точного решения. Вторая причина непопулярности заклю-
чается в том, что наряду с данным методом в XVIII–XIX веках был предло-
жен еще целый ряд других численных методов решения нелинейных уравне-
ний, применение которых позволяет вычислять последовательности реше-

ний ku  уравнения (1.6), сходящиеся к его истинному решению *u  с суще-
ственно более высокой скоростью, и получать достаточно точное его реше-
ние с меньшими затратами вычислений и времени. И, наконец, третьей при-
чиной невостребованности метода дихотомии является то, что первейшей 
заботой всякого решателя нелинейных уравнений было сокращение объемов 
вычислений и их экономия. Поэтому выбор того или иного метода решения 
нелинейного уравнения был практически предопределен и осуществлялся не 
в пользу метода дихотомии. 

Наиболее часто при этом предпочтение отдавалось методу Ньютона или 
методу касательных. Причиной его большой популярности и востребованно-
сти является высокая скорость сходимости вычисляемых с его применением 

приближенных решений ku  уравнения (1.6) к его истинному решению *.u  

Как известно [1, 6], решения ku  удовлетворяют следующему неравенству: 

 
2* *

1 2k ku u M u u m   . (3.8) 

Здесь M и m – постоянные величины, определяемые равенствами вида 
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где argmax{…} – аргумент максимума, а argmin{…} – аргумент минимума – 
значения аргумента u, при которых модули второй и первой производных 
функции ( )u  принимают максимальное и минимальное значения. Из (3.8) 

видно, что в его правой части стоит квадрат модуля *
1 –ku u , и, следова-

тельно, если *
1 – 1,ku u   то k-е приближенное решение ku  оказывается на 

два порядка ближе к истинному решению *u  уравнения (1.6), чем решение 

1.ku   Именно эта особенность метода Ньютона и делает его одним из самых 
эффективных численных методов решения нелинейных уравнений и позволя-
ет говорить о том, что последовательность приближенных решений ,ku  вы-
числяемых с его помощью, имеет квадратичную скорость сходимости.  

Так, если при некотором 1k   имеет место неравенство *
1 0,01ku u   ,  

то * 0,0001ku u  , и, таким образом, если начальное приближенное реше-

ние 0u  уравнения (1.6) выбрано достаточно близким к его истинному реше-

нию *,u  то для уточнения 0u  потребуется всего лишь одна-две итерации.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Выявленные выше 7 особенностей метода деления отрезка пополам пре-
дельно наглядно иллюстрируют привлекательность его применения в автома-
тических и автоматизированных системах различного назначения (управле-
ния, наблюдений и т. п.), функционирующих в режиме real time. Они же поз-
воляют вполне однозначно заключить следующее: 

1) из всех известных в настоящее время методов решения нелинейных 
уравнений применение данного метода обеспечивает наиболее широкие воз-
можности для создания робастных автоматизированных систем самого раз-
нообразного назначения; 

2) круг данных возможностей можно еще более расширить, если каким-
либо приемлемым с точки зрения реализации в режиме real time способом 
увеличить скорость сходимости решений нелинейных уравнений, вычисляе-
мых с его применением. 
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Abstract 

When creating modern systems of automatic control of various processes and objects op-
erating in real time, very often one has to face the problem of solving various kinds of nonline-
ar scalar equations. Currently, there are a number of computational methods and algorithms for 
its solution, one of which is the dichotomy method. This method has a number of advantages in 
comparison with other known methods for solving nonlinear equations, but at present it has not 
found wide practical use. The main reason for its low popularity is the low rate of convergence 
of the sequence of approximate solutions and a large amount of computation required to obtain 
sufficiently accurate solutions. The purpose of the study is to consider in detail distinctive fea-
tures of the dichotomy method and show the preference of its use in comparison with other 
known methods. We propose a modified version of the dichotomy method that allows one to 
obtain more rapidly converging sequences of approximate solutions to nonlinear scalar equa-
tions and requires significantly fewer computations required to obtain solutions with the desired 
accuracy. By solving a number of specific nonlinear equations, it is possible to illustrate the 
higher convergence rate of the sequence of approximate solutions calculated using the modified 
dichotomy method and, thereby, to substantiate the advantage of the new method for its use in 
creating various automatic control and regulation systems. Based on the results obtained a mod-
ification of the method for segment bisection is proposed. It has all the main advantages of the 
modified method. The research results can be used in the development of modern automatic 
control systems for various technological processes and objects. 

Keywords: dichotomy, segment, bisection of a segment, convergence rate, robustness, 
automatic control, derivative, concept, automatic controller 
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