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Рост сложности объектов управления вынуждает использовать всё более продвинутые 
методы синтеза. Относительно простые объекты представляются в виде одноканальной систе-
мы или в виде комбинации таковых и рассчитываются отдельно. Более сложные системы 
необходимо рассматривать как многосвязные. Для этого существует несколько подходов.  
В рамках настоящей работы рассмотрим синтез системы, представленной в виде полиноми-
ального матричного разложения. Оно позволяет записать замкнутую систему в таком виде, что 
по аналогии с одноканальными системами удается выделить «числитель» и «знаменатель» не 
только объекта и регулятора, но и всей системы. Для многоканальных объектов они запишутся 
в матричном виде, позволяя выделить характеристическую матрицу, определитель которой 
является характеристическим полиномом. 

В работе рассматривается вывод четырех вариантов полиномиально матричного разло-
жения (ПМР) замкнутой системы. Такая разнообразность представления замкнутой системы 
вытекает из эквивалентной записи передаточной матрицы в виде левого и правого ПМР объек-
та или регулятора. Из четырех вариантов записи системы выделены два варианта характери-
стической матрицы – левая и правая. При преобразовании их к диагональному виду элементы, 
стоящие на главной диагонали, содержат в себе полюса замкнутой системы по соответствую-
щему каналу. Из приведенного в конце статьи примера видно, что для неквадратного объекта 
(количество входных и выходных величин не равно, non-square object) с количеством входных 
воздействий, превышающим количество выходных величин, удобнее использовать левую ха-
рактеристическую матрицу потому, что она имеет меньшую размерность. Правая характери-
стическая матрица также может быть применена для синтеза такого объекта управления, но 
полученное решение более сложное и неочевидное. Ситуация меняется на противоположную, 
если рассматривать объект с количеством входов меньшим, чем количество выходов. В таком 
случае правая характеристическая матрица будет меньшего размера и более подходящей для 
синтеза. Из этого следует вывод, что процедура синтеза системы управления для неквадратных 
объектов отличается в зависимости от количества входов и выходов. 

                                                      
* Статья получена 23 октября 2020 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Синтез систем управления в пространстве состояний впервые появился в 
1960-х и до 1980-х отмечен в большинстве книг по управлению. Применение 
описания системы в пространстве состояний позволило систематизировать 
изучение многоканальных систем (MIMO – multi input multi output) управле-
ния. Основные идеи такого описания: наблюдаемость и управляемость си-
стемы, переход к каноническим видам, расчет регулятора в обратной связи и 
вычисление недостающих элементов вектора состояния при помощи наблю-
дателя состояния. 

Альтернативным подходом синтеза многоканальных систем, который 
был предложен в 1970-х годах, является описание через полиномиальные 
матрицы [1–4] или дифференциальные операторы. Так же как и описание си-
стемы в пространстве состояний, полиномиальное матричное описание поз-
воляет представлять многоканальные объекты в удобном для синтеза виде, 
поэтому синтез системы управления, не отличаясь сложностью, имеет ряд 
преимуществ. 

Многоканальные линейные объекты разделяют на несколько видов.  
В зависимости от соотношения количества входных воздействий и выходных 
величин они могут быть квадратными (square) и неквадратными (non-
square). Синтез систем в полиномиальном матричном представлении для 
квадратных объектов хорошо описан в работах [5–7]. В [8] решена задача по-
иска регулятора пониженного порядка путем дифференцирования характери-
стического полинома. Такой подход позволяет уменьшить порядок рассчиты-
ваемого регулятора, но при этом вводятся некоторые ограничения на полу-
ченную динамику процессов. В [9] описан модальный метод синтеза для объ-
ектов в полиномиальном матричном разложении. В работе [10] найдено ре-
шение для регулятора повышенного порядка, где полученные при повыше-
нии порядка системы свободные параметры используются для достижения 
дополнительных качественных характеристик системы.  

Множество объектов управления имеют неквадратную структуру. Син-
тез системы управления для таких объектов представляется более интерес-
ной задачей. Перевернутый маятник [11], являясь неустойчивым и не мини-
мально фазовым объектом, выступает ярким примером неквадратной си-
стемы, имеющей одно входное воздействие (приложенная к основанию си-
ла) и две выходные величины (угол отклонения маятника и положение ка-
ретки). Синтез такой системы различными методами представлен в рабо-
тах [12–16], также расчет регулятора пониженного порядка для двойного 
перевернутого маятника представлен в работе [17]. Для повышения каче-
ства стабилизации перевернутый маятник можно представить в виде нели-
нейного объекта управления. В таком случае применима линеаризация по 
обратной связи [18–20] (linearization by output injection). Синтез такой мо-
дели представлен в работах [21–24]. Линейная модель бокового движения 
высокоманевренного летательного аппарата на больших углах атаки [25] 
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является неквадратным объектом, где угол скольжения, угловая скорость 
крена, угловая скорость рыскания и угол крена являются выходными вели-
чинами, а угол отклонения элеронов и угол отклонения руля направления – 
входными. Разработку алгоритмов синтеза для такого рода объектов можно 
найти в работах [25–28].  

В рамках настоящей работы постараемся показать некоторые основные 
понятия, необходимые для полиномиального синтеза не квадратных объектов, 
а именно вывод четырех вариантов разложения замкнутой системы объект–
регулятор. Для случая, где входов больше, чем выходов, в работе рассчитан 
регулятор [29] для правого полиномиального разложения. В работах [30, 31] 
рассчитан регулятор для объекта с одним входом и двумя выходами. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Синтез системы управления выполним заданием желаемых полюсов за-
мкнутой системы для объекта с матричной передаточной функцией (далее 

МПФ) ( ) ( ) p m
oW s R s  , имеющего 1( ) ( )mu s R s  входных воздействий и 

1( ) ( )py s R s  выходных величин, который записывается полиномиальным 
матричным разложением (polynomial matrix description), далее ПМР, в сле-
дующем виде: 

 1( ) ( ) ( )oW s N s D s 1( ) ( )D s N s   , (1) 

где ( ) [ ]m mD s R s  , ( ) [ ]p pD s R s  , ( ), ( ) [ ]p mN s N s R s  . Система управле-

ния состоит из регулятора ( ) [ ] ,m p
rW s R s   стоящего в прямой связи и име-

ющего следующее ПМР: 

1( ) ( ) ( )rW s X s Y s 1( ) ( )Y s X s   , 

где ( ) [ ]p pY s R s  , ( ) [ ]m mY s R s  , ( ), ( ) [ ]m pX s X s R s  , а также имеющего 

2 ( ) ( ) pu s R s  и 2 ( ) ( )my s R s . На рисунке представлена структурная схема 
системы. 
 

Wr(s) Wo(s)-
y1u2r2

+

r1

u1y2

 
Структурная схема «объект–регулятор» 

An object-regulator structural scheme 

Передаточная матрица имеет левое или правое ПМР. Таким образом, 
имея одну передаточную матрицу объекта и одну – регулятора, можно полу-
чить четыре варианта записи замкнутой системы. Ниже представлена теорема 
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[1, с. 301], которая служит для выбора порядка регулятора, а также описывает 
характеристическую матрицу замкнутой системы (далее ХМЗС) и передаточ-
ную матрицу замкнутой системы. 

Теорема. Объект описан  строго правильной рациональной матрицей 

( )W s  размером p m . Пусть ( )W s  разложена на 1( ) ( ) ( )W s D s N s   , где 

( )D s , ( )N s  – взаимно простые слева и ( )D s  – строчно правильная со степе-

нями строк i , 1i p  . Пусть   – столбцовый индекс ( )W s  и пусть 

1im    . Тогда для любой строчно и столбцово правильной полиномиаль-

ной матрицы ( )С s  размером p p  такой, что 

1 2 1 2lim ( ,  , ) ( ) ( ,  , )p pmm m
h

s
diag s s s С s diag s s s С

    


   

– несингулярная числовая матрица, существует такой правильный регуля-

тор 1( ) ( ) ( )rW s X s Y s , где ( )Y s  – столбцово правильная со степенями 

столбцов im  такая, что 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D s Y s N s X s С s    , (2) 

и передаточная матрица вход системы выход объекта следующая: 

 1( ) ( ) ( ) ( )clW s I Y s C s D s    . (3) 

Уравнение (3) описывает передаточную матрицу замкнутой системы с 
левой характеристической матрицей (2). Определитель характеристической 

матрицы det ( )С s  является характеристическим полиномом замкнутой си-
стемы. В данной теореме приведено решение для объекта в левом полиноми-
ально матричном представлении и регулятора – в правом. 

2. ВАРИАНТЫ ПОЛИНОМИАЛЬНО МАТРИЧНОГО 
ОПИСАНИЯ СИСТЕМЫ 

Существуют и другие варианты представления, которые рассмотрены 
в работе [4]. Ниже представим вывод четырех вариантов разложения и пока-
жем, что они эквивалентны.  

Введем дополнительные переменные 1,2 ( )z s  и 1,2 ( )z s , тогда уравнения 

объекта и регулятора можно записать в следующих четырех вариантах: 

 1 1( ) ( ) ( )D s z s u s ,    1 1( ) ( ) ( )y s N s z s , (4) 

или  

 1 1( ) ( ) ( ) ( )D s z s N s u s  ,    1 1( ) ( )y s z s  ,  (5) 
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и регулятора: 

 2 2( ) ( ) ( )Y s z s u s ,    2 2( ) ( ) ( )y s X s z s , (6) 

или  
 2 2( ) ( ) ( ) ( )Y s z s X s u s  ,    2 2( ) ( )y s z s  ,  (7) 

где 1 1 2( ),  ( ),  ( ) ( )mz s u s y s R s  и 2 2 1( ),  ( ),  ( ) ( )pz s u s y s R s . Стоит заметить, 

что ( ( ),  ( ))D s N s   и ( ( ),  ( ))Y s X s   должны быть взаимно простыми слева, а 
( ( ),  ( ))D s N s  и ( ( ),  ( ))Y s X s  – взаимно простыми справа. 

По рис. 1 выпишем уравнения входов объекта и регулятора 

 1 1 2( ) ( ) ( )u s r s y s  ,    2 2 1( ) ( ) ( )u s r s y s  , (8) 

где 1( ) ( )mr s R s , 2 ( ) ( )pr s R s . Дополнительные выходы и входы 1( )u s , 

2( )u s  и 1( )v s  позволяют представить уравнения замкнутой системы в виде 
блочных матриц, что упрощает анализ и дает дополнительные возможности 
для синтеза. 

3. ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ПОЛИНОМИАЛЬНОГО 
РАЗЛОЖЕНИЯ ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

Покажем эквивалентность записи объекта и регулятора в различных по-
линомиальных разложениях, для этого рассмотрим вывод четырех разложе-
ний системы управления. Далее для компактности будем писать аргументы у 
функций только в случае неоднозначности описания, в остальных случаях 
опустим. 

1. Правое полиномиально матричное разложение объекта (4) и левое 
разложение регулятора (7). В уравнение (8) вместо 1y  и 2y  подставим  

их из (4) и (7) и получим 1 1 2u r z   , 2 2 1u r Nz  . Далее, подставив полу-
ченные уравнения входных воздействий в (4) и (7), соответственно полу-
чим 1 1 2Dz r z   , 2 2 1( )Yz X r Nz   , перегруппируем, тогда 1 2 1Dz z r  , 

2 1 2Yz XNz Xr    , или в виде блочных матриц 

1 1

2 2

0

0

z rD I I

z rXN Y X

             
        

,    1 1

2 2

0

0

y zN

y zI
         

    
. 

Также можно вывести следующую запись замкнутой системы. Возьмем 
уравнение (4) 1 1Dz u , подставим 1u  из уравнения (8): 1 1 2,Dz r y   далее 

вместо 2y  подставим разложение регулятора 1
1 1 2 ,Dz r Y Xu     затем из 

уравнения (8) – значение 2u , тогда 1
1 1 2 1( )Dz r Y X r y    , после этого под-

ставим из уравнения (4) 1 1y Nz  и получим 

1
1 1 2 1( )Dz r Y X r Nz       1

1
2

( )
r

YD XN z Y X
r
    
 

    , 
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при этом 1 1y Nz , 1 1 2u r y  1 1 2Dz r y   , или 

1 1
1

2 2

0 0

0

y rN
z

y rD I
                   

. 

Подставив ранее полученный 1,z  получим следующую запись замкнутой 
системы левого разложения регулятора и правого разложения объекта: 

  1 11

2 2

0 0
( )

0

y rN
YD XN Y X

y rD I
                     

    . (9) 

При рассмотрении задания 2r  и выходной величины 1y  получим следу-
ющую замкнутую систему: 

 1
1 2( )y N YD XN Xr    , (10) 

или 1
1 2y NС X r  , где 

 .С YD XN    (11) 

Уравнение (11) представляет собой правую характеристическую матри-
цу системы, представленной на рис. 1. 

2. Левое ПМР объекта (5) и правое – регулятора (6). Выполним анало-
гичные операции, как для первого случая, тогда получим записи, аналогич-
ные уравнениям (9), (10), (11): 

1 1

2 2

0

0

z rD NX N

z rI Y I

            
      

 
,    1 1

2 2

0

0

y zI

y zX
             


, 

 1 11

2 2

0
( )

0 0

y rY I
DY NX N D

y rX
                      

    . 

Выпишем необходимую для синтеза передаточную матрицу выхода 1y  

от входа 2 :r  

 1
1 2( ( ) )y I Y DY NX D r     . (12) 

Распишем уравнение (12) 1
1 2 ( )y r Y DY NX D      и выполним замену 

переменной: 1 2 1y r y 
, тогда 1

1 2( ) ,y Y DY NX Dr      или 1
1 2y YС Dr   , где  

 .С DY NX      (13) 

Полюса систем (10) и (12) одинаковы, что говорит о том, что если си-
стема (10) устойчива, то и система (12) будет устойчива. Полученная левая 
характеристическая матрица (13) и уравнение (2) из теоремы одинаковы. 



Полиномиальное матричное разложение при синтезе неквадратных САУ 27

3. Левое ПМР объекта (5) и регулятора (7). Подставим в уравнение (8) 
значения выходов 1y , 2y  из уравнения (5) и (7), а затем полученное выраже-

ние подставим в уравнения входов 1u , 2u  (5) и (7), получим следующую  
запись: 

1 1

2 2

0

0

z rD N N

z rX Y X

            
      

  
  

,    1 1

2 2

y z

y z
      
   




. 

4. Правое ПМР объекта (4) и регулятора (7). Подставим в уравне-
ние (8) значения выходов 1y , 2y  из уравнения (4) и (7), а затем полученное 

выражение подставим в уравнения входов 1u , 2u  (4) и (7), получим следую-
щую запись: 

1 1

2 2

z rD X

z rN Y

              
,    1 1

2 2

0

0

z yN

z yX
             

. 

Уравнения (11) и (13) описывают характеристическую матрицу замкну-
той системы, которая используется в дальнейшем для задания желаемых по-
люсов замкнутой системы, причем по каналу каждого управления возможно 
задавать собственные полюса. 

4. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ПОЛИНОМ ЗАМКНУТОЙ 
СИСТЕМЫ 

Характеристическая матрица для эквивалентных взаимно простых поли-
номиально матричных описаний системы различна, но ее определитель, т. е. 
характеристический полином, инвариантен к выбору разложения. Покажем, 
что ХМЗС замкнутых систем одинаковы, для этого перепишем их в виде 
уравнения вход–выход: 

 
1

1 1

2 2

0 0

0 0

y rI D NX N

y rX I Y I

               
       

  
, (14) 

 
1

1 1

2 2

0 0

0 0

y rN D I I

y rI XN Y X

                         , (15) 

 
1

1 1

2 2

0

0

y rD N N

y rX Y X

             
      

  
   , (16) 

 
1

1 1

2 2

0

0

y rN D X

y rX N Y

                
. (17) 
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Эти передаточные матрицы, описывающие одну и ту же систему, экви-
валентны при условии, что объект и регулятор взаимно простые. Тогда ха-
рактеристические полиномы будут иметь одинаковые корни: 

 

det ~
D NX

I Y

 
 
 

 
det

D I

XN Y

 
 
   ~ det

D N

X Y

 
 
 

 
  ~ det

D X

N Y

 
 
 

. 

Покажем это, воспользовавшись формулой преобразования определите-
ля блочной матрицы [32], которая записывается в следующем виде: 

1det det det ( )
A B

A D CA B
C D

    
 

1det ( )detA BD C D  . 

Рассмотрим случаи левого ПМР объекта и правого ПМР регулятора (14): 

1det det det ( )
D NX

D Y D NX
I Y

 
  

 

     det ( ) detDY NX C     , 

или правое ПМР объекта и левое ПМР регулятора (15): 

1det det det ( )
D I

D Y XND
XN Y

    
 

 
  det ( ) detYD XN C    . 

Рассмотрим случаи левого ПМР объекта и левого ПМР регулятора (16): 

1det det det ( )
D N

D Y XD N
X Y

 
  

 

      
 

1det ( )detY XND D      

1det ( )det detYD XN D D    . 

Так как det ( ) det ( )D D   , то det det ( )
D N

YD XN С
X Y

 
     

 

   
  , где   – 

константа. Далее найдем аналогично для правого ПМР объекта и регулято-
ра (17): 

1det det det ( )
D X

D Y ND X
N Y

     
 

1det det det ( )D D YD NX    , 

или det ( )YD NX С      . Таким образом, в свернутом виде полюса системы 

можно задавать с помощью двух матричных уравнений [ ]m mС R s   и 

[ ]p pС R s  , описываемых выражениями (11) и (13).  
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5. ПРИМЕР СИНТЕЗА 

На примере неустойчивого и не строго правильного объекта 

( ) ( ) p mW s R s   с передаточной матрицей 

 

1 1
1

1 2( )
1

1 1
3

s sW s

s

 
    
  
 

 (18) 

покажем возможность синтеза неквадратной САУ через найденные уравне-
ния характеристических матриц (11) и (13). На первом этапе рассчитаем ре-
гулятор от левого полиномиального матричного разложения объекта, а на 
втором – от правого. 

Левое взаимно простое и строчно правильное ПМР передаточной матри-
цы (18) имеет следующий вид: 

 
( 1)( 2) 0

( )
0 3

s s
D s

s

     
 ,    

2 ( 1)( 2) 1
( )

3 1 3

s s s s
N s

s s

        
 , (19) 

где в соответствии с (1) 3m  , 2p  . При помощи двойного взаимно просто-
го разложения (doubly coprime factorization) [33] найдено взаимно простое и 
столбцово приведенное правое ПМР объекта от левого (19), которое имеет 
следующий вид: 

0 0 1

( ) 0 3 0

2 0 0

s

D s s

s

 
     

,    
1 3 1

( )
2 1 1

s
N s

s s

     
. 

Из вида правого ПМР видно, что столбцовый индекс [2] равен 1  ,  
тогда из условий теоремы минимальная степень регулятора равна 

1,2 1 0m     .  

Синтез для левого полиномиального матричного разложения объек-
та произведем, используя характеристическую матрицу (13), затем перейдем 
от левого ПМР объекта к правому и от правого ПМР регулятора – к левому. 
Полученные разложения подставим в характеристическую матрицу (11) и 
сравним полученные результаты. Расчеты приведены в сокращенном виде. 

Уравнения характеристических матриц (11) и (13) являются разновидно-
стью диофантового уравнения, решение которого возможно различными спо-
собами. В нашем случае была применена матрица Сильвестра [10], где неиз-
вестные и известные коэффициенты уравнения записаны в выражении 

d   , где   – числовая матрица неизвестных коэффициентов регулято-

ра,   – числовая матрица Сильвестра, составленная из коэффициентов  

объекта, и d  – желаемая числовая характеристическая матрица коэффици-

ентов. В общем случае   не квадратная, и для единственного решения необ-
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ходимо линейно зависимые строки, содержащие свободные параметры, пере-
нести в матрицу d . Таким образом получим решение вида 

 1
d

     , (20) 

где матрица Сильвестра   квадратная и имеет полный ранг. Зададим для пе-
редаточной матрицы объекта (18) характеристическую матрицу (13) вида 

* 2( ) ( 2 1, 1)С s diag s s s    , тогда правое ПМР регулятора при *( ) ( )С s С s   
следующее: 

1 4
( )

5 1
Y s

    
,    

4 0

( ) 0 4

9 0

X s

 
    
 

,    

4 16
1

( ) 20 4
19

9 36
rW s

 
       

. 

При помощи двойного взаимно простого разложения перейдем от право-
го ПМР регулятора к левому, тогда 

4 0

( ) 20 4

9 0

X s

 
    
 

 ,    

1 4 0

( ) 0 19 0

0 9 1

Y s
 
     

 . 

Передаточная матрица замкнутой системы 1 2,cly W r  одинаковая для 
(14), (15), (16), (17), и правая характеристическая матрица, полученная под-
становкой левого ПМР регулятора и правого ПМР объекта в уравнение (11), 
равны 

2

2

2

5 1 4 12

1( 1)
( )

5 15 10 4

1( 1)

cl

s s

ss
W s

s s

ss

  
        

,    

4 0 5

1
( ) ( 3) ( 1) ( 4)

4
7 0 9

s

C s s s s

s

  
       
 
  

. 

Нулевой порядок регулятора (П-регулятор) обеспечивает необходимые 
полюса замкнутой системы, при этом получены следующие установившиеся 
значения: (0) ( 1 12;  10 4)clW    . Для достижения заданных значений в уста-
новившемся режиме необходимо повысить порядок регулятора и поставить 

интегратор после регулятора, тогда * 3 2 2( ) ( 3 3 1, 2 1)С s diag s s s s s      , 

а регулятор, выполняющий *( ) ( )С s С s  , следующий: 

2 27

51 45

s
Y

     
, 

40 0
1

7 21 27 1
5

51 33 2

X s s

s s

 
       

, 

32 216

277 277
27 281 113 27

277 277
5 6 (275 179)

277 277

r

s s
s s

W
s s

s s

s s

 
 
 

    
      
 

, 



Полиномиальное матричное разложение при синтезе неквадратных САУ 31

а его левое полиномиальное матричное разложение 

277 1869.75
1

( ) 108 1124 452 108
277

511 221

Y s s s

  
      

 ,    

277 0 0
1

( ) 0 128 0
32

60 64 32

s

X s s

 
     

 . 

Ниже не будет приведена правая характеристическая матрица ( )С s  из-за 
ее сложной и не подходящей для понимания структуры. Матричная переда-
точная функция замкнутой системы с регулятором первого порядка следую-
щая: 

3 2

3 2

2 2

3 2

7 9 19 5 27 ( 3)

( 1) ( 1)1
( )

5 51 ( 3 2) 22 5

( 1) ( 1)

cl

s s s s s

s s
W s

s s s s s

s s

    
 

    
    

   

. 

Первый порядок регулятора (ПИ-регулятор) обеспечивает заданные  
полюса замкнутой системы, а также удовлетворительную статику 

(0) (1,1)clW diag . Передаточная матрица замкнутой системы правильная, но 
не строго правильная. Для ее строгой правильности необходимо рассчитать 
строго правильный регулятор, который получится при увеличении порядка. 

 
Синтез для правого полиномиального матричного разложения объ-

екта. Используем характеристическую матрицу (11). По аналогии с (20) для 

правого ПМР объекта решение диофантова уравнения 1
d

    . После вы-
числений получаем следующее левое разложение и передаточную матрицу 
регулятора: 

7 7
0

36 9
( 5)

1 1
16

( 7) (4 8) 4

7 7 7

s
Y

s s

 
 
 

   
    
 

 ,   

7
0

9
0 1

(8 4 )
0

7

X

s

  
 

  
 
 
 

 ,   

4 20 64

75 75
80 16

75 75
9 45 144

75 75

r

s

s s

W
s s
s

s s

     
    
     

. 

Замкнутые передаточная и характеристическая матрицы следующие: 

2 2

2

2 2

5 1 16 48

( 1) ( 1)
( )

5 15 10 16

( 1) ( 1)

cl

s s

s s
W s

s s

s s

  
          

,   2

2

7 7
0 ( 5)

9 36
1

( ) 0 ( 1) 0
16

1
0 0 ( 1)

7

s

С s s

s

   
 
    
 
  
 

. 
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Перейдем от левого к правому ПМР регулятора и, подставив его в (13), 
получим 

1
1

9( )
1 5

( 5)
16 9

Y s

s

  
  
   
 

,   

4
0

9
( ) 1 0

0 1

X s

  
 

  
 
 
 

,   

2

2

( 1)
0

9( )
( 1)

0
16

s

C s
s

 
 
 
  
 

 , 

или эквивалентно ( ) ( )Y s Y s G , ( ) ( )X s X s G , где 
0 16

9 0
G

   
 

, 

1 16
( )

5 5
Y s

s

     
,   

4 0

( ) 0 16

9 0

X s

 
    
 

,   
2

2

( 1) 0
( )

0 ( 1)

s
C s

s

 
    

 . 

Как видим, det det detC C C     , где   константа. 
Для левого разложения объекта рассчитан регулятор первого порядка с 

астатизмом по заданию. Для правого разложения объекта так же был рассчи-
тан регулятор первого порядка, но без астатизма. Так как число входов не 
равно числу выходов, то характеристическая матрица может быть разного 
размера, и для синтеза следует выбирать такое разложение, в котором она 
меньше. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Получены четыре эквивалентных описания замкнутой системы (14), 
(15), (16), (17), представленной на рис. 1, каждое из них по-своему раскрыва-
ет свойства системы. В настоящей работе делается упор на два описания – 
левое ПМР объекта и правое – регулятора, а также правое ПМР объекта и ле-
вое – регулятора. Они в первую очередь необходимы для синтеза системы 
управления, так как позволяют выделить характеристическую матрицу за-
мкнутой системы: в уравнении (11) – правую и в уравнении (13) – левую.  
В рассматриваемом примере неквадратного объекта они различного размера: 
левая 2×2 и правая 3×3. Характеристическая матрица меньшего размера бо-
лее приспособлена для расчета регулятора. Так, для регулятора нулевого по-
рядка, рассчитанного для левого объекта по формуле (13), левая ХМЗС имеет 
диагональный вид, а после перехода к правой по формуле (11) – недиаго-
нальный и содержит в себе элементы с правыми корнями. Тем не менее ха-
рактеристический полином левой и правой ХМЗС одинаков. То есть при ин-
туитивно удобной записи левой желаемой ХМЗС в диагональном виде ее 
правое представление не диагонально и имеет в своем составе полиномы с 
отличными от желаемых корнями. Проверив обратное, получим, что расчет 
регулятора для правого ПМР объекта по формуле (11) так же не диагонально 
и имеет полиномы с положительными корнями, тем не менее синтезирован-
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ная система устойчива и имеет заданные полюса. Левая ХМЗС рассчитанной 
системы имеет диагональный вид с заданными полюсами. Из этого можно сде-
лать вывод, что рассчитывать систему управления для ПМР объекта и регуля-
тора возможно по формулам (11) и (13), но для случая объекта с количеством 
входов большим, чем выходов ( )m p , предпочтительно использовать форму-
лу (13) для левой ХМЗС. В дальнейших работах будет показано, что для случая 
m p  предпочтительно использовать формулу (11) для правой ХМЗС. 
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Abstract 

The application of advanced synthesis methods is due to the increasing complexity of 
control objects. Relatively simple objects are represented as a single-channel system or as a 
combination of such systems and are calculated separately. More complex systems must be 
viewed as multi-input and multi-output systems. There are several approaches to this. Within 
the framework of this paper we will consider the synthesis of a system presented in the form of 
a polynomial matrix decomposition. It allows us to write a closed loop system in such a way 
that, by analogy with single-channel systems, it is possible to single out the "numerator" and 
"denominator" not only of the object and the controller, but of the entire system. For multi-
channel objects, they will be written in a matrix form allowing you to select the characteristic 
matrix whose determinant is the characteristic polynomial.  

In this paper, an emphasis is placed on the derivation of four variants of the polynomial 
matrix description (PMD) of a closed system. Such a variety of representation of a closed-loop 
system follows from the equivalent writing of the transfer matrix in the form of left and right 
PMD of an object or controller. Of the four options for recording the system, two options – left 
and right – for the characteristic matrix are distinguished. When they are reduced to a diagonal 
form, the elements on the main diagonal contain the poles of a closed system along the corre-
sponding channel. From the example given at the end of the paper, it can be seen that it is more 
convenient to use the left characteristic matrix because it has a lower dimension for a non-
square object (the number of input and output quantities is not equal), with the number of input 
actions exceeding the number of output quantities, The right characteristic matrix can also be 
used to synthesize such a control object, but the resulting solution is more complicated and not 
obvious. The situation is reversed if we consider an object with fewer inputs than outputs.  
In this case, the right characteristic matrix will be smaller and more suitable for synthesis.  
It follows from this that the procedure for synthesizing a control system for non-square objects 
differs depending on the number of inputs and outputs. 

Keywords: multichannel, interconnection, non-square, polynomial matrix description, 
characteristic matrix, synthesis, Sylvester matrix, Diophantine equation 
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