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Важное место в теории уравнений с частными производными и ее приложениях занимает 
уравнение теплопроводности, представитель класса так называемых параболических уравне-
ний. Известно, что для проверки корректности математической модели, основанной на парабо-
лическом уравнении, очень важно существование ее решения, так как математическая модель 
не всегда адекватна конкретному явлению, и из существования решения реальной прикладной 
задачи не следует существование решения соответствующей математической задачи. Поэтому 
методы решения дифференциальных уравнений в частных производных – как аналитических, 
так и численных – всегда актуальны. 

В настоящее время вычислительный эксперимент стал мощным средством теоретиче-
ских исследований. Он проводится над математической моделью исследуемого объекта, но 
при этом по одним параметрам модели вычисляются другие параметры и делаются выводы о 
свойствах изучаемого объекта или явления. В работе рассматривается задача пассивной пара-
метрической идентификации систем с распределенными параметрами для динамики аккуму-
ляции ресурсов множества домохозяйств, а также преобразование ее в модель в форме про-
странства состояний с учетом белых шумов модели динамики исследуемого объекта и измери-
тельной системы линейного типа. Используя метод конечных разностей, решение уравнений с 
частными производными параболического типа свели к решению системы линейных конечно-
разностных и алгебраических уравнений. Для более точного оценивания поведения объекта 
было предложено использование алгоритма фильтрации по схеме Калмана. 

Осуществлены расчеты с помощью математической системы Matlab на основе данных 
наблюдений за пять лет, взятых с сайта «Бюро национальной статистики Агентства по страте-
гическому планированию и реформам Республики Казахстан». Оценивание коэффициентов 
уравнений аккумуляции ресурсов домохозяйств в форме пространства состояний с использо-
ванием данной методики в достаточной степени универсально и может быть применено и в 
других областях науки и техники. 

                                                      
* Статья получена 18 января 2021 г.  
Исследование выполнено в Евразийском национальном университете имени Л.Н. Гумиле-

ва Республики Казахстан. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время построение динамических моделей для трудно фор-
мализуемых областей, использующих дифференциальные уравнения с част-
ными производными [1] и учитывающих случайные факторы и аддитивные 
шумы, вызывает особый интерес. Так, для моделирования аккумулирования 
ресурсов исследуемого объекта будем использовать стохастическую парабо-
лическую распределенную модель, описывающую динамику накоплений до-
мохозяйств, в виде уравнений с частными производными, а модель измери-
тельной системы – в виде линейных стохастических алгебраических моделей 
с аддитивными белыми шумами. 

Анализ современных научных исследований показывает эффективность 
решения задач идентификации с использованием моделей пространства со-
стояний (ПС) [2–4]: 

 1( 1) ( ) ( ), (1)U t U t B t U U      , (1) 

 ( 1) ( 1) ( 1), 1,  2,...Y t HU t w t t      , (2) 

где t – время; ( )U t  – n-вектор состояния; Φ – переходная матрица состояния, 

размерность n × n; ( )t  – r-вектор управления; B – переходная матрица 

управления, размерность n × r; (1)U  – n-вектор начального состояния;  

( )Y t  – m-вектор выходных данных; H – матрица наблюдения, размерность 

m × n; ( )w t  – n-вектор белого шума измерительной системы, имеющий нуле-
вое математическое ожидание и неизвестную ковариационную матрицу R. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Известно, что исследуемые объекты в каждый момент времени распре-
делены неравномерно. В работах [5, 6] на основе применения принципа 
сплошных сред и введения функции, которая опишет распределение домохо-
зяйств по аккумуляции ресурсов, получено параболическое уравнение с част-
ными производными вида (3), которому удовлетворяет плотность исследуе-
мых объектов на пространстве u: 

 
2

2

1
(( ) ) ( ) ,

2

u
c F u bu df

t x x

  
    

  
 (3) 

с начальными условиями 

 0 0( ) ,tx t x   (4) 
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где 0( ) tx t   – гауссовская величина с математическим ожиданием 0x  и дис-

персией 0P . 

В уравнении (3)  ( ),u x t  – искомые значения состояний эволюции акку-

муляции ресурсов домохозяйств распределенного типа; ( ),F x t  – заданная 
функция распределенного типа; c, b, d – постоянные коэффициенты; 

 ( ),f x t  – число домохозяйств, которые попадут из других множеств домохо-
зяйств на отрезок единичной длины пространства накоплений за единичный 
интервал времени в окрестности x и t. Уравнение (3) называется дифференци-
альным уравнением параболического типа, описывающим накопления мно-
жества домохозяйств. С учетом аддитивных шумов процесса аккумуляции 
ресурсов уравнение (3) можно записать в виде 

 
2

12

1
(( ) ) ( ) ,

2

u
c F u bu df p w

t x x

  
     

  
 (5) 

где 1 , )( k sp Q x t  – шумовой коэффициент в уравнении состояния; w – адди-
тивные белые шумы измерителей. 

Предположим, что за исследуемыми объектами можно вести наблюде-
ние, поэтому уравнение можно записать в виде  

 
2( ,  ) ( ,  ) ( ,  ),

1, ,   1, ,

k s k s k sy x t hu x t p x t

k n s m

  

 
 (6) 

где  ( ),u x t  – пространственно-временная функция состояния, измеряемая в 

дискретных точках kx  и st :  ,( ,  ) ( ,  ) , 1, , 1,k s k su x t u x t u k n s m    ;

( ,  )k sy x t  – выходные наблюдения; h – весовой коэффициент;

 ,( ,  ) , 1, , 1,k s k sx t k n s m      – белый шум системы с неизвестной ко-

вариацией 2 , ) ( k sp R x t . 
Учитывая указанные условия на основе дискретного выхода наблюдае-

мой системы ( ,  )k sy x t  распределенного типа и начальное условие (4), можно 

сформулировать задачу оценивания параметров c, b, d, 1 2,  p p . 

2. АЛГОРИТМ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ  
В ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ АККУМУЛЯЦИИ 
РЕСУРСОВ 

Для реализации решения задачи пассивной идентификации используем 
дискретную форму выражения (5) в частных производных [7, 8]: 

 
2

1 1 1 12

u
a u b u d f p w

t x x

  
    

  
, (7) 
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где 1 ,a c F   1 / 2,b b  1 ,d d  1p  – коэффициенты; t – время, 0;t   x – ко-

ордината, 0 ;x L    ( ),w x t  – белый шум с неизвестной ковариацией Q и ну-

левым математическим ожиданием; ( ),u x t  – состояние эволюции аккумуля-
ции ресурсов домохозяйств распределенного типа с граничным и начальным 
условиями: 

 
0

0
( ,  )

x

u x t
u

x 





 ,    или     0 0( ,  ) |xu x t u   , (8a) 

 ( ,  ) |x L Lu x t u   , (8б) 

 0 0( ,  ) | ( ,  0) ( )tu x t u x u x   . (9) 

Для t и x интервалы квантования приравняем: 1t   и 1x  , получим 
следующее выражение:  

1
, 1 , , 1 , , 12

1
( ) ( 2 )k s k s k s k s k s

b
u u u u u

t x
      

 
 

1
, 1 , 1 , 1 ,( )k s k s k s k s

a
u u d f p w

x    


, 

где 1, ,   1, .k n s m   
Значения функций ( ),u x t  объединим по координатам k, s узлов сетки 

при интервалах 1t   и 1x  . 
Получим систему уравнений при 1,  2,...,  :k n  

 

1, 1 1 0, 2 1, 3 2, 1, 1 1, 1 1,

2, 1 1 1, 2 2, 3 3, 2, 1 2, 1 2,

, 1 1 , 2 , 3 1, 1, 1 , 1 ,

,

,

... ... ... ... ... ...

.

s s s s s s s

s s s s s s s

n s n s n s n s s n s n s

u c u c u c u u d f p w

u c u c u c u u d f p w

u c u c u c u u d f p w





 

     

      





     

 (10) 

Сделаем следующие обозначения: 
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2, 1
1

, 1 1

s

s
s

n s n
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u
U

u


 



 

 
 
 
 
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 


;     

1,

2,

, 1

s

s
s

n s n

u

u
U

u





 
 
 
 
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 


;     

1,

2,

, 1

s

s
s

n s n

f

f
F

f
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

 
 
 
 
 
 


;  
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1,

2,

, 1

s

s
s

n s n

w

w
W

w





 
 
 
 
 
 


;     

1

2

1

0

0 n

c

E




 
 
 
 
 
 


;     2

3 1

0

0

n

B

c





 
 
 
 
 
 


. (11) 

Граничные условия примут вид 

 0, 0s su   ;    1,s n su   . (12) 

Уравнение (7) в векторно-матричной форме примет вид 

 

2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 n n

c c

c c c

M

c c c

c c





 
 
 
 
  
  
   











; (13) 

 1 ;G d E

      1 ,p E   (14) 

где E – единичная матрица размерностью n × n. Используя (11)–(14), выраже-
ние (10) представим в векторно-матричной форме: 

  1 2 2s s s s s sU MU GU NF W E B          . (15) 

В [9, 10] приведены обозначения, которые позволяют представить соот-
ношение (15) в виде модели в ПС. 

В итоге уравнение (10) запишется в виде 

 1s s s sU MU GH NF W      . (16) 

Соотношение (16) по виду соответствует выражению (1), где время может 
иметь значения: {1,  2, ,  }s m  , а начальные условия можно записать сле-
дующим образом: 

 

1,1 1,0

2,1 2,0
0

,1 ,0 1n n n

u u

u u
U

u u


   
   
   
       
   
      
   

 
. (17) 
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Далее, при условии h = const, введем обозначения для уравнения (6): 

1,

2,

, 1

s

s
s

n s n

y

y
Y

y


 
 
 
   
 
  
 


;     

1,

2,

, 1

s

s
s

n s n

u

u
U

u


 
 
 
   
 
  
 


;      

1,

2,

, 1

s

s
s

n s n

 
 
 
   
 
   

ε


, 

 0 0 /Y y h . (18) 

В итоге уравнение (6) запишем в векторном виде 

 2s s sY hU p   ,      0,  1,  2, ,  s m  . (19) 

Полученные соотношения (16), (17), (19) – модель стохастической систе-
мы с распределенными параметрами, представленные как модель ПС (1)–(2). 

При значениях n и s сгруппируем в (16) дискретные данные наблюде-
ний ,k ju  за четыре года и выведем четыре уравнения с неизвестными  

1,c  2 ,c  3,c  1 :d   

 

4, 1 1 5, 2 4, 3 3,

4, 1 4, 1 4,

3, 1 1 4, 2 3, 3 2,

3, 1 3, 1 3,

2, 1 1 3, 2 2, 3 1,

2, 1 2, 1 2,

1, 1 1

;

;

;

n s n s n s n s

n s n s n s

n s n s n s n s

n s n s n s

n s n s n s n s

n s n s n s

n s n

u c u c u c u

u d f p w

u c u c u c u

u d f p w

u c u c u c u

u d f p w

u c u

    

  

    

  

    

  

  

   

  

   

  

   

  

 2, 2 1, 3 ,

1, 1 1, 1 1, .

s n s n s

n s n s n s

c u c u

u d f p w



  



















  

   

 (20) 

В уравнениях (16) и (19) 1 2,  p p  есть коэффициенты при шумовых не-
контролируемых переменных W и ,  которые дают количественную характе-
ристику дисперсии аддитивных шумов динамики и измерительной системы, 
являются белыми гауссовскими последовательностями с нулевым средним и 
дисперсиями, равными единице. В работах [11–13] предлагается использова-
ние алгоритма расчета всех дисперсионных характеристик модели динамики 
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и измерительной системы с учетом совокупности выходных данных 

 , ,  1, ,  1,k sy k n s m  . 

Можно найти средние оценки дисперсий для 1p Q Q 


 и 2 .p R R 


 

Данный алгоритм можно использовать для каждой строки 1,k n . Оценки 
дисперсий используются при параметрической идентификации состояния 
объекта с применением калмановской фильтрации [2, 11, 13, 14]. 

В дальнейшем для расчетов оценок коэффициентов   1 2 3 1, ,  ,  c c c d  
можно использовать уравнения фильтра Калмана. Если рассматривать систе-
му (21) как систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными, то можно 
рассчитать четверку оценок  1 2 3 1, ,  ,  c c c d  [15] на основе следующих  
формул: 

1, 1 1, 2, 1 2, 2, 1, ,
1

, 1, ,

2n s n s n s n s n s n s n s

n s n s n s

u u u u u u u
a

u u u
       



     
    
  


 

 3, 2, 1,

1,

2n s n s n s

n s

u u u

u
  



  
 


, (21) 

 2, 1 2, 3, 2, 1,
1 1

1, 1,

2n s n s n s n s n s

n s n s

u u u u u
b a

u u
     

 

   
    

 


. (22) 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ АЛГОРИТМА 
ИДЕНТИФИКАЦИИ КОЭФФИЦИЕНТОВ УРАВНЕНИЯ 

Для примера возьмем данные аккумуляции ресурсов домохозяйств за че-
тыре года (2014–2017 гг.). 

Пример.  
а) Чтобы осуществить расчеты для проведения исследований на основе 

вычисления коэффициентов уравнений накоплений домохозяйств и в после-
дующем для получения наиболее достоверных оценок поведения исследуе-
мого объекта, по схеме фильтра Калмана промоделируем значения при сле-
дующих значениях индексов узлов сетки модели: n = {1, 2, 3, 4, 5, 6},  
s = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Данный пример рассчитывался в математической 
системе Matlab [16]. 

б) Задача численного оценивания коэффициентов распределенного 
уравнения параболического типа аккумуляции ресурсов множества до-
мохозяйств при заданных данных наблюдений и краевых, начальных услови-
ях. Получили значения коэффициентов уравнений: 1 0.0006477с  

;  

2 1.000606с  ; 3 0.018023с  
; 1 74.6055a  , использовав выражения (21), (22). 

Смоделированы значения наблюдений расходов 0R  и 1R  исследуемого объ-
екта за 2014–2017 гг. 

в) Более точно была решена задача оценивания состояния динамики 
объекта с применением калмановской фильтрации [11, 13]. Для расчета оце-
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нок предсказаний и оценок фильтрации использованы данные наблюдений: 
n = 24, y = [76200  76097  82343  82285  82339  79187  79111  79013  82485  
82393  82307  83346  83286  83161  90188  90049  89992  86508  86425  86299  
91191  91025  90960  94894]; дисперсия динамики объекта Q = 1282; диспер-
сия измерительной системы R = 33177; расчетные коэффициенты дифферен-
циального уравнения: a = 0.7012; b = 21997. 

Результаты расчета и графики поведений наблюдений, оценок предска-
зания и фильтрации представлены на рисунке. 

xp = [90132  85198  79357  76812  75670  76806  77289];  (Пр) – % оценки 
предсказания. 

xf = [90132  81803  78173  76544  78164  78853  79176];  (Ф) –  % оценки 
фильтрации. 

yS = [90132  76291  76200  76097  82343  82285  82339];  (Н) – % наблю-
дения. 

 

1 2 3 4 5 6 7
7.4

7.6

7.8

8

8.2

8.4

8.6

8.8

9

9.2 104

 
Графики наблюдений, оценок предсказания и фильтрации 

Plots of Observation and Prediction and Filtering Estimates 

г) Обратная задача оценивания коэффициентов уравнения аккумуляции 
ресурсов домохозяйств решена с применением фильтрационных оценок по-
ведения объекта по схеме Калмана. Расчетные оценки 1c


, 2c


, 3c


, 1d


 были 
использованы для наиболее точного моделирования выходных данных си-
стемы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотренный алгоритм оценивания коэффициентов параболического 
уравнения аккумуляции ресурсов множества домохозяйств с дальнейшим 
применением фильтра Калмана более достоверен по сравнению с осталь-
ными численными методами. Для нахождения более точных значений ко-
эффициентов уравнения (7) можно воспользоваться современными метода-
ми планирования эксперимента, использовать другие приближенные фор-
мулы для внутренних узлов сетки и уменьшить шаг сетки между соседними 
точками. 
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Abstract 

An important place in the theory of partial differential equations and its applications is 
occupied by the heat equation, a representative of the class of the so-called parabolic equations. 
It is known that to check the correctness of a mathematical model based on a parabolic equa-
tion, the existence of its solution is very important since a mathematical model is not always 
adequate to a specific phenomenon and the existence of a solution to a corresponding mathe-
matical problem does not follow from the existence of a solution to a real applied problem. 
Therefore, methods for solving partial differential equations, both analytical and numerical, are 
always relevant. 

Nowadays, a computational experiment has become a powerful tool for theoretical re-
search. It is carried out over a mathematical model of the object under study, but at the same 
time, other parameters are calculated using one of the parameters of the model and conclusions 
are drawn about the properties of the object or phenomenon under study. The problem of pas-
sive parametric identification of systems with distributed parameters for resource accumulation 
dynamics of many households using a stochastic distributed model in the form of a state space 
with regard to the white noise of the dynamics model of the object under study and the white 
noise of the model of a linear-type measuring system is considered in the paper. The use of the 
finite difference method allowed us to reduce the solution of partial differential equations of a 
parabolic type to the solution of a system of linear finite difference and algebraic equations rep-
resented by models in the form of a state space. It was also proposed to use a filtering algorithm 
based on the Kalman scheme for reliable estimation of the object behavior. 

Calculations were carried out using the Matlab mathematical system based on statistical 
data for five years, taken from the site “Agency for Strategic Planning and Reforms of the Re-
public of Kazakhstan Bureau of National Statistics”. Estimation of the coefficients of the equa-

                                                      
* Received 18 January 2021. 
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tions for the household resource accumulation in the form of a state space using this technique 
is sufficiently universal and can be applied in other fields of science and technology. 

Keywords: partial differential equation, stochastic dynamical system, input and output 
observational data, passive identification, additive white noise, linear finite-difference equation, 
parabolic equation, model in the form of a state space, Kalman filter 
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