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Модулярная арифметика работает не с самим числом, а с его остатками от деления на 
некоторые целые числа. В модульной системе счисления, или системе счисления в остаточных 
классах, многоразрядное целое число в позиционной системе счисления представляется в виде 
последовательности нескольких позиционных чисел. Эти числа есть остатки (вычеты) от деле-
ния исходного числа на некоторые модули, являющиеся взаимно простыми числами. Преиму-
щество модулярного представления состоит в возможности простого распараллеливания вы-
полнения операций сложения, вычитания и умножения. 

При параллельном выполнении арифметических операций применение модульной 
арифметики позволяет существенно сократить время вычислений. Тем не менее есть ряд недо-
статков модульного представления чисел, которые ограничивают возможность его использо-
вания. К ним относятся медленное преобразование чисел из модульного представления в по-
зиционное, сложность сравнения чисел в модульном представлении, трудность выполнения 
операции деления, сложность определения наличия переполнения. Использование модульной 
арифметики оправдано, если существуют быстрые алгоритмы вычисления числа по набору 
остатков. 

В настоящей статье представлен новый алгоритм восстановления чисел из модульного 
(модулярного) представления на основе разработанного авторами геометрического подхода  
на примере систем сравнений с двумя модулями. Показано, что в результате увеличения чисел 
в позиционном исчислении они последовательно меняются по спирали на поверхности дву-
мерного тора. На основе данного подхода был разработан быстрый алгоритм сравнения чисел 
и алгоритм для определения переполнения при сложении и умножении чисел в модульном 
представлении.  

Рассмотрение для многомерного случая возможно при анализе многомерного тора и ис-
следовании поведения витков на его поверхности. 

Ключевые слова: модульная арифметика, система сравнений, взаимно простые числа, 
переполнение, сравнение чисел, модуль, сравнимые по модулю числа, китайская теорема об 
остатках, переполнение при арифметических операциях 
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ВВЕДЕНИЕ 

Суть модулярной (или модульной) арифметики заключается в проведе-
нии вычислений не с числом a , представленным в позиционной системе,  
а с остатками от деления числа на различные целые числа im  [1–5]: 

 modi ib a m    (1) 

Зная набор остатков 1 2( , ),nb b b  можно в некотором диапазоне одно-

значно представить и само число a . 
Главное достоинство модулярного представления состоит в простоте 

выполнения и возможности простого распараллеливания выполнения опера-
ций сложения, вычитания и умножения [6]: 

 

1 2 1 2 1 1 1

1 2 1 2 1 1 1

1 2 1 2 1 1 1

( , ) ( , ) ( ) mod , , ( ) mod

( , ) ( , ) ( ) mod , , ( ) mod

( , ) ( , ) ( ) mod , , ( ) mod

n n n n n

n n n n n

n n n n n

b b b c c c b c m b c m

b b b c c c b c m b c m

b b b c c c b c m b c m

   

   

   

  

  

  

 (2) 

Использование модульной арифметики обеспечивает значительное уско-
рение вычислений при параллельном выполнении операций. К уменьшению 
общего времени выполнения приводит одновременное выполнение операций, 
которые связаны с разными модулями.  

Тем не менее есть недостатки, ограничивающие использование модуляр-
ного представления. К ним относятся: 

 медленное преобразование чисел из модульного представления в по-
зиционное; 

 сложность оценки большего или меньшего числа в модульном пред-
ставлении; 

 трудность выполнения операции деления; 
 сложность определения наличия переполнения. 
Таким образом, использование модульной арифметики оправдано, если 

существуют быстрые алгоритмы вычисления числа по набору остатков.  
Если двум целым числам a  и b  отвечает одинаковый остаток r  от де-

ления на некоторое целое число, то эти числа называются сравнимыми по 
модулю m . Для обозначения сравнимости чисел используется специальная 
операция (  ): 

 moda b m .  (3) 

Найдем решение системы: 
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Если числа 1 2( , )nm m m  являются взаимно простыми числами, то в 

некотором диапазоне, определяемом их произведением, существует един-
ственное решение [1, 2]:  

 1 1 1 2 2 2 1 2mod( , , )n n n nX M N b M N b M N b m m m     ,  (5) 

где sM  и sN  определены из следующих условий: 

 1 2 n s sm m m M m  (6) 

 1(mod )s s sM N m .  (7) 

Решение является единственным в диапазоне, который определяется 
произведением модулей 1 2, , nm m m .  

Нахождение X  в формуле (5) требует n  умножений и ( 1)n   операций 

сложения, вычисления необходимо производить с «длинными» числами  
(с бо́льшим количеством разрядов, чем представление остатков).  

В статье предлагается новый алгоритм сравнения модульных чисел и ал-
горитм определения переполнения при арифметических операциях на основе 
предложенного авторами геометрического подхода. Рассмотрение выполня-
ется для системы сравнений с двумя модулями. 

В качестве эталона в интерференционных измерительных системах ис-
пользуется длина волны лазерного излучения. Следствием этого является пе-
риодичность результатов фазовых измерений. Если исключить фазовую 
неоднозначность, можно увеличить динамический диапазон. В [7–9] приво-
дится способ для восстановления абсолютных значений измеряемой величи-
ны интерференционными методами. Этот метод с использованием модульной 
арифметики получил название G–S-алгоритм [10–13]. Поэтому развитие дан-
ных методов играет важную роль не только для компьютерных технологий, 
но и для ряда инженерных задач. 

1. БЫСТРЫЙ АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПОЗИЦИОННОГО ЧИСЛА ПО НАБОРУ ОСТАТКОВ  

Рассмотрим решение системы сравнений (4) для двух произвольных вза-
имно простых модулей. Например: 1 11m  , 2 17m  . В данном случае: 

1 17M  , 2 11M  , 1 2N  , 2 14N  . Из (5) следует 

 1 2 1 217 2 11 14 mod(11 17) 34 154 mod(187)X b b b b       . (8) 

Таблица всех возможных результатов будет иметь вид, показанный на 
рис. 1. Числа, соответствующие решениям, увеличиваются от 20, 1i m   по-

следовательно по диагоналям, показанным на рисунке.  
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Рис. 1. Порядок последовательного изменения чисел  

Fig. 1. A sequential change order of numbers 

Если продолжить выделенные на рис. 1 диагонали, то можно заметить, 
что при склейке верхней и нижней строк и левого и правого столбцов образу-
ется тор [15], на поверхности которого решения системы сравнений (8) будут 
возрастать по спирали (рис. 2) от нуля до 1 2m m . 

 

 
Рис. 2. Возрастание чисел при отображении  

на поверхности двумерного тора 

Fig. 2. An increase in numbers when displayed  
on the surface of a two-dimensional torus 

Для нахождения решений (8) достаточно определить начальное значения 
витка на поверхности тора и числа точек на этом витке [16, 17].  

Для выбранного примера размер витка 1 11m  . Число X  можно найти 
так: 

 1 1[ ]X n i m b   , (9) 

где 20, 1i m  . 
Для того чтобы определить число витков, можно воспользоваться выра-

жением, следуемым из (5): 

 2 2 1 2 2 2[ ] mod( ) mod( ),n i M N i m m N i m   (10)  

или для конкретного случая 1( 11m  , 2 17)m   
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[ ] 14 mod(17)n i i ,   0,16i  . (11) 

На рис. 3 представлены начальные значения витков [ ]n i , которые опре-

деляются выражением (11). 
 

 

Рис. 3. Значения витков [ ]n i . Первая строка 2i b . Вторая строка – 

начальные значения витков  

Fig. 3. Turn values [ ]n i . The first line is 2i b . The second line  

is initial values of turns 

Для столбцов аналогично: 

 
[ ] 2 mod(11)n i i ,   0,10i  .  (12) 

Отложим начальные значения витков (рис. 4). 
 

 

Рис. 4. Изменение чисел в таблице решений, начиная с начального значе-
ния витка (значения витков – вторая строка и второй столбец в таблице  
                                                          решений) 

Fig. 4. Changing the numbers in the decision table, starting from the initial value 
of the iteration (the values of the iterations are the second row and the second  
                                        column in the decision table) 

Числа X  на рис. 5 изменяются от нуля до 186 (8). Число витков [ ]n i  из-

меняется от нуля до 16, т. е. максимальное число витков равно 16.  
Так как таблица прямоугольная, то некоторые витки, значения для кото-

рых 2 1 0b b   (например, виток 1), заканчиваются на правом столбце и про-

должаются на нулевом столбце, начиная со следующей строки (рис. 4). В та-
ком случае таблицу решений можно представить в виде, в котором значения 
разорванных витков симметрично отображаются относительно главной диа-
гонали (рис. 5). 
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Рис. 5. Продолжение таблицы решений (выделены нулевой и первый витки)  

Fig. 5. Continuation of the decision table (zero and first turns are highlighted) 

Число витков можно определить по модульному представлению 1 2( , ) :b b  

 1 2 2 2 1 2[ , ] ( )mod( )n b b N b b m  ,   если  2 1 0b b  ; (13) 

 1 2 2 2 1 2 2[ , ] ( )mod( )n b b N b b m m   ,   если  2 1 0b b  . (14) 
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С точки зрения упрощения число витков можно посчитать только один 
раз и записать в одномерном массиве размером 2m  (рис. 6). Индекс в этом 

массиве будет определяться как 2 1( )b b  или 2 1 2( )b b m   (13, 14). 
На рис. 6 видно, что, зная число витков на торе (рис. 3), можно опреде-

лить и само число Х: 

 1 2 11 12( , ) ( , )X b b b bn m b  ,  (15) 

где n является числом витков. 

2. СРАВНЕНИЕ ЧИСЕЛ В МОДУЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

Для того чтобы сравнить два числа в модулярном представлении вычис-
ляется число витков. Если число витков для одного из чисел больше, чем для 
другого, то данное число несомненно больше. 

Например:  

2 1 0b b    

1 227  (5,  10) ( )  ,   2X n b b     

1 246  (2,  12) ( )  ,   4X n b b     

( ) ( )2,  12 5,  10  
 

2 1 0b b   

1 236  (3,  2)   , )( 3X n b b     

1 269  (3,  1)   , )( 6X n b b     

( ) ( )3,  1 3,  2  

Если число витков одинаково, определяется положение числа на расши-
ренной диагонали (по величине 1b ).  

Например:  

1 2 113  (2,  13)   ,( ) 1 2X n b b b     

1 2 119  (8,  2)   ,( ) 1 8X n b b b     
( ) (8,  2 2 ),  13  
Так, сравнение чисел в модулярном представлении выполняется доста-

точно просто. 
При сложении или умножении может наступить переполнение. Пере-

полнение возникает, если в результате выполнения арифметического дей-
ствия число превышает максимальное.  

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕПОЛНЕНИЯ ПРИ СЛОЖЕНИИ 
ЧИСЕЛ В МОДУЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

Рассмотрим операцию сложения (2). 
При сложении двух чисел в модульном представлении (15) с использо-

ванием подсчета числа витков 
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  1 2 1 2 1 2 11 1 1 1 12 1( ) ( ) ( ), , ), ( ,m b m c cn b b n c c n b b n b b b         . (16) 

Если учитывать, что 11b c  максимально изменяются от нуля до 1(2 1),m   
то сложение этих чисел может привести к увеличению числа витков на 1.  

Так, при сложении двух чисел в модульном представлении переполне-
ние наступит в следующих случаях: 

1) если сумма числа витков больше максимального числа витков; 
2) если 11 1b c m  , то к сумме числа витков добавляется 1, а эта сумма 

превышает максимальное число витков. 
Рассмотрим примеры, представленные в таблице. Максимальное число 

витков не может превышать 16. 
 

Сложение чисел в модульном представлении 

Addition of numbers in modular representation  

Число витков 

11+16 = 27                      (0,11) + (5,16) = (5, 27) = (5, 10)  
                                            1              1                        2 
21+21 = 42                       (10,4) + (10,4) = (20, 8) =  (9, 8) 
                                            1            1                            3 

143 +43 = 186                   (0,7) + (10,9) = (10, 16)  
                                            13         3            16 

144 +43 = 187                    (1,8) + (10,9) = (11, 17)  = (0, 0)   
                                             13           3                            0 

 
В таблице представлены значения чисел в модульной форме и значения 

витков. Полужирным шрифтом выделены примеры сложения чисел, когда 
наступает переполнение. 

Рассмотрим, как определить переполнение при умножении. 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕПОЛНЕНИЯ ПРИ УМНОЖЕНИИ 
ЧИСЕЛ В МОДУЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

Рассмотрим операцию умножения (2). При умножении в модульном 
представлении имеем 

   

 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 12

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, , , ,( ) ( d) mo

m b m c

m m b

n b b n c c

n b b n c m cc n c c n b m b cb m

    





          
 

 1 1 1 1 1 1 1 11 2 1 2 1 2 1 2, ,( ) ( ) ( ( ) ,, ) , pn b b n c c n c cm b c b c n m b cn b b          (17) 

где число витков будет 

 1 1 11 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ), ,(, ),pn m bn b b n c c n c cc n b b       . (18) 
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Так, при умножении двух чисел в модульном представлении переполне-
ние наступит в следующих случаях: 

1) если результирующее число витков больше максимального числа  
витков; 

2) если 1 1 1b c m , то к сумме числа витков добавляется целая часть 

 1 1 1int /b c m , и эта сумма превышает максимальное число витков. 

 
Например: 

1 1 1 2 11

12 13  156 (1,12) (2,13)  (2,3)

1,12 2,13( ) 1 ( ) 1 ( ) 14 11 1 2 142,3 .p

b c m

n n n n

 

 

 

    

 



 

В подобном случае переполнения не возникает. 

 1 1 1 28 11 int 28 /11 2

51 14  204 (7,0) (

( ) 1 ( ) 0 ( ) 1 1

4,4)  (6,0)

7,0 4,4 6, 10 6 2 6.p

b c m

n n n n

  

     





  

 

Возникает переполнение. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Использование модульной арифметики позволяет легко распараллелить 
выполнение операций, что приводит к резкому сокращению общего времени 
вычислений. Кроме того, использование модульных операций позволяет со-
кратить размер разрядов чисел, что приводит к упрощению вычислительных 
устройств. 

Основными недостатками модульного представления числа являются: 
медленное преобразование чисел из модульного представления в позицион-
ное, сложность определения большего или меньшего числа в модулярном 
представлении, сложность проверки возникновения переполнения в резуль-
тате математических операций.  

В статье рассмотрен быстрый алгоритм восстановления чисел из мо-
дульного представления на основе представления решений системы сравне-
ний в виде тора. Это позволяет упростить восстановление чисел с помощью 
нахождения числа витков и определения положения числа на этом витке. 

На основе этого подхода разработаны быстрые алгоритмы сравнения чи-
сел и алгоритмы определения переполнения при сложении и умножении чи-
сел в модульном представлении. 

Переход к многомерному случаю возможен при рассмотрении поведения 
витков на поверхности многомерного тора. 
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Abstract 

The method of modular arithmetic consists in operating not with a number, but with its 
remainders after division by some integers. In the modular number system or the number sys-
tem in the residual classes, a multi-bit integer in the positional number system is represented as 
a sequence of several positional numbers. These numbers are the remainders (residues) of di-
viding the original number into some modules that are mutually prime integers. The advantage 
of the modular representation is that it is very simple to perform addition, subtraction and mul-
tiplication operations.  

In parallel execution of operations, the use of modular arithmetic can significantly reduce 
the computation time. However, there are drawbacks to modular representation that limit its 
use. These include a slow conversion of numbers from modular to positional representation; the 
complexity of comparing numbers in modular representation; the difficulty in performing the 
division operation; and the difficulty of determining the presence of an overflow. The use of 
modular arithmetic is justified if there are fast algorithms for calculating a number from a set of 
remainders. 

This article describes a fast algorithm for converting numbers from modular representa-
tion to positional representation based on a geometric approach. The review is carried out for 
the case of a comparison system with two modules. It is also shown that as a result of increas-
ing numbers in positional calculus, they successively change in a spiral on the surface of a two-
dimensional torus.  

Based on this approach, a fast algorithm for comparing numbers and an algorithm for de-
tecting an overflow during addition and multiplication of numbers in modular representation 
were developed.  

Consideration for the multidimensional case is possible when analyzing a multidimen-
sional torus and studying the behavior of the turns on its surface. 

Keywords: modular arithmetic, comparison system, coprime integers, overflow, compar-
ison of numbers, module, numbers comparable in absolute value, Chinese Remainder Theorem, 
overflow during arithmetic operations 
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